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AVERTISSEMENT. 


ÉlaLlir  luétbodiqiiement  la  nomenclature  des 
nombres  et  la  manière  de  les  écrire  en  chiffres;  cher- 
cher dans  leur  mode  de  reprëseulation ,  et  dans  la 
nature  des  opérations  au^^quelles  ils  peuvent  donner 
lieu,  des  procédés  propres  à  conduire  aux  résultats 
de  ces  opérations:  considérer  ensuite  les  nombres 
d'une  manière  générale  et  indépendante  de  tout 
système  de  numération;  pénétrer,  pour  ainsi  dire , 
dans  leur  intérieur,  pour  y  découvrir  tes  propriétés 
relatives  à  leur  composition  et  à  leur  décomposition  ; 
déduire  de  ces  propriétés,  soit  de  nouveaux  procédés, 
soit  des  modifications  et  des  moyens  de  simplifier  les 
])rocédés  déjà  connus;  poser  enfin,,  autant  que  pos- 
sible, des  règles  fixes  pour  résoudre  tosle  'espéxïtfde 
questions,  en  faisant  ressortir  les  rapports  qu'ont  entre 
elles  les  dillérentes  quantités  qui  font  partie  des  énon- 
cés :  tel  est  le  plan  qae  je  me  suis  tracé  en  com- 
posant un  T;'«i7e  d'Arithmétique. 

J'ai  divisé  cet  Ouvrage  en  deux  parties ,  et  chacune 
de  ces  parties  en  quatre  chapitres. 

La  preaiière  partie  a  principalement  pour  objet 
le  développement  des  quatre  règles  fondamentales  : 
V addition  y  la  soustraction  j  la  multiplication  et  la  di- 
vision. Ainsi,  le  premier  chapitre  traite  des  opérations 
sur  les  nombres  entiers;  le  second ,  des  opérations 
sur  les  fractions  d'une  nature  quelconque;  le  troi- 
sième et  le  quatrième  f  qui  ne  sont  qu'une  extension 
du  second  ,  traitent  des  nombres  complexes  et  des 
fractions  décimales  auxquelles  se  lie  naturellement 
le  système  des  nouveaux  poids  et  mesures. 


>j  AYERÏlSSEMETfT. 

La  fcECOifDE  PARTIE  renferme  surtout  des  théories 
dont  les  démonstrations  exigent  l'emploi  de  nouveaux 
signes,  pour  représenter  les  nombres  et  les  opérations 
qu'on  peut  avoir  à  exécuter  sur  eux.  Ainsi ,  après 
avoir,  dans  une  introduction,  indiqué  l'usage  de 
ces  signes,  et  la  manière  d'opérer  sur  les  nombres 
exprimés  par  des  lettres,  je  développe  la  théorie  des 
différens  systèmes  de  numération  ,  les  propriétés  qui 
ont  rapport  à  la  divisibilité  des  nombres,  à  leur  com- 
position ,  et  à  leur  décomposition  en  facteurs.  Revenant 
alors  sur  les  objets  traités  dans  les  premiers  chapitres, 
je  déduis  de  ces  propriétés  des  modifications  dans 
ie  procédé  de  la  réduction  des  fractions  au  même  déno- 
minateur et  dans  celui  du  plus  grand  commun  diviseur 
entre  deux  ou  plusieurs  nombres;  je  fais  connaître  la 
théorie  des  fractions  décimales  périodiques  et  les 
propriétés  principales  des  fractions  continues.  Ces 
diiférens  objets  composent  le  cinquième  chapitre. 

Les  principes  établis  dans  l'introduction  à  la  se- 
conde partie  me  permettent  de  développer ,  dans  le 
sixième  chapitre  ,  les  procédés  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée  et  de  la  racine  cubique  des  nombres; 
opérations  dont  la  connaissance  est  indispensable 
lorsqu'on  veut  passer  de  l'Arithmétique  à  la  Géométrie. 

Le  septième  chapitre  tiaite  des  rapports  et  des  pro- 
portions ^  de  leurs  applications  aux  questions  usuelles 
du  commerce  et  de  la  banque.  Je  me  suis  efforcé  de 
donner  des  idées  nettes  et  précises  sur  cette  partie  que 
l'on  doit  regarder  comme  l'une  des  plus  importantes  en 
Mathématiques. 

Je  consacre  le  Awifzèwe  et  dernier  chapitre,  à  l'ex- 
position des  propriétés  principales  des  progressions  et 
des  logarithmes.  J'ai  traité  avec  beaucoup  de  soin  et  de 
détails  cette  dernière  théorie  qui ,  par  ses  applications 
aux  opérations  les  plus  compliquées ,  rend  de  si  grands, 
services  aux  calculateurs. 
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La  considération  des  logarithmes  des  fractions^  et  ia 
nécessité  de  les  exprimer  aussi  bien  que  les  loga- 
rithmes des  nombres  plus  grands  que  l'unité,  conduit 
naturellement  aux  nombres  négatifs .,  et  à  la  manière 
de  les  employer  dans  les  calculs. 

Je  termine  ce  chapitre  par  un  rapprochement  entre 
les  diverses  opérations,  qui  donne  naissance  à  un 
nouveau  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager  les 
logarithmes,  et  qui  doit  faire  regarder  leur  emploi 
comme  une  septième  opération  de  l'Arithmétique. 

On  peut  voir,  d'après  cette  esquisse  rapide,  que  je 
u'ai  rien  négligé  pour  faire  de  mon  ouvrage  un  traité 
complet. 

Je  crois  devoir,  dans  cette  éditic»  comme  dans  les 
précédentes,  répondre  à  une  objection  qui  m'a  été  faite 
par  quelques  Professeurs:  Pourquoi  introduire  dans  les 
ÉLÉMEKS  de  l'Arithmétique  des  notions  qui  lui  sont 
étrangères ,  et  qui  sont  plutôt  du  ressort  de  V Algèbre  ? 
Je  ferai  observer  premièrement,  pour  ma  justification, 
que  tous  les  auteurs  qui  ont  voulu ,  comme  moi ,  faire 
connaître  certaines  propriétés  des  nombres,  mais  sans 
employer  les  signes  de  l'Algèbre,  n'ont  pu  les  présenter 
que  d'une  manière  incomplète  et  peu  méthodique; 
encore  même  ont-ils  été  forcés  de  faire  usage  des  signes 
abrégés  des  opérations  arithmétiques.  La  marche  que 
j'ai  suivie,  au  contraire,  m'a  permis  d'établir  un  en- 
chaînement entre  ces  propriétés  et  leurs  applications 
les  plus  importantes. 

En  second  lieu,  ces  propriétés,  dont  la  connaissance 
est  indispensable  à  ceux  qui  veulent  posséder  l'Arith- 
métique à  fond,  ne  sauraient  entrer  dans  les  Elémens 
d'Algèbre,  sans  rompre  la  chaîne  des  théories  qui  con- 
stituent cette  autre  partie  des  Mathématiques. 

Lorsque ,  dans  la  première  édition  de  mon  Algèbre, 
je  crus  devoir  consacrer  un  chapitre  à  l'exposition  de 
ces  mêmes  propriétés,  des  observations  me  furent  faites 
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a  ce  sujet;  et  c'est  pour  m'y  conformer  qu'en  publiant 
tin  Traité  d'Arillimétique,  j'ai  rendu  à  celle  partie  des 
Mathématiques  ce  qu'on  s'accorde  généralement  à 
regarder  comme  étant  de  son  domaine. 

ajouterai,  pour  dernière  reflexion,  que  ces  Elémens 
sont  principalement  destinés  à  des  jeunes  gens  qui  ont 
à  subir  des  épreuves  difficiles,  et  dont  les  premiers  pas 
dans  la  carrière  des  sciences,  doivent  se  faire  d'une 
manière  sûre  et  profitable.  Ainsi,  les  principes  fonda- 
mentaux ne  sauraient  en  être  présentés  avec  trop  de 
rigueur. 

Quelques  changeraens  de  détail  distinguent  cette 
nouvelle  édition  des  précédentes.  Jusque  alors  j'avais 
renvoyé  au  cinquième  chapitre  le  principe  sur  la  mul- 
tiplication de  plus  de  deux  facteurs  dans  un  ordre 
quelconque  ,  et  les  autres  principes  qui  s'y  rattachent, 
quoiqu'ils  servent  de  base  à  la  réduction  des  fractions 
au  même  dénominateur.  11  en  résultait  ainsi  dans  l'ex- 
position des  théorèmes  un  défaut  de  méthode  que  j'ai 
fait  disparaître  en  introduisant  ces  principes  dans  le 
premier  chapitre. 

Je  donne,  dans  la  théorie  de  la  division,  une  règle 
sûre  pour  déterminer  le  véritable  chilfre  du  quotient 
de  chaque  division  partielle,  sans  qu'on  soit  obligé 
d'effectuer  d'abord  la  multiplication  du  diviseur  par 
le  chiffre  éprouvé  j  ce  qid  est  important  surtout  quand 
on  opère  sur  le  papier. 

J'ai  repris  également  avec  soin  la  théorie  des  diffé- 
rens  systèmes  de  numération,  sur  l'exposition  de  la- 
quelle plusieurs  observations  m'avaient  été  faites. 

Enfin,  on  trouvera  à  la  fin  de  l'ouvrage,  une  note 
sur  les  approximations  numériques ,  note  que  j'avais 
annoncée  dans  les  dernières  éditions  ,  et  que  plusieurs 
circonstances  m'avaient  empêché  de  rédiger  complète- 
ment j  elle  m'est  commune  avec  M.Vincent  ,  professeur 
de  mathématiques  au  collège  royal  de  Saiiit-Louis. 
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INTRODUCTION. 

1.  On  appelle  grandeur  ou  quantité  tout  ce  qui  est  suscep- 
tible d'augmentation  ou  de  diminution.  Par  exemple,  les  li- 
gnes ,  les  surfaces  ,  les  temps  ,  les  poids  ,  sont  des  grandeurs  ; 
de  même,  toute  collection  ou  réunion  d'objets  de  même  na- 
ture, par  exemple  ,  d'arbres,  d'hommes,  de  maisons,  etc., 
est  une  grandeur  en  tant  que  cette  collection  est  susceptible 
d'augmentation  ou  de  diminution.  On  ne  peut  se  former  une 
idée  bien  exacte  d'une  grandeur,  qu'en  la  rapportant  à  une 
autre  grandeur  de  même  espèce  ;  et  cette  seconde  grandeur, 
destinée  à  servir  de  terme  de  comparaison  à  toutes  les  gran- 
deurs delà  même  espèce,  s'appelle  unité.  Ainsi,  quand  nous 
disons  qu'un  mur  a  vingt  mètres  de  longueur,  nous  sommes 
censés  avoir  acquis  déjà  l'idée  de  l'unité  de  longueur  appelée 
mètre ,  et  nous  supposons  qu'après  avoir  porté  vingt  fois  le 
nictrc  sur  la  longueuv  du  mur,  on  soit  arrivé  tout-a-fait  au 
ijout. 

L'unité,  en  Mathématiques,  est  donc  une  grandeur  d'une 
espèce  quelconque ,  prise  arbitrairement  ou  dans  la  nature  , 
pour  serx'ir  de  terme  de  comj)araison  à  toutes  les  grandeurs  de 
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munie  espèce  ;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  autant  d'espèces  d'unilcs 
que  d'espèces  de  grandeurs. 

L'unité  est  arbitraire  quand  l'espèce  de  grandeur  à  laquelle 
elle  appartient,  peut  varier  d'une  manière  continue,  c'est-à- 
dire  augmenter  ou  diminuer  d'aussi  peu  que  l'on  veut,  comme 
ime  ligne  ,  un  temps,  etc.  ;  au  contraire,  elle  est  donnée  par 
la  nature  même  de  la  grandeur,  toutes  les  fois  que  celle-ci 
augmente  ou  diminue  d'une  manière  brusque  ou  discontinue  : 
tels  sont  les  diffe'rens  genres  de  collections.  Ainsi,  dans  un 
groupe  d'arbres  ,  considéré  comme  quantité ,  c'est  nécessaire- 
ment l'arbre  qui  est  l'unité. 

On  appelle  nombre,  le  résultat  delà  comparaison  d'une  gran- 
deur quelconque  à  son  unité. 

Un  nombre  est  dit  entier,  lorsqu'il  est  l'assemblage  de  plu- 
sieurs unités  de  même  espèce.  Ainsi,  vingt  francs,  trente  livres 
poids,  huit,  douze,  quinze  unités  d'une  espèce  quelconque,  sont 
des  nombres  entiers. 

Une  fraction  est  une  partie  de  l'unité. 

Plus  généralement,  on  appelle  nombre  fractionnaire ,  soit 
une  fraction  ,  telle  qu'on  vient  de  la  définir,  soit  l'assemblage 
de  plusieurs  unités  d'une  même  espèce,  avec  une  fraction  ou 
partie  d'unité. 

2.  liorsqu'en  énonçant  un  nombre,  on  ajoute  à  la  suite  de 
l'énoncé,  le  nom  qui  désigne  l'espèce  de  grandeur  dont  il  s'agit, 
ce  nombre  s'appelle  concret.  Ainsi,  cinq  mètres,  quinze  heures, 
six  lieues,  sont  des  nombres  concrets.  La  première  fois  que  l'on 
prononce  un  nombre,  on  ne  peut  y  attacher  de  sens  qu'en  se  re- 
présentant une  unité  d'une  certaine  espèce,  à  laquelle  on  com- 
pare une  autre  grandeur  de  la  luème  espèce.  Mais  peu  à  peu 
l'cspi'it,  qui  s'accoutume  aux  abstractions,  parvient  à  se  peindre 
une  collection  de  plusieurs  objets  semblables  mais  quelconques, 
dont  chacun  est  l'unité.  Dans  ce  cas,  la  collection  s'appelle 
nombre  abstrait ,  parce  qu'en  l'énonçant  on  fait  abstractfen  de  , 
l'espèce  d'unité  à  laquelle  on  la  rapporte.  Or,  c'est  sous  ce 
dernier  point  de  vue  qu'on  doit  envisager  les  nombres,  dans 
l'exposition  des  procédés  relatifs  aux  diverses  opérations  que 
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l'on  peut  avoir  à  effectuer  sur  eux ,  si  l'on  veut  que  ces  proce'dcs 
soient  établis  de  manière  à  pouvoir  être  appliqués  à  toutes  les 
questions  possibles. 

De  la  Numération. 

5.  Les  premières  recherches  sur  les  nombres  ont  dû  néces- 
sairement avoir  pour  objet  de  leur  donner  des  noms  faciles  à 
retenir;  et  comme  il  existe  une  infinité  de  nombres,  puisqu'un 
nombre  quelconque  étant  déjà  formé,  on  peut  toujours  v 
ajouter  une  nouvelle  unité,  ce  qui  donne  lieu  à  un  nouveau 
nombre,  qui  peut  lui-même  être  augmenté  d'une  unité,  il  a 
fallu  trouver  le  moyen  à^exprimer  tous  les  nombres  avec  un 
■sj's terne  limité  de  mots  combinés  entre  eux  d'une  manière 
convenable.  Tel  est  l'objet  de  la  numération  parlée. 

Il  y  a  plus  :  les  mots  qui  composent  la  nomenclature  des 
nombres  ,  étant  généralement  composés  de  plusieurs  sons , 
et  variables  avec  les  différentes  langues ,  on  a  dû  inventer  pour 
les  remplacer,  une  écriture  abrégée  et  plus  générale  ,  au  moyen 
de  laquelle  l'esprit  pût  saisir  avec  facilité  et  indépendamment 
de  la  parole  ,  les  raisonnemens  qu'on  est  obligé  de  faire  pour 
découvrir  les  propriétés  des  nombres  ,  ou  les  lois  de  leurs  di- 
verses combinaisons.  Tel  est  le  but  de  la  numération  écrite, 
laquelle  consiste  à  représenter  les  nombres  à  Vaide  d'un  nom- 
bre limité  de  caractères  ou  chiffres. 

4.  Num.ération parlée.  —  Quoique  la  nomenclature  des  nom- 
bres entiers  soit  connue  de  la  plupart  des  jeunes  gens  pour  les- 
quels cesélémens  sont  écrits  ,  nous  croyons  devoir  en  exposer 
une  analyse  succincte,  mais  raisonnee. 

Les  premiers  nombres  sont  :  Un  (ou  l'unité  considérée  elle- 
même  comme  un  nombre),  deux  (ou  une  unité  plus  une 
unité  ) ,  trois  (ou  deux  imités  plus  une  unité) ,  quatre,  cinq, 
six,  sept,  huit,  neuf. 

En  ajoutant  une  nouvelle  unité  au  nombre  neuf,  on  forme  le 
nombre  c?/.r,  qu'on  regarde  comme  une  nouvelle  espèce  d'unité 
appelée  dixaine  ou  unité  du  second  ordre .,  par  opposition  à 

I.. 
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l'unité  priiuilivc  que  l'on  nomme  imiit  simple  ou  unilc  du 
prentiier  ordic.  Oji  compte  par  dixaines  comme  on  a  compte; 
l>ar  unîtes  sim[)ks  ;  ainsi  l'on  dit  :  une  dixainc  ,  deux  dixaines, 
ticis  dixaines,  quatre,  cinq,  six  ,  sept,  iiuit  et  neuf  dixaines; 
ou  bien,  dix ,  vingt,  irt-nle  ,  quarante ,  cinquante,  soixante, 
septante,  ociante ,  nonante.  Aux  trois  derniers  mots ,  quoi- 
que conformes  à  l'analogie,  on  a  substitué  les  mots  soixante^ 
dix ,  quatre-vingts ,  quatre-vingt-dix.  Ce  sont  des  expres- 
sions consacrées  par  l'usage.  Entre  dix  el  vingt,  il  existe  neuf 
autres  nombres,  qui  sont  dix-im,  dix-deux ,  dix-trois,  dix- 
quatre  ,  dix'cinq,  dix-six,  dix-sept,  dix-huit,  dix-neuf)  mais 
au  lieu  des  six  premières  dénominations,  l'usage  a  substitué 
les  mots  onze,  douze ,  treize .,  quatorze ,  quinze  et  seize. 

Entre  vingt  et  trente,  il  existe  aussi  neuf  nombres  qui  s'énon- 
cent  de  cette  manière  :  Vingt— un  ,  vingt- deux  ,  vingt-trois  , 

vingt-quatre  , vingt-neuf.  On  peut  énoncer  ainsi  tous  les 

nombres  jusqu'à  nonante-neuf  ou  quatre-vitigt-dix-neuf. 

Ce  dernier  nonibre  augmenté  à^un,  donne  dix  dixaines  ou 
le  nombre  cent,  qu'on  regarde  comme  une  nouvelle  unité  ap- 
pelée centaine  ou  unité  du  troisième  ordre ^  et  l'on  compte 
par  centaines  <:omine  on  a  compté  par  dixaines  et  par  unités 
simples.  Ainsi  cent ,  deux  cents,  trois  cents ,  quatre  cents, .... 
huit  cents,  neuf  cents,  expriment  des  collections  d'une  centaine, 
de  deux  ,  trois...  huit,  neuf  centaines.  En  plaçant  successive- 
ment entre  les  mots  cent  et  deux  cents  ,  deux  cents  et  trois 
cents  ,  .  .  .  huit  cents  el  neuf  cents ,  et  à  la  suite  de  neuf  cents , 
les  noms  de  nond^res  compris  depuis  ««jusqu'à  quatre-vingt- 
dix-neuf,  on  a  formé  les  noms  de  tous  les  nombres  depuis  cent 
jusf[u'à  neuf  cent  quatre-vingt-dix-neuf  [*). 

Nous  pouvons  remarquer  déjà  que  dans  les  énoncés  de  tous 
ces  nombres,  on  n'emploie  que  les  mots  génériques ,  un  ^  deux , 
trois ,  quatre  ,  cinq,  six ,  sept,  huit,  neuf ,  dix ,  vingt,  trente  , 


(*)  Tant  que  le  mot  cent  ii'rst  suivi  «raurun  antre  nom  de  nombre,  il  csl 
(U'clinablc;  (lanï  le  ras  contriiin-,  il  csi  in'ltcirnaMe.  Il  en  est  de  même  du 
mot  vingt. 
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qiiaranlc ,  ciiuiiianlc ,  soixante  iii  cent.  Nous  ne  j.ailoiis  pas 
des  six  autres  mois,  onze ,  douze, .  . .  seize  ,  dont  on  aurait  pu 
se  passer  à  la  rigueur. 

En  ajoutant  un  au  nombre  neuf  ccnl-qualre-vingl- dix-neuf  , 
on  obtient  une  collection  de  dix  centaines,  ou  le  nombre  mille, 
<iui  forme  Vunilé  de  mille,  ou  Vunité  du  quatrième  ordre.  Par- 
venu à  ce  nombre  ,  on  est  convenu  ,  pour  ne  pas  trop  multiplier 
les  mots,  de  regarder  mille  comme  une  nouvelle  unité  princi- 
pale devant  le  nom  de  laquelle  on  place  les  noms  des  neuf 
cent  quatre-vingt-dix-neuf  premiers  nombres.  Ainsi  l'on  dit  : 
un  mille,  deux  mille  {*),...  neuf  mille ,  dix  mille ,  o/ize 
mille, .  .  .  vingt  mille ^  vingt-un  mille,  .  .  .  cent  mille ,  deux 
cent  mille,  .  .  .  neuf  cent  qualre'7)ingl-dix-neuf  mille. 

Une  dixaine  de  mille  forme  d'ailleurs  Vunitéidu  cinquième 
ordre ^  une  centaine  de  mille,  Vunité  du  sixième  ordre. 

Plaçant  à  la  suite  d'un  nombre  quelconque  de  mille,  le:î 
noms  de  tous  les  nombres  inférieurs  à  mille,  il  est  clair 
qu'on  peut  ainsi  énoncer  tous  les  nombres  jusqu'à  neuf  cent 
quatre-vingt  dix-neuf  mille  neuf  cent  quatre-vingt-dix-neuf 

Ce  dernier  nombre  augmenté  d'un,  donne  dix  cent  mille,  ou 
mille  mille,  collection  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  million; 
de  même  une  collection  de  mille  millions  s'appelle  billion  (ou 
milliard);  une  collection  de  mille  billions  se  nomme  trillion , 
et  ainsi  de  suite.  On  compte  d'ailleurs  par  millions,  billions, 
trillions  ,  comme  on  a  compté  par  mille  ;  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'en  joignant  aux  mots  génériques  indiqués  ci-dessus,  les  raoli 
mille,  million,  billion,  trillion,  quatrillion  ,  quintiilion...etc., 
on  formera  la  nomenclature  de  tous  les  nombres  entiers  ima- 
ginables. 

Observons,  pour  terminer,  qu'un  million  est  Vunité  du  sep- 
tième ordre;  une  dixaine  de  millions  ,  Vunité  du  huitième  or- 
dre j  une  centaine  de  millions,  Vunité  du  neu\>ième  ordre...  etc. 

S.  Numération  écrite.  —  Quelque  simple  que  soit  la  nomen- 
clature des  nombres,  on  éprouverait  beaucoup  de  peine  à  coui- 

{*}Lcmot  mille  csi  toujours  iiulccliiuiLI''  quaïul  il  dôignc  un  nombre. 
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biuer  entre  eux,  deux  ou  plusieurs  nombres  un  peu  considé- 
rables, si  l'on  n'avait  des  moyens  abrèges  de  les  écrire.  Or, 
c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenrr  facilement  pour  ])eu  qu'on  ré- 
fléchisse sur  cette  nomenclature.  En  effet,  observons  que  parmi 
les  mots  employés  pour  exprimer  les  nombres,  les  uns,  tels 
que  wn,  dix,  cent,  mille,  cent  mille,  million,  dix  millions  , 
expriment  les  unités  des  diiîéreus  ordres,  tandis  que  les  mots 
un,  deux,  trois,...  neuf,  expriment  combien  de  fois  chacune 
de  ces  sortes  d'unités  entre  dans  un  nombre. 

Cela  posé ,  si  l'on  convient  d'abord  de  représenter  les  neuf 
premiers  nombres  par  les  caractères  ou  chiffres 

ï,       2,         3,         4,  5,       6,       7,       8,       9, 

un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,   six,  sept,  huit,  neuf, 

toute  la  difficulté  consiste  à  trouver  un  moyen  de  faire  ex- 
primer à  ces  chiffres  les  différens  ordres  d'unités  que  le  nombre 
proposé  renferme.  Or,  en  établissant  ce  principe  ,  de  pure  con- 
vention ,  que  tout  chiure  placé  à  la  gauche  d'un  autre  exprime 
des  unités  de  l'ordre  immédiatement  supérieur  à  celles  de  cet 
autre  chiffre  ,  ou  eu  d'autres  termes  ,  que ,  lorsque  plusieurs 
chiffres  sont  écrits  les  uns  à  la  suite  des  autres ,  le  premier 
chiffre  à  droite  exprime  des  unités  simples ,  le  chiffre  immé- 
diatement à  gauche  exprime  des  unités  de  dixaines  ou  sim^ 
plement  des  dixaines ,  le  troisième  chiffre  de  droite  à  gauche 
exprime  des  centaines,  le  quatrième  des  mille,  le  cinquième  des 
dixaines  de  mille, ...  il  est  aisé  de  voir  qu'on  pourra,  eu  général , 
représenter  tous  les  nombres  à  l'aide  des  caractères  précédeus. 

Soit,  par  exemple,  à  exprimer  en  chiffres  le  nombre  trois 
cent  soixante  dix- neuf.  Ce  nombre  se  compose  évidemment 
de  9  unités,  plus  7  dixaines,  plus  3  centaines,  et  peut  par 
conséquent,  d'après  le  principe  établi  ci-dessus,  être  exprimé 
par  379. 

De  même  ,  le  nombre  vingt-huit  mille  deux  cent  quarante- 
sept,  se  composant  de  7  unités,  4 dixaines,  2  centaines,  8 mille, 
et  2  dixaines  de  mille ,  sera  représenté  par  l'ensemble  des  cinq 
chiffres  28247 • 


NUMÉRATIOX    ECUITE.  "  n 

Caracicreo.  —  Il  y  a  cependant  des  noiubies  qu'on  ne  peut 
écrire  en  ne  faisant  usage  que  des  neuf  chiflVes  prcccJens. 

Soient  à  e'crire  en  chifiVes  les  nombres  dix ,  vingt ,  trenie ,  .. 
quatre-vingts,  quatre-vingt-dix  ;  ces  nombres  ne  contenant  pas 
d'unilés  simples,  on  a  dû  adopter  un  chiffre  qui  n'ait  aucune 
valeur  par  lui-même ,  mais  qui  serve  à  tenir  la  place  des  unités 
de  chaque  ordre  qui  inanquedans  l'énoncé  du  nombre.  Ce  chiffre 
est  G,  que  l'on  prononce  zéro.  A  l'aide  do  ce  chiffre ,  les  nom- 
bres dix,  vingt,  trente,  etc.,  s'écrivent  ou  se  représentent  par 
10,  20  ,  3o ,  4o  j  5o ,  60  ,  70  ,  80  ,  go. 

Par  la  même  raison,  les  nombres  cent,  deux  cents,  trois 
cents,...  ne  renfermant  ni  unités  simples  ni  dixaines ,  s'écri- 
vent par  100  ,  200  ,  3oo,  4oo  ,...  900. 

En  général ,  le  zéro  est  un  chiffre  qui  n'a  aucune  valeur  par 
lui-même,  mais  que  l'on  emploie  pour  tenir  lieu  des  différens 
ordres  d'unités  qui  peuvent  manquer  dans  l'énoncé  d'un 
nombre. 

Les  autres  chiffres  ,  appelés  chiffres  significatifs ,  ont  deux 
espèces  de  valeurs  :  l'une  nommée  absolue ,  qui  n'est  autre 
chose  que  celle  du  chiffre  considéré  seul  ;  l'autre  ,  appelée  re- 
lative,  que  le  chiffre  acquiert  d'après  la  place  qu'il  occupe  à 
la  gauche  d'autres  chiffres. 

Maintenant,  si  l'on  réfléchit  que  tout  nombre  énoncé  se  com- 
pose d'unités  simples,  de  dixaines,  de  centaines,  etc.;  que  la 
collection  des  unités  de  chaque  ordre  est  tout  au  plus  égale  à 
neuf  ;  que ,  dans  le  cas  où  le  nombre  est  privé  de  certains  ordres 
d'unités ,  on  a  un  caractère  pour  en  indiquer  la  place ,  on  sera 
convaincu  qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  être 
exprimé  à  l'aide  d'une  certaine  combinaison  des  J/a- caractères 
1,  2,  3,4,  5,  6,  7,8,9,0. 

Soit ,  pour  nouvel  exemple ,  le  nombre  deux  cent  huit  mille 
dix-neuf  k  écrire  en  chiffres. 

Ce  nombre  contient  9  unités  simples,  i  dixaine,S  unités 
de  mille,  et  2  centaines  de  mille  ;  mais  il  n'y  a  ni  centaines 
simples  ni  dixaines  de  mille.  11  suffira  donc  d'écrire  les  chif- 
fres 9,  1,0.8,0,  2 ,  à  la  suite  les  uns  des  autres  ^  en  allant 
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de  droite  à  gauche,  et  le  nombre  sera  représenté  par  208019. 
Soit  encore  le  nombre  ircnte-six  billions  cinq  cent  millions 
vingt  mille  quatre  cent  sept. 

L'énoncé  de  ce  nombre  comprend  ■j  unités  simples,  o  dixaines, 
j^  centaines  j  o  unités  de  mille,  l 'lixaines  de  mille,  o  centaines 
de  mille  ;  o  unités  de  millions,  o  dixaines  de  millions ,  5  cen- 
'  jines  de  millions  ;  6  unités  de  billions ,  et  3  dixaines  de  bil- 
lions; donc  le  nombre  sera  représenté  par  86500020407. 

Le  système  de  numération  qui  vient  d'être  exposé,  a  reçu  la 
dénomination  de  système  décimal ,  parce  qu'il  faut,  dans  ce 
système ,  dix  unités  d'un  certain  ordre  pour  former  une 
imité  de  l'ordre  supérieur,  et  par  suite,  qu'on  y  emploie  dix 
chiffres  pour  exprimer  tous  les  nombres.  Le  nombre  dix  s'ap- 
pelle la  base  du  système. 

6.  Faisons  maintenant  une  observation  importante  :  il  ré- 
sulte de  la  nomenclature,  que  tout  nombre  écrit  en  chiffres  se 
divise  en  centaines,  dixaines,  et  unités  simples;  en  centaines, 
dixaines  et  unités  de  mille  ;  en  centaines ,  dixaines  et  unités 
de  millions,  etc.  :  c'est-à-dire  en  tranches  d'unités  simples, 
de  mille,  millions  ,  billions,  dont  chacune  s'exprime  par  trois 
chiffres ,  excepté  la  dernière  ,  qui  est  celle  des  unités  les  plus 
fortes  ,  et  qui  peut  n'avoir  que  deux  chiffres  ou  même  qu'un 
seul.  Lors  donc  que  l'on  s'est  familiarisé  avec  la  manière  d'é- 
crire les  nombres  de  trois  chiffres  ,  il  suffit  d'écrire  successi- 
vement les  unes  à  la  suite  des  autres,  en  allant  de  droite  à 
{gauche,  la  tranche  des  unités,  la  tranche  des  mille,  celle  des 
millions,  celle  des  billions,  etc. 

On  peut  même  commencer  par  la  gauche,  c'est-à-dire  écrire 
d abord  la  tranche  des  unités  les  plus  fortes ,  et  à  sa  droite  les 
autres  tranches  par  ordre  de  grandeur  des  unités.  C'est  ainsi 
qu'on  doit  s'y  prendre  pour  écrire  en  chiffres  un  nombre  dicté 
en  langage  ordinaire,  et  qui  n'est  pas  déjà  écrit  en  toutes  lettres; 
mais  il  faut  avoir  bien  soin  de  ne  pas  omettre  les  zéros  destinés 
à  remplacer  les  ordres  d'unités  qui  manquent;  et  il  ne  peut 
jamais  y  avoir  d'embarras  à  ce  sujet,  puisqu'on  sait  que  cha- 
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que  tranche  ,  excepte  la  première  à  gauche  ,  doit  toujours 
reufenuer  trois  chiffres. 

Soit,  pour  dernier  exemple,  à  e'crire  le  nombre  quatre  cent 
six  billions  vingt-huit  millions  deux  cent  cinquante  mille 
quarante-lmil. 

Écrivez  à  la  droite  les  unes  des  autres  la  tranche  des  billions j 
la  tranche  des  millions  ,  la  tranche  des  mille ,  enfin  celle  des 
unités  simples^  vous  aurez  406,028, 25o,o48. 

7.  C'est  sur  l'observation  préce'dente  qu'est  fondé  le  moyen 
de  traduire  en  lanfijage  ordinaire  un  nombre  quelconque 
écrit  en  chiffres  : 

Apres  avoir  séparé  le  nombre  en  tranches  de  trois  chiffres 
chacune,  à  commencer  par  la  droite,  énoncez  successivement 
chacune  des  tranches ,  en  parlant  de  la  première  tranche  à 
gauche ,  et  ajant  soin  de  donner  à  chaque  tranche  le  nom  qui 
lui  convient. 

Soit,  pour  exemple,  le  nombre  7o3yj56oi . 

Ce  nombre  étant  ainsi  partagé  :  70,345,601,  se  compose  de 
soixante-dix  millions,  trois  cent  quarante-cinq  mille,  six 
cent  un. 

On 'trouvera  pareillement  que  5802400056702,  ou  bien 
5,802,400,056,702,  exprime  le  nouibre  cinq  tkillio.vs,  trois 
cent  deux  billions,  quatre  cent  tiiiULions,  cinquante-six  mille, 
sept  cent  deux. 

8.  Il  nous  reste  encore,  pour  compléter  la  théorie  de  la  nu- 
mération, à  indiquer  le  moyen  d'écrire  en  chiffres  les  frac- 
tions. Mais  auparavant,  il  est  nécessaire  de  donner  une  idée 
claire  et  précise  de  cette  sorte  de  nombres,  tels  qu'on  les  con- 
sidère en  Arithmétique. 

Supposons  qu'on  ait  à  déterminer  la  longueur  d'une  pièce 
d! étoffe.  En  prenant  l'unité  de  longueur  appelée  mètre,  et  la 
portant  une  fois,  deux  fois,  en  un  mot,  autant  de  fois  que 
possible  sur  la  longueur  de  la  pièce ,  il  arrivera  de  deux  choses 
l'une  :  ou,  après  que  l'unité  aura  été  portée  un  certain  nombre 
de  fois,  i5  fois  par  exemple,  sur  la  longueur  de  la  pièce,  il 
ne  restera  rien  ;  ou  bien  l'on   obtiendra  un  reste  plus  petit 
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que  le  mètre.  Dans  le  premier  cas  ,  la  pièce  coiiiieudia  un 
nombre  entier  de  mètres,  savoir,  i5  mètres.  Dans  le  second 
cas,  à  ces  i5  mètres  ,  il  faudra,  pour  avoir  la  longueur  to- 
tale, joindre  la  fraction  ou  la  partie  de  iiictre  qui  reste. 
Mais  comment  évaluer  cette  partie?  comment  la  comparer  à 
l'unité?  On  pourra  d'abord  concevoir  cette  unité  divisée  en 
deux  parties  égales  ou  en  deux  moitiés^  et  si  le  reste  est  juste- 
ment égal  à  l'une  de  ces  moitiés,  on  dira  que  la  pièce  d'étofle 
a  i5  mètres  et  demi  de  long. 

Si  le  reste  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  moitié  du 
mètre ,  on  concevra  cette  moiiié  divisée  en  deux  nouvelles 
parties  égales  appelées  quarts;  et  si  ce  quart  peut  être  porté 
une  fois  ou  trois  fois  juste  sur  le  reste,  on  dira  que  le  reste  est 
égal  au  quart  ou  aux  trois  quarts  du  mètre. 

Au  lieu  de  diviser  l'uni  lé  en  deux  ou  en  quatre  parties  égales, 
on  peut  aussi  bien  la  concevoir  divisée  en  trois  parties  égales 
appelées  tiers ,  en  cinq  parties  égales  appelées  cinquièmes,  en 
six  appelées  sixièmes ,  etc.  Admettons,  pour  fixer  les  idées, 
que  le  mètre  ait  été  divisé  en  douze  parties  égales  appelées  dou- 
zièmes,  et  que  ce  douzième  soit  porté  sejjt  fois  juste  sur  le 
reste ,  on  dira  que  ce  reste  est  égal  à  sept  fois  le  douzième  ou 
aux  sept  douzièmes  du  mètre.  Donc  la  pièce  d'étoffe  aura 
i5  mètres  et  sept  douzièmes  de  mètre  en  longueur. 

D'où  l'on  voit  que,  pour  se  former  une  idée  nette  d'une  frac- 
tion d'unité  d'une  espèce  quelconque ,  il  faut  concevoir  celte 
unité  divisée  eu  un  certain  nombre  entier  de  parties  égales,  et 

supposer  que  l'on  prenne  une,  deux  ,  trois  ,  quatre ,  de 

ces  parties  ;  l'ensemble  des  parties  que  l'on  prend  est  ce  qui 
constitue  la  fraction.  Ainsi,  l'énoncé  d'une  fraction  comprend 
nécessairement  deux  nombres  entiers  ,  savoir  :  celui  qui  dé- 
iigne  en  combien  de  parties  égales  l'unité  a  été  divisée  :  on' 
l'appelle  dénominateur  ;  et  celui  qui  marque  combien  il  faut 
de  ces  parties  pour  former  la  fraction  :  on  l'appelle  numéra- 
TEDR.  Par  exemple,  cinq  huitièmes  de  mètre,  treize  7>ingiiètnes 
de  livre  ,  etc.  ,  sont  des  fractions.  Dans  la  première  ,  on 
conçoit  que  le  mètre  est  divisé  eu  huit  parties  égales  nommées 
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huitièmes ,  et  que  l'on  prend  cinq  de  ces  liuitièuK's  ;  huit  est 
le  dénominateur,  ci  cinq  le  numérateur.  Dans  la  seconde,  la 
livre  est  conçue  divisée  en  vingt  parties  égales  appelées 
vingtièmes ,  et  l'on  en  prend  treize^  le  dénominateur  est 
vingt,  et  treize  est  le  numérateur. 

11  résulte  encore  de  là  qu'une  fraction  est  une  grandeur  rap- 
portée à  une  partie  de  l'unité  principale ,  partie  qu'on  peut 
elle-même  considérer  comme  une  sorte  d'unité  secondaire. 
Ainsi  la  fraction  treize  vingtièmes  de  mètre ,  étant  composée  de 
treize  fois  le  vingtième  d'un  mètre,  ce  vingtième  est  une  unité 
particulière  que  la  fraction  proposée  contient  treize  fois.  Cela 
posé,  deux  fractions  sont  dites  de  même  espèce  lorsque  leur 
dénominateur  est  le  même.  Par  exemple,  cinq  douzièmes  y 
sept  douzièmes  ,  onze  douzièmes ,  sont  des  fractions  de  même 
espèce;  mais  trois  quarts  et  deux  tiers  sont  des  fractions  d'es- 
pèces différentes,  parce  que  les  dénominateurs  sont  différens. 

Pour  exprimer  une  fraction  en  chiffres ,  on  est  convenu  de 
placer  le  numérateur  au-dessus  du  dénominateur,  eu  interpo- 

3 
sant.une  barre.  Ainsi ,  la  fraction  trois  quarts  se  désigne  par  y  » 

7        ..  1  .  ■  .         .,  23 

sept  douzièmes  par  -^  ,  vingt-tïors  trente-cinquiemes  par  ^. 

Réciproquement,^,  —=,  —  représentent  les  fractions  sept 

huitièmes ,  treize  quinzièmes ,  quarante -sept  soixante-dou- 
zièmes. Pour  énoncer  une  fraction,  on  énonce  d'abord  le  nu- 
mérateur, puis  le  dénominateur  ;  et  à  la  fin  de  l'énoncé  ,  on 
ajoute  la  terminaison  ième  (*). 

0.  Les  premiers  besoins  de  l'homme  en  société  le  conduisent 
journellement  à  résoudre  des  questions  pour  lesquelles  il  est 
obligé  de  combiner  deux  ou  plusieurs  nojubres  ,  soit  de  même 
nature,  soit  de  nature  différente.  Ces  combinaisons  constituent 
les  opérations  de  V Arithmétique  ou  le  calcul  numérique.  hJàix 


{*)  Il  y   a  une  exception  à  faire  pour  les  mots  demi,  tiers,  quart,  qui' 
ïciuplaccQt  respectivement  les  mots  deuaicme,  troisième ,  quatrième. 
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d  en  faire  connaître  roii(]inc  et  la  liaison,  nous  allons  non.* 
inoposer  quelques  questions  relatives  au  toninierce. 

Première  question. —  Un  marchand  de  drap  a  vendu  à  uiixi 

première  personne ,  5  aunes  ^  d'une  certaine  élojfe  y  à  une  se- 
conde personne,    7    aunes  -  :  à  une  troisième,  1 2  aunes  -,  de   la 
2  4 

■même  étoffe  ;  il  désire  connaître  le  nombre  total  des  aunes 
vendues. 

Il  faut,  pour  cela,  qu'il  réunisse  en  un  seul  nombre  les 
trois  nombres  d'aunes  vendues;  en  d'autres  termes,  qu'd 
fasse  I'auditio.v  de  ces  trois  nombres  composés  dentiers  et  de 
fractions. 

2^  QUESTION.  —  Ces  trois  nombres  d'aunes  ajam  é'.é  levés  sur 

une  mcme pièce  dont  la  longueur  était  de  3o  aunes  -,  le  mar- 
chand veut  savoir  ce  qui  doit  lui  rester. 

Il  cliercbera  la  différence  entre  le  nombre  3o  -  qui  expri- 
mait la  loni;ueur  primitive  de  la  pièce,  et  le  nombre  total 
des  aunes  vendues,  c'est-à-dire  qu'il  sera  conduit  à  soustraire 
le  second  nombre  du  premier. 

S^QUESTiov. — Une  personne  a  acheté  48  aunes  d'une  certaine 
viarchandise  à  raison  de  2.5  francs  l'aune  ;  on  demande  la 
somme  qu'elle  doit  paj^er pour  les  48  aunes. 

Jl  est  clair  que  pour  obtenir  le  prix  cbcrclié  ,  on  doit  prendre 
48  fois  25  francs,  ou  faire  un  total  de  48  nombres  égaux  à 
25  francs.  Celle  opération  s'appelle  mcltiplicatio.v,  et  n'est 
qu'une  espèce  d'addition  :  elle  consiste  à  ajouter  ensemble  plu- 
sieurs nombres  égaux. 

Reprenons  la  même  question,  en  cbangeant  toutefois  les  va- 
leurs des  nombres  ou  des  données  de  la  question. 

Une  personne-a  acheté—  d'aune  d'une  certaine  marchan- 
12 

dise,  à  raison  de  —  de  franc  l'aune;  on  demande  ce  qu'elle  doit 
20 

payer  pour  les  —  d'aune. 
12 
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On  conçoit  (luc  si  l'aune  coule  —  de  franc,  -^  tl'aune  ruii 
■*  20  12  '  ' 

ne  sont  qu'une  fnrtic  de  l'aune,  doivent  coûter  une  partie  de  -^ 

20 

n 

niarqueepar  —  ;  c'est-à-dire  que  ,  pour  obtenir  ia  réponse  à 

la  question  ,  il  faudra  prendre  les  -^  de  — ^  ;  et  cette  opération 
*  12       20  *^ 

s'appelle  une  wuln'plïcalion  de  fractions.  On  la  nomme  ainsi 
parce  que  la  question  qui  y  donne  lieu,  est  absolument  la  inènie, 
aux  données  près ,  cju'une  autre  question  qui  conduirait  à  une 
multiplication  de  nombres  entiers. 

Au  premier  abord,  le  mot  multiplication,  quipre'sente[;e'né- 
ralement  une  idée  d'augmentation  ,  ne  semble  pas  propre  à  de- 
signer une  opération  qui  consiste  à  prendre  d'un  nombre  une 
partie  indique'e  par  une  fraction.  Mais  on  a  trouvé  lemoven  de 
lier  Ja  multiplication  des  nombres  entiers  et  la  multiplication 
des  fractions ,  en  disant  que  midliplier  un  nombre ,  quel  qu'il 
soit ,  par  un  autre ,  c'est  former  un  troisième  nombre  qui  soit 
composé  avec  le  premier,  comme  le  second  est  composé  avec 
l'unité.  Si  les  deux  nombres  sont  entiers,  il  est  clair,  d'après 
cette  définition  ,  qu'il  suffit  de  prendre  le  premier  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  second:  et  si  les  deux  nombres 
sont  des  fractions,  il  faut  prendre  de  la  première  fraction  une 
partie  indiquée  par  la  seconde. 

4'  QUESTION.  —  Une  personne  a  acheté  t2  aunes  d'une 
certaine  étoffe  pour  la  somme  de  84  francs  ;  on  dcmands  le 
jnix  de  l'aune. 

On  conçoit  que,  si  ce  prix  était  connu,  en  le  prenant  12  fois 
OU  en  le  multipliant  par  1 2,  on  devrai  t  avoir  un  résul  ta  t  e'nal  à  84  • 
La  question  conduit  donc  à  trouver  un  troisième  nombre  qui , 
multiplié  par  le  second  12,  reproduise  le  premier  84.  Cette 
opération  a  reçu  le  nom  de  division. 

Pour  rendre  raison  de  cette  dénomination,  qui  donne  l'idée 
de  la  séparation  d'un  nombre  en  plusieurs  parties  égales,  sup- 
posons que  l'on  d^Mk  partager  également  une  somme  de  Safranes 
entre  \i  personnes.  Il  est  clair  que,  si  la  part  de  chaque  personne 
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était  connue,  en  la  multipliant  par  12  ,  on  devrait  produire  84. 
On  voit  donc  que  diviser  un  nombre  ^^  en  autant  départies 
égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  un  nombre  11 ,  ei  chercher  un 
troisième  nombre  qui ,  multiplié  par  un  second  12,  reproduise 
le  premier  84  »  sont  deux  opérations  identiques. 
Reprenons  la  même  question  que  ci-dessus,  mais   sur  des 

données    fractionnaires.     Vne  personne    a    acheté  ^  d'aune 

o 

pour  —  defrnnc  ;  on  demande  le  prix  de  l'aune. 

La  question  se  réduit  encore  dans  ce  cas ,  à  trouver  un  troi- 
sième nombre  tel,  qu'eu  en  prenant  les-,  ou  en  le  multipliant 

par 7T,  on  reproduise —.  On  a  donc  encore  une  division  a  ef- 
fectuer, dans  le  sens  qui  vient  d'être  attribué  à  ce  mot,  et  non 
dans  le  sens  d'une  séparation  en  parties  égales. 

Il  nous  serait  facile  de  citer  de  nouvelles  questions  suscep- 
tibles de  conduire  aux  quatre  opérations  dont  nous  venons  de 
parler  ;  et  puisque  ces  ciuestions  se  présentent  à  chaque  instant 
dans  toutes  les  circonstances  de  la  vie,  il  faut  avoir  des  moyens 
d'exécuter  It  s  opérations  que  leur  résolution  exige. 

L'Arithmétique  a  pour  objet  spécial  d'établir  des  règles 
fixes  et  certaines  pour  ejjectuer  toutes  les  opérations  possibles 
sur  les  nombres.  Celte  première  partie  des  Mathématiques 
comprend  cncoie  une  foule  de  propriétés  qui  ont  été  décou- 
vertes à  l'occasion  des  recherches  qu'on  a  dû  faire  pour  par- 
venir à  ces  règles,  et  pour  en  faciliter  l'application.  Nous 
allons  les  exposer  successivement,  en  nous  rappelant  (  n°  2  ) 
que,  pour  rendre  les  règles  indépendantes  des  diverses  es- 
pèces de  question,  il  convient  de  considérer  les  nombres 
comme  des  nombres  abstraits.  Toutefois,  dans  les  appli- 
cations destinées  .t  familiariser  les  coiumençans  avec  les 
procédés,  nous  pourrons  nous  proposer  des  questions  relatives 
à  des  nombres  concrets . 

Pour  aller  du  simple  au  composé,  nous  commencerons  par 
exposer  les  règles  des  opérations  sur  les  nombifes  entiers. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Opérations  sur  les  nombres  entiers. 
DE   l'additiox. 

10.  ajouter  Oïl  additionner  plusieurs  jiombres  entre  eux, 
c'est  réunir  tous  ces  nombres  en  un  seulj  ou  bien,  c'est  former 
un  nombre  qui  contienne  à  lui  seul  autant  d'unités  qu'il  y 
en  a  dans  ces  divers  nombres  considérés  séparément. 

Le  ve'sultat  de  celte  opération  s'appelle  somme  ou  total. 

Jj'addition  des  nombres  d'un  seul  cbi fifre  n'offre  aucune 
difficulté'  ;  les  jeunes  gens ,  dès  l'âge  le  plus  tendre ,  apprennent 
à  faire  ces  additions  au  moyen  de  leurs  doigts,  et  finissent  par 
s'en  graver  les  re'sultats  dans  la  me'moire. 

Ainsi,  soit  à  ajouter  les  nombres  5,7,4»  8  et  6  ; 

On  dit  :  5  et  7  font  12  (*),  et  4  font  16,  et  8  font  24,  et  6 
font  3o  ;  donc  3o  est  la  somme  demande'e. 

On  trouverait  de  même  ,  que  ^2.  est  la  somme  des  nombres 
7,  9,  6,  5,  8,  7. 

Soient  maintenant  les  nombres  7453  et  i53A  qu'on  se  pro- 
pose d'additionner. 

Après  avoir  e'crit  les  deux  nombres  comme  on  le  74^3 
voit  ici,  et  avoir  souligné  le  tout,  on  dit,  en  com-  i534 

mençant  par  les  unités  simples  :  3  et  4  font  7  qu'on         8987 
place  sous  les  unités. 

(*)  L'emploi  des  doigls  pour  parvenir  à  ce  nombre  la,  suppose  des  addi- 
tions successives  d'une  nnitc.  Ainsi  l'on  dit  5  el  1  font  6  et  i  font  7  et  i  font 
b...,  ainsi  de  suite  jusqu'à   ce  qu'on  ait  ajouté   à  5  toutes  les  unités  du 


nombre 


En  général,  il  est  difGcile  d'établir  par  quelles  opérations  de  l'esprit  on  ob- 
tient les  résultats  de  ces  additions  clénienlaires;  et  l'on  peut  dire,  jusqu'à  un 
certain  point,  que  chacun  a  une  manière  j>lu5  ou  moins  simple  d>  parvenir. 


|6  DE    l'aUDITJO.V. 

Passant  aux  dixalnes  ,  5  et  3  font  8,  qu'on  écrit  au  ran(ï  des 
dixaines. 

Puis  4  et  5  font  9,  qu'on  écrit  au-dessous  des  centaines. 
Enfin,  7  et  i  font  8,  qu'on  e'ciit  au  rang  des  mille. 
Le  nonibre  8987,  trouvé  par  cette  opération,  est  la  somme 
des  deux  nombres  proposés  ,  puisqu'il  en  renferme  les  unités, 
dixaines,  centaines,  et  mille,  que  l'on  a  rassemblés  succes- 
sivement. 

Soit  encore  proposé  d'ajouter  les  quatre  nombres  5o^r  ^ 
859,  3507,  846. 

On  les  écrit  comme  ci-contre  ,  et  l'on  dit ,  en  corn-  5o47 
mençant  par  les  unités  :  7  et  9  font  16,  et  7  font  23  ,  et  85a 
6  font  29  :  on  place  les  9  unités  simples  sous  la  pre-  Z5on 
mièie  colonne,  etl'on  retient  les  deux  dixaines  pour  les  846 
joindre  aux  cLilFres  de  la  colonne  suivante,  qui  ex-  io25g 
priment  aussi  des  dixaines. 

Passant  à  cette  colonne,  on  dit  :  2  de  retenue  et  4  font  6,  et  5 
font  ii,eto  font  1 1,  et  4  font  i5;  on  écrit  5  au  rang  des  dixaines, 
tt  l'on  relient  i  centaine  qu'on  reporte  à  la  colonne  des  cen- 
taines. 

Opérant  sur  cette  colonne  comme  sur  les  précédentes ,  on 
trouve  22  centaines,  ou  2  centaines,  qu'on  écrit  sous  les 
centaines  ,  et  2  mille  c^u'on  retient  pour  les  reporter  à  la  co- 
lonne des  mille. 

Enfin,  2  de  retenue  ei  5  font  7,  et  3  font  10  ;  on  place  le 
cliiffre  o  sous  les  mille,  elle  chiffre  i  sous  les  dixaines  de  ujille; 
ce  qui  donne  102.59  pour  la  somme  demandée. 

RÈGLE  GÉNÉRALE.  —  Pour  ajouter  plusieurs  nombres  entre  eux, 
commencez  par  éc7  ire  les  nombres  les  ims  au-dessous  des  au- 
tres, de  manière  que  les  unités  d'un  même  ordre  soient  sur  une 
même  colonne  verticale ,  et  soulignez  le  tout.  j4joutc-z  ensuite 
successivement  les  chijfres  qui  composent  chacune  des  colonnes, 
en  commençant  par  la  colonne  des  unités  simples  et  passant  suc- 
cessivement aux  colonnes  qui  sont  à  gauche;  écrivez  au-dessous 
delà  barre  la  somme  des  chiJJTrcs  de  chaque  colonne.,  si  celte 
acmjnc  est  exprimée  par  un  seul  chiffre-  mai-  si  elle  surpasse  9 
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(auquel  cas  elle  est  exprimée  par  plusieurs  chiffres  dont  le  der- 
nier à  droite  représente  des  unités  de  celte  colonne,  et  les  autres 
à  gauche  des  dixaines  du  même  ordre  ) ,  écrivez  seulement 
le  chijjre  des  unités  au-dessous  de  la  colonne ,  et  retenez  les 
dixaines  pour  les  ajouter  aux  chiffres  de  la  colonne  immédia- 
tement à  gauche.  Apres  avoir  opéré  de  cette  manière  sur  toutes 
les  colonnes ,  vous  aurez  obtenu  au-dessous  de  la  barre  la 
SOMME  T>Y.isiKSVitz,  puisque  ce  résultat  provient  de  la  réunion 
des  unités,  dixaines,  centaines,  etc.,  qui  entrent  dans  les  nom- 
bres proposés. 

11.  Remarque.  —  Si  la  somme  des  chiffres  contenus  dans 
chaque  colonne  devait  être  tout  au  plus  e\;ale  à  g,  il  serait 
indifférent  de  commencer  Tope'ration  par  l'addition  des  unite's 
simples ,  ou  bien  par  celle  des  unite's  de  la  plus  haute  espèce. 
Mais  comme  il  arrive  le  plus  souvent  que  plusieurs  de  ces 
sommes  surpassent  9,  si  l'on  commençait  par  la  gauche,  on 
serait  souvent  obligé  de  revenir  sur  ses  pas ,  pour  rectifier  un 
chiffre  qu'on  aurait  écrit ,  et  l'augmenter  d'autant  d'unités  que 
Ton  aurait  obtenu  de  dixaines  d'unités  de  la  colonne  suivante, 
en  opérant  sur  cette  colonne.  Voilà  pourquoi  il  convient  dans 
tous  les  cas  ,  de  commencer  par  la  droite  plutôt  que  par  la 


gauche. 
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12.  La  soustraction  a  pour  but  de  chercher  Vexées  d'un 
nombre  sur  un  plus  petit.  Cet  excès  s'appelle  encore  reste 
ou  différence . 

On  peut  aussi  définir  la  soustraction  une  opération  qui  a 
pour  but  :  Etant  donnés  la  somme  de  deux  nom.bres  et  l'un 
d'eux,  trouver  l'autre  nombre;  et  sous  ce  point  de  vue,  la 
soustraction  est  l'inverse  de  l'addition. 

Tant  que  les  nombres  proposés  ne  sont  que  d'un  seul  chiffre, 
la  soustraction  est  facile.  Ainsi,  la  différence  de  9  à  6  est  3  ;  ou 
bien  ,  otez  6  de  9  ,  il  reste  3.  De  même  :  5  de  7,  il  reste  2. 

Il  est  encore  aisé  de  soustraire  un  nombre  d'un  seul  chiffre 
d'un  autre ,  lorsque  le  reste  ne  doit  aussi  avoir  qu'un  seul 
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chilTre.  Ainsi ,  ôttz  7  de  i3  ,  il  reste  6 ,  puisque  7  et  (3  font  1 3  ; 
du  même,  9  de  17,  il  reste'8,  puisque  8  et  g  font  17. 

Ces  opérations,  qui  supposent  seulement  l'exercice  de  la 
luénioire  sur  l'addition  des  nombres  d'un  seul  chiîl're ,  vont 
servir  de  base  à  la  soustraction  des  nombres  de  plusieurs  chif- 
fres. 

Soit  premihewenl  à  soiistiairc  5467  de  S-Sg. 

Après  avoir  placé  le  plus  petit  nouibre  au-dessous  878() 
du  plus  grand  et  souligné  le  tout  ,  on  dit,  en  coui-  ^4^7 
iHcnçanl  par  les  unitcs  simples  :  7  de  g  ,  il  reste  2  ,  3322 
.qu'on  place  sous  la  colonne  des  unités;  passant  aux 
dixaines,  6  de  8,  il  reste  2,  que  l'on  écrit  au  rang  des  dixaines; 
opérant  de  même  sur  les  centaines  et  sur  les  mille,  4  de  7,  il 
reste  3 ,  et  5  de  8 ,  il  reste  3  ;  ce  qui  donne  enfin  3322  pour  le 
reste  demandé. 

En  effet,  par  la  nature  Uîcnse  des  opérations  qui  viennent 
d'être  faites  ,  on  voit  c-ue  le  plus  grand  nombre  contient  de 
plus  que  le  second,  2  unités  simples,  pins  2  dixaines,  plus  3 
centaines,  plus  3  unités  de  mille  ,  et,  par  conséquent ,  surpasse 
le  plus  petit  nombre  de  3322. 

Proposons-nous  ,  ];our  second  exemple  ,  de  trouver  la  dijjc- 
rence  qui  existe  entre  les  deux  nombres  83456  et  28784. 

Avant  disposé  les  deux  nomijvesconimedans  l'excm-  83456 
pie  précédent,  on  dit  d'aliord  :  4  de  6,  il  reste  2,  qu'on  28784 
écrit  sous  les  unités.  5467?. 

Mais  lorsqu'on  passe  à  la  colonne  des  dixaines,  il  se  présente 
une  difficulté  :  le  chifTre  8  de  la  ligne  inférieure  est  plus  fort 
«ue  le  chiffre  5  de  la  ligne  supérieure  et  ne  peut  par  conséquent 
en  être  soustrait.  Pour  lever  celte  difficulté,  on  emprunte  par 
la  pensée  ,  sur  le  chifiVe  des  centaines  du  nombre  supérieur  , 
1  centaine,  qui  vaut  10  dixaines,  et  ou  l'ajoule  aux  5  dixaines 
que  l'on  a  déjà,  ce  qui  donne  i5;  puis  on  dit  :  8  de  i5,  il 
reste  7,  qu'on  écrit  au  rang  des  dixaines. 

Passant  à  la  colonne  des  centaines  ,  on  observe  que  le  chiffre 
4  de  la  ligne  supérieure  doit  être  diminué  de    i  ,  puibqi\'on  a 
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ciuprunté  cette  unité  dans  la  soustraction  précédente  ;  alersoa 
dit  :  7  de  3,  cela  ne  se  peut  ;  mais  en  empruntant,  comme  tom 
à  l'heure,  i  mille,  qui  vaut  lo  centaines,  ce  qui  donne  i3c',:i- 
laines,  on  ôte  7  de  i3,  et  il  reste  6  ,  que  l'on  écrit  au  rang  des 
centaines. 

Passant  aux  mille  :  8  de  2  ,  cela  ne  se  peut  ;  mais  S  de  i  ?. ,  il 
reste  4  ?  qu'on  écrit  au  rang  des  mille. 

Enfin,  comme  le  chiiTre  8  des  dixaines  de  mille  doit,  à  roisen 
de  l'emprunt  qu'on  vient  de  faire  ,  être  remplacé  par  7  ,  On 
dit:  2  de  7  ,  il  reste  5. 

Ainsi,  \q  reste  demandé ,  ou  l'excès  du  plus  grand  nombre 
sur  le  plus  petit,  est  54672. 

Pour  bien  comprendre  comment ,  par  ce  moyen  ,  on  parvient 
au  but  que  l'on  s'est  proposé,  il  suffit  de  remarquer  que,  d'a- 
près les  artifices  employés  pour  eflectuer  les  soustractions  par- 
tielles, on  peut  disposer  les  deux  nombres  de  la  manière  sui— 
vanle  : 


i""  nombre. 
2*   nombre.  . 


D'où  l'on  voit  que  le  nombre  supérieur  contient  de  nias  que 
le  nombre  inférieur  ,  1  unités,  7  dixaines,  6  centaines,  4  niille, 
et  0  dixaines  de  mille,  ouïe  surpasse  de  54672  unités. 

Soit,  pour  troisième  exemple,  à  retrancher  1 584 2c»  ^^'^ 
3oo4o5.  gc)  o 

Comme  9,  diiffre  des  unités  du  nombre  infé-  3i(;Ojo5 
yieitr,  est  plus  fort  que  5,    chiffre   correspondant  iSSi^^q 

du  nombre  supérieur,  on  doit  emprunter  i  dixaine  ^  y,  .(S-^ 

sur  le  premier  chilfre  à  gauche  ;  mais  ce  chiffre 
étant  un  o,  il  faut  avoir  recours  au  chiftVe  4  ^cs  centaine^,  sur 
lequel  on  prend  i,  qui  vaut  10  dixaines;  et  puisqu'on  n'a 
be&oin  que  d'une  seule  dixaine,  on  en  laisse  9  au-dessus  dn  €>■; 
puis  ou  ajoute  1  dixaine  à  5 ,  ce  qui  donne  i5,  et  l\m  "«Ut  :  «# 
de  i5  ,  il  reste  6  ,  qu'on  écrit  sous  les  unités. 

2    . 


s  mille. 

]Mille. 

Centaines. 

Dixaines. 

Luit 

7 

12 

i3 

i5 

6 

2 

8 

/ 

8 

r 

4 
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Passant  aux  dixaines,  on  dit  :  2  de  g ,  il  reste  "j. 

Pour  les  centaines  ,  comme  le  cliiflVe  4  de  la  ligne  supérieure 
ne  vaut  plus  que  3  ,  à  raison  de  l'emprunt ,  et  qu'on  ne  peut 
soustraire  4  de  3  ,  on  a  recours  au  premier  cbifFre  à  gauche  • 
luais  celui-ci  et  le  chiffre  qui  est  à  sa  gauche  étant  des  zéros,  on 
emprunte  une  imité  sur  le  chiffre  significatif  3  ;  cette  unité  en 
vaut  10  de  l'ordre  suivant,  100  de  l'ordre  des  mille  ;  et  puisque 
l'on  n'a  besoin  que  d'une  seule  unité  de  cet  ordre,  on  en  laisse 
qg  qu'on  reporte  sur  les  deux  zéros  ;  ajoutant  i  mille  à  3  cen- 
taines, il  vient  i3  ,  et  l'on  dit  :  4  de  i3,  il  reste  9,  qu'on 
place  sous  la  colonne  des  centaines. 

Dans  les  deux  soustractions  suivantes ,  chacun  des  zéros 
étant  reniplacé  par  un  9 ,  on  dit  :  8  de  9,  il  reste  i  ;  et  5  de  9, 
il  reste  4- 

Passant  à  la  première  colonne  à  gauche  ,  on  dit  :  i  de  2  (car 
le  chiffre  3  est  diminué  de  i)  ,  il  reste  i  ;  ainsi ,  Ton  a  pour  le 

En  effet,  si  l'on  réfléchit  sur  la  manière  dont  le  nombre  su- 
périeur a  été  décomposé  ,  on  peut  disposer  ainsi  l'opération  : 

Ccut.  de  mille.     Dix.  tic  mille.     Tililie.  Ceniaiucs.  Dixaines.   Unilcs. 

1"  nombre..    2  9  9  i3  9  i5 

2^  nombre.  .1  5  8  4^9 

1  4  ^  9  7  6 

Donc  le  nombre  supérieur  surpasse  le  nombre  inférieur  de 
6  unités,  7  dixaines,  g  centaines,  i  mille,  4  dixaines  de  mille, 
I  centainede  mille,  ou  de  141976. 

FtÈGLE  GÉNÉRALE.  —  Pour  soïtStraiie  d'un  nombre  un  autre 
nombre  plus  petilj  placez  le  second  au-dessous  du  premier,  de 
manière  que  les  unités  d'un  même  ordre  soient  sur  une  même 
colonne ,  puis  tirez  une  barre;  soustrajez  ensuite  successive- 
vient  les  unités  du  petit  nombre  des  unités  du  grand,  les 
dixaines  des  dixaines,  les  centaines  des  centaines,  etc.,  et 
écrivez  les  restes  partiels  les  uns  à  la  suite  des  autres ,  en  al- 
lant de  la  droite  vers  la  gauche;  le  nombre  exprimé  par  l'en- 
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semble  de  ces  chiffres,  est  le  reste  complet,  ou  le  résulta^ 
demandé. 

Lorsqu'un  chiffre  de  la  ligne  inférieure  est  plus  fort  que  le 
chiffre  de  la  ligne  supérieure,  augmentez  par  la  pensée  ce  der- 
nier chiffre  de  lo  unités,  et  diminuez  le  chiffre  qui  est  à  sa 
gauche  d'une  unité. 

Si,  immédiatement  à  la  gauche  d'un  chiffre  supérieur  plus 
faible  que  le  chiffre  inférieur  correspondant ,  se  trouvent  un 
ou  plusieurs  zéros,  augmentez  toujours,  par  la  pensée ,  ce 
chiffre  supérieur,  deio  unités;  mais  dans  les  soustractions  sui^ 
vantes,  remplacez  les  zéros  par  descj,  et  diminuez  d'une  unité 
le  chiffre  signifcatif  supérieur  qui  est  imv^édiatement  à  la 
gauche  de  ces  zéros. 

On   trouvera  d'après  ce  procède',   que  si  de       6o3ooo4oi 
on  soustrait.   .   .   , 805724787 

le  résultat  de  l'ope'ration  est 297275614 

13.  Première  remarque.  —  Si  chacun  des  chiffres  du  nombre 
inférieur  était  moindre  que  le  chiffre  supérieur  correspondant, 
il  serait  indifférent  de  commencer  l'opération  par  la.  gauche  ou 
par  la  droite.  Mais  comme  il  arrive  souvent  que  l'un  des  chif- 
fres de  la  ligne  inférieure  surpasse  le  chiffre  de  la  ligne  supé- 
rieure, la  soustraction  partielle  ne  peut  se  faire  que  par  un 
emprunt  sur  le  chiffre  ou  l'un  des  chiffres  à  gauche  de  celui  sur 
lequel  on  opère  :  dès  lors  ,  il  est  nécessaire  de  commencer  par 
la  droite,  afin  de  pouvoir  faire  les  emprunts  dont  on  a  besoin. 

14.  Seconde  reviarque.  —  Il  est  clair  qu'au  lieu  de  diminuer 
d'une  unité  le  chiffre  sur  lequel  un  emprunt  a  été  fait ,  on  peut 
laisser  ce  chiffre  tel  qu'il  est,  pourvu  qu'on  augmente  le  chiffre 
inférieur  correspondant ,  d'une  unité.  Cette  manière  d'opérer 
est  en  général  plus  commode  dans  la  pratique. 

Ainsi ,  dans  le  dernier  exemple,  après  avoir  dit  pour  les  uni- 
tés simples  :  7  de  1 1 ,  il  reste  4,  au  lieu  de  dire  pour  les  dixaines  : 
S  de  9,  il  reste  i ,  on  dit:  9  de  10,  il  reste  i  ;  de  même,  au  lieu  de 
dire  pour  les  centaines  :  7  de  i3,  il  reste  6,  on  dit  :  8  de  i4  il 
reste  6;  et  ainsi  de  suite. 


?,2  PREIA'ES    DE    L  ADDITION 

Mais  lorsqu'on  emploie  cette  niodification ,  il  faut  avoir  bica 
soin  de  n'augmenter  le  chiffre  inférieur  qu'autant  quelasous- 
iraction  précédente  n'a  puse  faire  immédiatement;  c'est  surtout 
d«ns  la  division  que  nous  aurons  à  faire  usage  de  cette  modifi-. 
cation. 

Preuves  de  V addition  et  de  la  soustraction. 

lu.  On  appelle  preuve  d'une  opération  arithmétique,  une 
••iiitre  opération  que  l'on  fait  pour  s'a.ssurer  de  l'exactitude  de 
la  première. 

La  preuve  de  l'addition  se  fait  en  ajoutant  de  nouveau, 
mais  à  commencer  par  la  gauche  ,  les  nombres  qu'on  a  déjà 
ajoutés,  yfpres  avoir  fait  la  somme  des  chijjres  qui  se  trou- 
vent dans  la  première  colonne  à  gauche ,  on  la  retranche  de  la 
partie  qui  lui  répond  dans  la  somme  totale  ;  on  écrit  au-des- 
sous le  reste,  qu'on  réduit,  par  la  pensée,  en  unités  de  l'ordre  du 
rhijjre  suivant,  pour  les  joindre  aux  autres  unités  de  cet  ordre 
lontenues  dans  la  somme  totale.  On  fait  de  même  la  somme 
partielle  des  chiffres  de  la  seconde  colonne  à  gauche j  et  l'on  re- 
tranche cette  somme  partielle  de  la  partie  de  la  somme  total: 
qui  lui  répond;  on  continue  ainsi  jusqu'à  la  dernière  colonne, 
dont  la  totalité  retranchée  ne  doit  laisser  aucun  reste. 

Ainsi ,  après  avoir  trouvé  que  les  quatre  nombres 

5o47 

859 
3507 

846 

doivent  avoirpoursonime...  10259 


zizf 


pour  vérifier  ce  résultat  io25g,  on  ajoute  les  mêmes  nombres 
cil  commençant  par  la  gauclie,  et  l'on  dit  :  5  et  3  font  8  mille, 
«i^^i  ôtés  de  10  mille  donnent  pour  reste  1  mille;  ces  2  mille 
ajoHie.s  au  cbifFre  2  centaines,  font  22  centaines;  ensuite,  8 
♦.'t  5  font  i3,  et8  font  21,  que  l'on  ôte  de  22,  ce  qui  donne  pour 
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reste  i  ccnlainc,  laquelle  réunie  aux  5  dixaiiirs  forme  i5clixai- 
nes;  4  cl 5 font  9,  et  4  ionl  i3;  i3  de  i5,  il  reste  2,  qui,  suivi  tlu 
9,  doiine  29;  enfin,  7  et  9  font  16,  et  7  font  28,  et  6  fout  20  ; 
29  de  29,  il  reste  o  ;  donc  l'opération  est  juste. 

La  preuve  de  la  souslraction  se  fait  en  ajoutant  au  plus  petit 
nombre  le  reste  trouvé  par  Vopération^  et  il  est  évident  qu'on 
doit  reproduire  le  plus  grand  nombre,  puisque  ce  reste  n'est 
autre  chose  que  l'excès  du  plus  grand  nonibre  sur  le  plus  petit. 

Ainsi  ,  dans  l'exemple  ci-contre  , 83456 

après  avoir  trouvé  que  54672   est  28'-84 

l'excès  du  plus  îrrand  nombre  sur  le  ^  r7^ 

.       .  ,;         .                     ,               reste. . . .         54672 
plus  petit,  SI  1  on  ajoute  cet  excès  

au  nombre  28784  ,  on  doit  retrou-  preuve.  .  83456 

ver  83456  ;  ce  qui  a  lieu  en  effet. 

16.  Voici  de  nouveaux  exemples  d'additions  et  de  soustrac- 
tions, avec  leurs  preuves  : 

Additions. 

S3o54  700548 

256870  897597 

748759  '6588 

90874  69764 

130909  4o''^<^° 

8746  987847 


i3îg2î2 


1207046 
4276690 


Soustractions. 

4o73o5oov52  2ooo4ooioo3 

2803767086  84o5i 28605 

1269282976  I 1598872398 

4<*73o5oo62  2ooo4ooioo3 

Problème.  —  Un  banquier  avait  en  caisse   une  somma  de 


/ 
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65^50  fv.;  mais  il  a  fait  divers  jjaicmens.  Jl  a  donné  à  une 
première  personne  io2.5cjfr.j  à  une  seconde ,  iS'-^o^  fr.j  à  une 
troisième,  iio5o  fr.^  ci  une  quatrième,  ^S5o  fr.j  et  il  veut 
connaître  l'état  de  sa  caisse  après  tous  ces  paiemens. 

Solution.  —  Après  avoir  réuni  en  une  seule  les  quatre  sommes 
payées  successivement ,  le  banquier  soustrait  la  somme  totale 
de  celle  qu'il  avait  en  caisse;  et  le  résultat  de  cette  soustraction 
exprime  ce  qui  doit  lui  rester. 

Tableau  des  opérations. 

i325g  65750  montant  de  la  caisse, 

18704  63863  somme  payée. 


a2o5o 
985o 

63863 


1887  différence. 


zm^         11  doit  rester  au  bancjuier  1887  francs. 

On  remarquera  qu'en  effectuant  l'addition  et  la  soustraction 
précédentes  ,  on  a  considéré  les  nombres  proposés  connue  abs- 
traits j  quoiqu'ils  fussent  concrets  d'après  l'énoncé  ;  mais  par- 
venu au  résultat  1887,  on  lui  a  donné  le  nom  de  l'espèce  des 
unités  exprimées  dans  l'énoncé.  C'est  ainsi  qu'il  faut  toujours 
se  conduire  dans  les  applications.  Les  procédés  des  opérations 
étant  tout-à-fait  indépendans  delà  nature  des  nombres,  on 
envisage  ceux-ci  sous  un  point  de  vue  purement  abstrait,  sauf 
à  donner  ensuite  au  résultat  final  le  nom  de  l'unité  qu'indique 
l'énoncé  de  la  question. 
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17.  Mulliplier  un  nombre  par  un  autre,  c'est  (n"  0)  former 
un  troisième  nombre  qui  soit  composé  avec  le  premier,  comme 
le  second  est  composé  avec  l'unité;  et  quand  les  deux  nombres 
proposés  sont  des  nombres  entiers,  leur  multiplication  revient 
à  prendre  le  premier  autant  de  fois  qu^ilj  a  d'unités  dans  le 
second. 

On  appelle  multiplicande  \e  nombre  à  multiplier,  multipli- 
cateur celui,  par  lequel  on  multiplie,  ou  qui  marque  combien  de 
fois  on  doit  prendre  le  premier ,  et  produit  le  résultat  de  la 
multiplication  ;  les  deux  nombres  proposés  portent  conjointe- 
ment le  nom  de  facteurs  duproduit. 

A  proprement  parler,  la  multiplication  n'est  autre  chose 
qu'une  addition  ;  car,  pour  en  obtenir  le  résultat,  il  suffirait  de 
placer  les  uns  au-dessous  des  autres  autant  de  nombres  égaux 
au  multiplicande,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur, 
puis  d'ajouter  tous  ces  nombres  entre  eux.  Mais  cette  manière 
d'opérer  serait  très  longue  si  le  multiplicateur  était  composé 
de  plusieurs  chiffres  ;  on  a  donc  cherché  à  la  simplifier;  et  c'est 
dans  cette  abréviation  que  consiste,  à  proprement  parler,  la 
multiplication. 

18.  Tant  que  les  deux  facteurs  sont  exprimés  chacun  par  un 
seul  chiffre ,  le  produit  s'obtient  par  des  additions  successives 
du  même  nombre  ;  ainsi  pour  multiplier  7  par  5  ,  ou  dit  :  7  et 
"^  font  i4,  et  7  font  21,  et  ij  font  28,  et  7  font  35  :  ce  dernier 
nombre  étant  le  résultat  de  l'addition  de  5  nombres  égaux  à  7, 
exprime  le  produit  de  7  par  5. 

Les  commeuçans  doivent  s'exercer  d'abord  à  ces  sortes  de 
multiplications ,  afin  de  s'en  graver  les  résultats  dans  la  mé- 
moire, et  de  pouvoir  ensuite  obtenir  avec  facilité  les  produits 
des  nombres  exprimés  par  plusieurs  chiffres.  Toutefois,  jus- 
qu'à ce  qu'on  se  soit  suffisamment  exercé,  on  fera  bien  d'avoir 
sous  les  yeux  une  table  appelée  table  de  multiplication^  ou  table 
de  PyTHAGORE,  du  nom  de  son  inventeur,  ou  du  Uioins  de  celui 
qui  le  premier  en  a  répandu  l'usage. 
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Table  de  Multiplication. 


Sens  lioiizonial. 


2 

6 
~8 

lO 

I?. 

i(i  i 

! 

i8  i 


3 

4 

5 

6 

8 

10 

9 

12 

i5 

12 

16 

20 

i5 

20 

17| 

i8 

21 

?8 

35  ! 
40 

24 

32 

27 

36 

45 

4 


24'  I   28 


35 


36 


42 


42  !  J9^ 
48  i  5o 


54  j  63 


3 

32 

48 


_9^ 
18 


5Ô 

72  I 


63 


La  preinière  bautle  horizontale  de  cette  table  se  forme  eu 
ajoutant  1  succcssiveiuent,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  pax'venu  aii 
iionibi'e  9. 

La  seconde,  en  ajoutant  2  successivement  ;  la  troisième,  eii 
ajoutant  3  ,  et  ainsi  de  suite. 

liemarquez  d'ailleurs  qu'on  peut  e'/'alement  dresser  cette 
table  par  colonnes  verticales.  Chaque  colonne  verticale  est 
composée  des  ivêmes  nombres  que  la  bande  horizonlale  de 
•même  numéro.  Ainsi,  la  sixième  bande  horizontale  se  com- 
posant des  nombres  6,  12  ,    18  , 54,   la  sixième  colonne 

verticale  renferme  les  mêmes  nombres  6,12,18, 54- 

Cela  posé  ,  ])oin-  trouver,  au  moyen  de  cette  table  ,  le  produit 
<le  deux  nombres  exprimes  par  au  seul  chiiTre,  on  cherche  le 
miilliplicande  dans  la  première  bande  horizontale;  et,  en  par- 
tant de  ce  nombre  ,  on  descend.  verlicalemenL  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  vis-à-vis  du  mulliplicateur,  qu'on  trouvera  dans  la  pre- 
mièie  colonne  verticale  :  le  nombre  contenu  dans  la  case 
correspondante,  est  le  produit. 
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Par  e.\einple  ,  pour  trouver  le  produit  de  8  pai-  5 ,  on  descend 
«îcpuis  8,  pris  dans  la  première  bande  horizontale,  jusijue 
vis-à-vis  (le  5  piis  dans  la  première  colonne  verticale  ;  et  1»; 
nombre  .{o  contenu  dans  la  petite  case,  est  le  produit  demandé. 

On  pourrait  ègaleinent  prendre  8  dans  la  première  colonne 
verticale,  et  se  diriger  honzonlalemcnl  jnsi{ue  au-dessous  de  5 
jn'it»  dans  la  première  Lande  horizontale  :  on  trouverait,  encore 
.{O  pour  le  produit  demande.  ^ 

19.  Supposons  maintenant  que  le  mulliplicande  étant  ex- 
primé par  plusieurs  chiffres,  le  multiplie ateur  n'en  ail  qu  i.n 
.•^eul.  —  Soit  a  3iultiplier  8409  par  7. 

On  pourrait  (  n"  17)  obtenir  le  résultat  eu  écrivant  les  uns 
au-dessous  des  autres  7  nombres  égaux  à  8409 ,  comme  on  le 

voit  ci-cou tre  ; 845c) 

et  en  ajoutant  successivement  les  unités  simples  ,  ^\^^ 

l-.*s   dixaiues,  les  centaines  ,  etc. ,   on  trouverait  8459 

ainsi  iour  résultat,  59218.  8459 

Mais  il  est  évident  que  cela  revient  à  prendre  S459 

saccessivement  7  fois  les  9  unités  du   multipli-  ^4^9 

«  aiide  ,  7  fois  les  5  dixaiues ,  etc. ,  et  à  faire  la  84^9 

somme  de  tous  ces  produits.  59218 

Ainsi ,  après  avoir  placé  le  multiplicateur  7  au-  ^4^9 

tiessous  du  multiplicande  ,  comme  ou  le  voit  ici ,  7 

et  avoir  souligné  le  tout,  ou  dit  d'abwrd  :  7  fois  9         59218 
fout  63  {voyez  la  table  de  multiplication),  ou  6 
«lixaines  et  8  unités;  on  pose  8  sous  Les  unités,  et  l'on  retieiU 
les  6  dixaines  pour  les  réunir  au  produit  des  dixaiues  da  mul- 
tiplicande par  7. 

On  dit  ensuite  :  7  fois5font35,et6de  retenue  font  4 1  dixaiues, 
ou  4  centaines  et  i  dixaine  ;  on  pose  1  au  rang  des  dixaiues  ,  et 
l'on.  r<;lieut  les  4  centaines; 

7  fois  4  font  28,  et  4  de  retenue  font  82  centaines,  ou  3  ualle 
•  t  2  centaines;  on  pose  2  au  rang  des  centaines,  et  3  ou.  re- 
lient 3.. 

Knfin,  7  fois  8  font  56,  et  3  de  retenue  font  Sg,  cjue  Ton  écrit 
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à  gauche  des  ceutaines ,  parce  qu'il  n'y  a  plus  de  chiftres  à 
multiplier  dans  le  multiplicande. 

On  trouve  ainsi  6921 3  pour  le  produit  demande'. 

D'où  l'on  voit  que  pour  multiplier  u.\  .nombre  de  plusieurs 

CHiEFRES  PAR   UN    NOMBRE    d'uN    SEUL   CHIFFRE,     il  faut   mulÙpUer 

successivement  les  unités ,  dixaines ,  centaines ,  etc.,  du  mul- 
tiplicande,  par  le  m.ultiplicateur ,  et  écrire  ces  dijjêrens  pro- 
duiis^artiels  au  rang  qui  leur  convient,  en  observant,  à  chaque 
multiplication  partielle,  de  retenir  les  dixaines  pour  les  joindre 
avec  les  dixaines ,  les  centaines  pour  les  joindre  avec  les  cen- 
taines,  etc 

Soit,  pour  second  exemple,  a  sroLTiPLiER  47008  par  q. 

On  dit  d'abord  :  9  fois  8  font  72;  on  e'crit  2  au  47''oS 
rang  des  unités  ,  et  l'on  retient  n.  g 

Ensuite  ,  9  fois  o  donnent  o  ;  mais  comme,  dans       4^3072 
la  première  ope'ration ,  on  a  retenu  7  dixaines  ,  il 
faut  les  écrire  au  rang  des  dixaines. 

9  fois  o  font  o  ;  on  écrit  o  au  rang  des  centaines,  puisqu'il 
n'y  eu  a  pas,  et  qu'il  faut  cependant  en  conserver  la  place. 

Ensuite ,  9  fois  7  font  63  ;  on  pose  3  et  l'on  retient  6. 

Enfin  ,  9  fois  4  font  36 ,  et  6  de  retenue  font  ^1 ,  que  l'on 
écrit  à  gauche  du  chiffre  précédent. 

Ainsi,  le  produit  demandé  est  423072. 

20.  Avant  de  passer  au  cas  où  le  multiplicateur  est  composé 
de  deux  ou  deplusieurs chiffres,  nous  indiquerons  le  moyen  de 
rendre  un  nombre  10,  100,  1000.  .  .  .fois  plus  grand,  ou  de 
le  multiplier  par  10,  loo,  1000..  .  . 

Il  résulte  évidemment  du  principe  fondamental  de  la  numé- 
ration (n°  15) ,  que  ,  si  l'on  place  un  o  à  la  droite  d'un  nombre 
déjà  écrit ,  chacun  des  chiffres  significatifs  de  ce  nombre,  recu- 
lant d'un  rang  vers  la  gauche  ,  exprime  alors  des  unités  10  fois 
plus  grandes  qu'auparavant.  De  même  ,  en  plaçant  deux  o  à 
sa  droite,  on  le  rend  100  fois  plus  grand,  puisque  chaque 
chiffre  significatif  exprime  des  unités  100  fois  plus  fortes;  et 
ainsi  de  suite. 
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Donc  ,  pour  muhiplier  un  nombre  entier  quelconque  par  lo  , 
100,1 000  ,  etc. ,  il  suffit  d'écrire  à  sa  droite  1,2,  3  ,. . .  zéros.  ' 

Ainsi  ,  les  produits  de  439  par  10,100,  1000 j  10000,  etc., 
sont  4390,  43900?  439000,  4390000.  .  .  . 

21.  Considérons  actuellement  le  cas  où  le  multiplicande  cl 
le  multiplicateur  sont  composés  de  plusieurs  cliijjres. 

On  propose  de  multiplier 87468 

PAR 5S47 

612276 

3498720 

69974400 

437340000 

5i i4253g6 

On  commence  par  disposer  le  multiplicateur  au-dessous  du 
multiplicande ,  de  manière  que  les  unités  d'un  même  ordre 
soient  dans  une  même  colonne  ;  et  l'on  souligne  le  tout.  Cela 
pose',  on  observe  que  multiplier  874^8  par  5847  ,  revient  à 
prendre  le  multiplicande  7  fois,  plus  4°  fois,  plus  800  fois, 
plus  5ooo  fois ,  et  à  réunir  les  produits  partiels. 

On  peut  d'abord  trouver,  d'après  la  règle  du  11°  19,  le  pro- 
duit de  87468  par  7  ;  ce  qui  donne  612276. 

Mais  comment  obtenir  celui  de  87468  par  4o  ? 

Concevons,  pour  un  instant,  qu'on  ait  écrit  les  uns  au-des- 
sous des  autres ,  4o  nombres  égaux  à  87468  ;  en  faisant 
Y  addition  de  tous  ces  nombres ,  on  aura  le  produit  demandé. 
Or,  il  est  évident  que  ces  4o  nombres  forment  10  groupes  de 
4  nombres  égaux  chacun  à  87468;  mais  4  nombres  égaux  à 
87468  font  en  somme  4  fois  87468,  produit  que  l'on  peut 
former  par  la  règle  du  n°  19,  et  qui  est  égal  à  349872.  En  mul- 
tipliant ce  produit  par  10  ,  ce  qui  revient  (n°  20  )  à  placer  un  o 
à  sa  droite  ,  on  obtient  3498720  pour  le  produit  de  87468 
par  40. 

On  voit  doue  que  cette  seconde  opération  revient  à  multi- 
plier le  multiplicande  par  le  chiffre  4  considéré  comme  expri- 
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inaiit  lies  unités  simples  ,  à  écrire  un  o  à  la  droite  du  produit , 
et  à  placer,  comme  ou  le  voit  ci-dessus,  le  résultat  3498'^?.o 
ainsi  obtenu,  au-dessous  du  premier  produit  partiel. 

Pareillement,  pour  effectuer  la  muUipiicatiou  de  87468 
par  800,  il  suffit  de  multiplier  874-8  par  8,  ce  qui  donne 
699744?  piiis  d'écrire  deux  o  à  la  droite  de  ce  produit  ;  et 
l'on  a  pour  troisième  produit  partiel  69974400,  nombre  qu'où 
place  au-dessous  des  deux  produits  précédens.  Eneftét,  8on 
nombres  égaux  à  87468  et  placés  les  uns  sous  les  autres  ,  for- 
ment évidemment  100  groupes  de  8  nombres  égaux  î\  87468, 
ou  bien  100  nombres  égaux  au  produit  de  87468  p.ir  8,  c'est- 
à-dire  69974400' 

On  prouverait  par  un  raisonnement  semblable,  que  pour 
multiplier  le  nombre  874G8  par  5oco  ,  il  sullit  de  le  nmltiplier 
par  5,  de  placer  trois  o  à  la  droite  du  produit,  et  d'écriie  le 
lé-sultat  437340000  ainsi  obtenu  ,  au-dessous  des  trois  pre- 
miers produits. 

Eiiéctuant  maintenant  l'adilition  de  ces  quatre  produits 
partiels,  on  trouve  enfin  pour  ïti produit  total ,  5i  i^'?.o6<^Q). 

iV.  B.  — Dans  la  pratique,  on  se  dispense  ordinairement  de 
]dacer  les  zéros  à  la  droite  des  produits  partiels  par  les  cliif- 
Ires  des  dixaines  ,  centaines  ,  mille  ,  etc.  ;  mais  on  écrit  chaque 
produit  partiel  au-dessous  du  produit  précédent,  en  le  recu- 
lant d'un  rang  vers  la  gauclie  par  rapport  à  ce  produit ,  c'est- 
à-tiire  en  faisant  occuper  au  premier  chijjre  à  droite  le  i7iêmc 
rang  que  celui  qu'occupe  le  chijfre  par  lequel  on  multiplie. 

îvÈGLE  GÉNÉRALE.  —  Pour  multiplier  un  nombre  de  plusit•ur:^ 
chilfres  par  un  nombre  de  plusieurs  chiffres ,  multipliez  d'abord 
ioul  le  multiplicande  par  le  chiffre  des  unités  du  muhiplitatrur 
(d'après  la  règle  du  ji"  19)-,  viulliplicz  de  même  tout  le  niulli- 
plicande  successivement  par  le  chiJJre  des  dixaines,  par  celui 
des  centaines,  etc.,  considères  comme  des  unités  sijnples ,  et 
écrivez  les  produits  partiels  les  uns  au-des..ous  des  autres  de 
i}:aniere  que  chacun  soit  reculé  d'un  rang  vers  la  gauche  par 
rapport  au  précédent  ;  puis  additionnez  ces  produits}  vous 
aurez  \q  produit  icj/a/ demandé. 
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22.  Souvent  quelques-uns  des  chiffres  du  nuihipîicateur 
sont  des  zéros  ;  et  alors  il  faut  apporter  quelques  luodificaiions 
dans  la  disposition  c!es  pioJuils  partiels. 

Soit  a  mlltiplier 8-0497 

PAR 600407 

6093479 
3481988 
4352485 

435602792279 

On  n-.uUiplie  d'abord  tout  le  multiplicande  par  7  ;  ce  qui 
donne  pour  produit,  6093479. 

Maintenant,  connue  il  n'y  a  }  as  de  dixaines  au  multipli- 
cateur, ou  passe  à  la  multiplication  par  4?  chiffre  des  cen- 
taines du  multiplicateur,  ce  qui  donne  le  produit  3481988  ; 
et  comme  il  faut  lui  faire  exprimer  des  cenlaines ,  on  le  place 
sous  le  premier  produit,  en  le  reculant  de  deux  rangs  vers  la 
gauche. 

Pareillement ,  comme  il  n'y  a  dans  le  multiplicateur  i;i 
mille,  ni  dixaines  de  mille,  on  passe  à  la  multiplication  par  5, 
chidre  des  centaines  de  mille;  et  l'on  écrit  le  produit  4352485 
sous  le  précédent,  en  le  reculant  de  trois  rangs  vers  la  jjauche 
par  rapport  à  celui-ci. 

En  général,  lorsqu'il  se  trouve  un  ou  plusieurs  zéros  e?ilre 
deux  chij/res  signijîcalifs  du  multiplicateur,  on  recule  le  pro- 
duit correspondant  an  vhiJJ're  signiJlcaLif  qui  est  à  gauche  de 
ces  zéros ,  d'autant  de  rangs  plus  cn  vers  la  gauche,  par  rap- 
port au  produit  précédent ,  qu'il  j-  a  de  zéros  intermédiaires . 
Au  reste,  pour  éviter  toute  erreur  à  ce  sujet,  ou  peut  s'as— 
sm-er  à  chaque  opération,  si  le  premier  chiffre  à  droite,  du 
jn-oduit  partiel,  est  dans  la  colonne  des  unités  de  même  ordre 
que  celui  du  chijfre  par  lequel  on  multiplie. 

23.  Si  l'un  des  deux  facteurs  de  la  multiplication,  ou  tous 
les  deux  ,  sont  terminés  par  des  zéros ,  ou  abrège  l'opération  ea 
multipliant  comme  si  ces  zéros  n'y  étaient  pas  ;  mais  on  les 
place  ensuite  à  la  droite  du  produit. 
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Exemple.  —  Spix  a  multiplier 4*3000 

PAR 2900 


423 

94 


t363ooooo 


Après  avoir  multiplié  47  pai"  29 ,  d'après  le  procède'  connu, 
one'crit5zérosà  la  droite  du  premier;  etronobtieut  i363ooooo 
pour  le  produit  demandé. 

En  effet,  si  l'on  n'avait  d'abord  que  47000  à  multiplier  par 
29,  il  est  clair  qu'après  avoir  multiplié  4/  par  29  ,  il  faudrait 
faire  exprimer  au  produit,  des  mille,  c'est-à-dire  des  unités  de 
même  espèce  que  le  multiplicande;  ainsi  l'on  devrait  déjà 
écrire  irois  zéros.  Actuellement,  multiplier  un  nombre  par 
2900,  revient  (n°  21)  à  prendre  100  fois  le  produit  par  29; 
donc ,  il  faut  poser  deux  nouveaux  zéros.  Le  même  raisonne- 
ment s'appliquerait  à  tous  les  cas  semblables. 

24.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  le  procédé  de  la  multi- 
plication ,  oa  sent  la  nécessité  de  commencer  l'opération  par 
la  droite,  du  moins  dans  les  multiplications  partielles  par 
chacun  des  chiffres  du  multiplicateur,  à  cause  des  retenues  que 
l'on  fait  continuellement  en  multipliant  un  cLiffre  du  multi- 
plicande par  un  chiffre  du  uïultiplicateur.  Mais  rien  n'empê- 
cherait d'intervertir  Tordre  des  multiplications  partielles  par 
les  différens  chiffres  du  multiplicateur,  comme  on  peut  le  voir 
dans  l'exemple  suivant. 

On  a  commencé  ici  la  multiplication  par  le  5';o4 

chitTre  des  centaines  du  multiplicateur,  et  l'on  a  4^7 

placé  les  unités  du  produit  sous  les  centaines  du         22816 
multiplicateur;  mais  dans  l'opération  suivante,  /5632 

on  a  eu  soin  d'avancer  le  produit  d'un  rang  vers  3002S 

la  droite ,  c'est-à-dire  de  le  placer  au-dessous  du       

premier  de   manière  que  le  dernier  chiffre  2  fût         2777040 

au-dessous  des   dixaines   des    deux   facteurs.    De  même ,  le 

roisième  produit  est  avancé  d'un  rang  vers  la  droite,  par 
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rapport  au  précédent.  Mais  dans  l'usage  ordinaire  on  forme 
les  produits  en  allant  de  droite  à  gaucLe  ,  parce  que  coin  est 
plus  naturel  et  plus  commode. 

De  quelques  propriclés  irnporlanles  de  la  mulliplicalion. 

Ou  est  souvent  conduit,  dans  les  applications,  à  multiplier 
successivement  plusieurs  nombres  entre  eux. 

Soient ,  par  exemple,  les  cinq  nombres  pris  au  hasard 

23,     35,    72,     49,      i56. 

Former  le  produit  de  ces  nombres  dans  l'ordre  où  ils  sont 
écrits,  c'est  multiplier  d'abord  aB  par  35,  puis  multiplier  ce 
piemier  produit  (8o5)  par  72,  puis  multiplier  ce  second  pro- 
duit (S'jgbo)  par  49,  p^^is  multiplier  ce  troisième  produit 
(2840040)  par  i56,  ce  qui  donne  enfin  44^046240  pour  le  pro- 
duit demandé. 

Or,  ou  pourrait,  avec  ces  cinq  facteurs,  obtenir  le  même- 
produit  d'un  très  grand  nombre  de  manières:  il  suffirait, pour 
cela,  d'intervertir  à  volonté  l'ordre  des  multiplications  suc- 
cessives ;  et  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  produit  de 
la  mulliplicalion  de  plusieurs  nombres  entre  eux ,  esl  toujours 
leménie  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  les  multiplications . 

2o.  Pour  nous  rendre  compte  de  cette  propriété  ,  qui  joue 
un  très  grand  rôle  dans  la  science  des  nombres,  considérons 
d'abord  le  cas  de  deux  facteurs,  4%  et  23^,  par  exemple. 

Si  l'on  conçoit  l'unité  écrite  4^9  !>    i>    i,    ij    i,.... 

fois  sur   une  même  ligne  horizon-  i  ,    i ,    i ,    i ,    1  , .  .  .  . 

taie  ,  et  qu'on  forme  237  lignes  pa-  1 ,  i ,  i ,  i ,  i , .  .  .  . 
reilles ,  il  est  clair  que  la  somme  des  i ,    1 ,    1 ,    i ,    i , .  . .  . 

imités  contenues  dans  ce  tableau ,  

est  égale  à  autant  de  fois  les  4^9  

unités  d'une  ligne  horizontale,  qu'il  y  a  d'unités  dans  une  co- 
lonne verticale,  ou  dans  23^;  c'est-à-dire  c|ue  cette  somme 
est  égale  au  produit  de  4^9  par  237.  Mais  on  peut  dire  aussi 
que  cette  somme  est  égale  à  autant  de  fois  les  23';  unité'- 
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d'une  calonnc  verticale,  qu'il  y  a  d'unite'a  dans  une  ligue 
lioii/.ontâle ,  ou  dans  4^9!  c'est-à  dire  qu'elle  est  égale  an 
produit  de  aS^  par  459.  Donc ,  le  produit  de  4^9  multiplié 
par  287,  est  éj^al  au  produit  de  sS-^  multiplie'  par  /\5c). 

Ce  raisonnetJieut  est  d'ailleuis  applicable  à  deux  aatres 
nombres  entiers  quelconques;  donc  ,  etc. .  .  .  (*). 

Pour  f.iire  conn;iîcre  unopreiiriii-e-apjdioatioti  fie  ce  principe,  supposons 
que  la  nainrc  d'un;'  qu«UCin  ;»it  condiii?  à  luuilipliei  le  nrnubre  ^3  par;'ii(i4l- 
Od  fera  (le  p  if.  ronce  !e  pKitiuit  de  5'ij>  [lar  ;5,  parce  qu'on  u'auia  ainsi 
que  deux  prudniis  partiels  "1  f'jriii<"i,  tandis  (jne  r«m  on  riiiiaii  fjuitlrcen  aiui- 
tipiinnt  75  par  5()  ja. 

26.  Avant  de  passer  à  la  proposition  {générale,  Jious  coni- 
Hîoncerons  par  déduire  du  cas  particulier  déjà  »iénionti"é, 
une  autre  propriété  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Miilliplier  un 
nombre  queltonquf  par  un  prt^viKr fadeur,  puis  le  produit 
résultant  par  un  secondjacleur,  revient  à  muhiplier  le  nombre 
proposé  par  le  second  fadeur,  puis  le  produit  résultant  par 
le  premier  fadeur j  plus  généralement,  dans  toute  multipli- 
cation de  plus  de  deux  nombres  entre  eux,  on  peut  iiUer- 
i^ertir  l'ordre  des  deux  derniers  facteurs ,  sam  que  le  produit 
sifil  changé. 

Ainsi,  par  exemple  ,  si  l'on  multiplie  ^S  par  i5  et  le  pro- 
duit résultant  par  24,  on  doit  avoir  le  même  résultat  que 
SI  l'on  multiplie  48  par  24  ^t  le  produit  résultant  par  i5. 

En  effet  ,  il  résulte  d'abord  de  ce  (}ui  a  été  établi  n-°  2o, 
que  le  produit  36o  résuitant  de  la  multiplication  de  i5  par  24» 
s'obtiendrait  également  en  uiullipliaut  24  par  i5  ;  et  si-  n-ous 
jMJuvons  faire  voir  que  le  produit  de  48  par  36o  est  le  même 
que  celui  qu'on  trouverait,  soit  ea  multipliant  48  par  j5, 
puis  le  produit  résultant  par  24.  soit  en  multipliant  48  par  24» 


(*)  On  poiirrnii  «îtTÎHJrc  cette  propnsitiniî  di  la  laî.lc  lucru-j  de  Pttha- 
coRE  c.-i  oJiserAïiiii  l;i  ni;tnicrc  dont  Iw  nom  Lies  y  toni  Jispc.'^i^  (n°  19}:  iL 
iufKraii  pour  cela  de  ronrevoir  cette  taMe  piolonj;ti:  au-iî'l  •  «rnuc  limite 
f'onTCTialïlf,  i»oo->  fuis  lorxio  pnr  tTteniplo,  si  l'un  ne  ronsi^îtraii  que  deux 
fuetciun»  aiiMies>oiis  de  celte  liruite^  mais  la  denu-nsUati'ni  ci-dtssrts  nr;ns  paiatt 
((x'férable  sou-t  le  rappoit  de  la  &iiuplii.(tc. 
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puis   le   produit   résultant  par  i5,   la  proposition  s€ra  dê^ 
luonlicf. 

Or,  pour  former  le  produit  de  48  par  36o,  il  suflii  (n"  l7^  de 
poser  les  uns  au-dessous  des  autres  36c  nombres  éf;aux  à  48, 
et  de  faire  l'addiiion  de  tous  ces  nombres.  Mais  ces  36o  Dom- 
bresainsi  disposés  forment  évldeninient  24  groupes  de  i5  nom- 
bres éyaux  à  48,  ou  bien  i5  {^roupes  de  24  nombres  égaux  à 
48  (*).  Aiusi  l'on  obtiendra  la  sonune  de  ces  36o  nombres ,  ou 
en  multipliant  qS  par  24  et  prenant  i5  fois  le  produit  résul- 
tant, ou  en  multipliant  48  par  i5  et  prenant  24  fois  le  prod-uit 
lésultant;  et  ces  deux  manières  d'opérer  conduisant  évidt tu juent 
au  iiîéme  résultat,  ou  doit  conclure  que  l'ordre  des  deux  mul- 
tiplications successives  par  i5  et  par  24  peut  être  interverti. 

27.  Remarque.  —  La  démonstration  précédente  donne  lieu  à 
une  nouvelle  proposition  qui  nous  sera  également  utile  par  la 
suite. 

On  vient  de  voir  que  multiplier  48  par  36o,  qui  est  le  pro- 
duit de  24  par  i5,  revient  à  multiplier  48  par  24,  puis  le 
lésdltat  obtenu  par  i5.  Mais  24  étant  lui-même  égal  au 
produit  de  6  par  4 ,  on  peut  dire  encore  que  multiplier  48 
par  36o ,  revient  à  multiplier  d'abord  48  par  6  ,  puis  le  résultat 
obtenu  par  4  ,  et  le  nouveau  résultat  par  i5,  ou  bien  par  5  et 
ensuite  par  3  (puisque  i5  est  épjal  au  produit  de  5  par  3). 
Donc  enfin  ,  rnulliplier  un  nombre  par  vu  produit  de  deux  ou 
de  plusieurs  facteurs  ,  revient  à  multiplier  ce  nombre  succes" 
sivemenl  par  chacun  des  facteurs. 

28.  Passons  actuellement  à  la  démonstration  de  ce  principe 
général  que  le  produit  de  plusieurs  nombres  est  toujours  le 
même  ,  dans  quelque  ordre  qnon  effectue  leur  malliplicaiion. 

Reprenons  les  cinq  facteurs  quelconques 

23.      35,   ;?,,     49?      i56. 
Il  résulte  du  principe  établi  n°  26,  que,  dans  les  multiph  • 


(*)  Ce  raisonncmcni  «;st  aniilogijc  à  celui  que  nous  avons  fait  n"  2l'pout 
rerilri;  compte  de  la  niiiliiplication  par  les  dixaincs,  cvniaines,  etc.,  dn  mu[- 
£ii»licaiLur. 
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calions  successives ,  on  peut  faire  passer  le  facteur  1 56  à  la 
place  du  facteur  49;  niais  on  pourrait  également  le  faire  passer 
à  la  place  du  facteur  72,  puis  à  la  place  du  facteur  35,  puis 
enfin  à  la  place  du  facteur  aB.  Par  la  même  raison  ,  le  fac- 
teur 49  que  l'on  a  déjà  fait  passer  à  la  place  de  j56,  peut 
passer  à  la  gauche  de  72,  puis  à  la  gauclie  de  35,  et  ainsi  de 
suite.  Ou  voit,  en  un  mot,  que  chaque  facteur  peut  occuper 
toutes  les  places  possibles  dans  l'ordre  des  nuiltiplications 
successives,  sans  que  le  produit  de  tous  ces  facteurs  cesse 
d'être  le  même.  Donc,  etc. 

DE    LA    DIVISION. 

29.  Diviser  un  nombre  par  un  au(re,  c'est  (n°  9)  trouver  ini 
iroisienie  novibre ,  qui ,  multiplié  par  le  second ,  reproduise  le 
premier^  ou  bien  (n°2o),  c'est  trouver  un  troisihvie  nombre 
tel,  que  le  second  rnulliplid  par  le  troisième,  reproduise  le 
premier. 

Ainsi  la  division  a  pour  but  :  étant  donnés  un  produit  de 
deux  Jacteurs  et  Vun  de  ces  facteurs ,  déterminer  l  autre  ;  cette 
opération  est  donc  l'inverse  de  la  multiplication. 

Comme  ,  dans  une  multiplication  de  nombres  entiers,  le 
jîroduit  se  compose  d'autant  de  fois  le  multiplicande  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  multiplicateur,  on  peut  encore  dire  que  di- 
viser un  nombre  entier  par  un  autre ,  c'est  chercher  combien 
de  fois  le  premier  nombre,  considéré  comme  produit,  con- 
tient le  second,  considéré  comme  multiplicande;  ce  nombre 
de  fois  est  alors  le  multiplicateur.  Enfin ,  on  a  encore  vu 
(n°  9)  que  diviser  un  nombre  entier  par  un  autre,  c'est  par- 
tager le  premier  Jiombrc  en  autant  de  parties  égales  qu  il  y  a 
cVunilés  dans  le  second» 

Ces  deux  derniers  points  de  vue,  sous  lesquels  on  envisage 
quelquefois  la  division  ,  ne  conviennent  rigoureusement  qu'aux 
nombres  entiers,  tandis  que  la  première  définition  con\ien-t 
à  tous  les  nombres  possibles,  tant  entiers  que  fractionnaires. 
Toutefois,  les  dénominations  données  aux  termes  d'une  di- 
vision ont  été  tirées  des  deux  derniers  points  de  vue. 
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Ainsi,  le  premier  nombre  s'appelle  dwi'dende  (nombre  îi 
diviser  ou  à  partager)  ;  le  second  s'appelle  diviseur;  et  le  troi- 
sième se  nomme  quotient,  du  mot  latin  quoties,  parce  qu'il  ex- 
prime combien  de  fois  le  dividende  contient  le  diviseur. 

Il  résulte  e'videmmcnt  de  ces  définitions,  que,  lorsqu'on 
aura  obtenu  le  quotient,  pour  faire  la  preuve  de  l'opération,  il 
suffira  de  multiplier  le  diviseur  par  le  quotient ,  ou  récipro- 
quement; et,  si  l'opération  est  exacte,  on  devra  reproduire  le 
dividende . 

Réciproquement,  dans  la  multiplication  ,  le  produit  peut 
être  considéré  comme  un  dividende ,  le  multiplicande  comme 
le  diviseur  ou  le  quotient,  et  le  multiplicateur  comme  le  quo- 
tient ou  le  diviseur;  ainsi,  l'on  fera  la.  preuve  de  la  multiplica- 
tion en  divisant  le  produit  par  Vun  des  facteurs  ;  et,  si  l'opé- 
ration est  exacte ,  on  devra  reproduire  l'autre  facteur. 

Ces  notions  établies  ,  passons  à  l'exposition  duprc^édé  de  la 
division. 

oO.  De  même  que  la  multiplication  peut  s'exécuter  par 
Vaddition  de  plusieurs  nombres  égaux  entre  eux  ,  on  pourrait 
aussi  trouver  le  quotient  d'une  division  par  une  suite  de  sous- 
tractions. 

En  effet ,  qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  diviser  6n  par  12  : 
autant  de  fois  on  pourra  soustraire  12  de  60 ,  autant  de  fois  12 
sera  contenu  dans  60  ;  ainsi,  le  quotient  est  égal  au  nombre  de 
sousti-actions  qu'il  faudra  faire  pour  épuiser  le  dividende. 

Dans  cet  exemple,    comme   on    est  60 

obligé  de  faire  5  soustractions  succès-  12 

sives,     il     s'ensuit   que    le     quotient  /^H     i''  reste, 

est  5. 

Mais  cette  manière  d'obtenir  le  quo- 
tient serait  trop  longue  dans  la  pra- 
tique ,  surtout  si  le  dividende  était  très 
grand  par  rapport  au  diviseur.  Ce  qui 
constitue  la  division  proprement  dite, 
c'est  un  procédé  spécial  et  abréviatif 
pour  arriver  au  résultat  cberché. 
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3i.  Dès  que  l'on  connaît  He  mémoire  tous  les  produits  de 
deux  nombres  d'un  seul  cliifl're,  ou  la  table  de  Pythagoïc 
{n°  18),  on  peut  ^f^/erw//?f^r  aisément  le  quotient  de  la  divi- 
sion d'un  nombre  d'un  ou  de  deux  chijfies,  par  un  nombre  d'un 
seul  çhijfie,  pour\'U  que  ce  quotient  nait  lui-même  qu'un  seul 
ehijfre. 

Par  exemple,  35  divise'  par -j  donne  pour  quotient  5  ;  ou 
}>ien  on  dit  :  en  35  combien  de  fois  7?  Il  y  est  5  fois  (parce 
i|u'on  sait  que  5  fois  7  donne  35)  ;  ou  bien  encore  :  le  'j'  de 
35  est  5,  parce  que  7  fois  5  font  35. 

Soit  encore  68  à  diviser  par  q.  Comme  7  fois  9  ou  63,  et  S 
lois  9  ou  72,  comprennent  68  ,  il  s'ensuit  que  68  divise'  par  9 
donne  le  quotient  7  pour  63  avec  un  reste  5  ;  c'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  :  le  9*  de  68  est  7  pour  63 ,  et  il  reste  5. 

P<TrcilIenie!it ,  en  47  combien  de  fois  8?  Il  y  est  5  fois;  ou 
le  8"^  de  47  est  5,  et  il  reste  7. 

On  verra  plus  loin  ce  qu'on  doit  faire  du  reste,  lorsque  le 
diviseur  n'est  pas  contenu  exacteuîent  dans  le  dividende. 

32.  Passons  au  cas  où  le  dividende  est  composé  de  plus  de 
^leux  chiffres,  le  diviseur  n'ayant  encore  qu'un  seul  chiffre. 

D'après  la  liaison  intime  qui  existe  entre  la  multiplication 
et  la  division  ,  il  est  naturel  de  cliercbcr  à  déduire  le  procédé 
de  celte  dernière  opération  de  celui  qui  a  c-té  suivi  pour  la  inul- 
tiplicaiion. 

Pour  cula,  reprenons  le  premier  exemple  traité  n°  ID. 

Il  résulte  ile  cette  multiplication  ,  que  le  produit  8459 

Sg-aiS  se  compose  de  7  fois  les  unités,   7  fois  les  7 

«iixaines,   7  fois  les  centaines,   7  fois   les  mille  du  -      ^ 

«ombre  6459  ;  ainsi  ce  produit  est  la  soraine  des 
<|ualre  produits  partiels  qui  correspondent  aux  quatre  cbiffres 
ciumuiliplicaude.  Donc  réciproquement,  étant  donnés  le  pro- 
duit 599.13  et  l'un  de  ses  facteurs,  7,  pour  retrouver  l'autre 
fadeur,  il  faut  làcber,  au  moins  par  la  pensc-e,  de  décamposcr 
09213  dans  les  quatre  produits  partiels,  des  mille  ^  des  cen- 
taines ,  des  dixaines,  et  des  unités  de  ce  second  fact«iur  TOulli- 
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plie  j-.ar  le  pieiniev  ;  pienant  alors  le  •;*  de  chacun  de  ces  pro- 
duits, et  réunissaiii  les  qnolicns  partiels, on  obtiendra  le  qv>o- 
lient  total  on  le  second  /acteur. 

Voici  coniiJient  on  diipose  l'ope'ration  : 

Ou  écrit  le  diviseur  à  la  droite  du  dividende  ,  ou  les  sepaje 
par  uu  trait  vertical,  puis  on  lire  une  barre  liorizonlale  au- 
dessous  du  diviseur. 

Cela  posé  ,  on  prend  à  la  gauche  du  di- 
vidende  les  deux  premiers  chifFres   for-  -^ 
niant  og  mille ,   qu'on  rep,arde  coir.uie  le 
premier  produit  partiel  ;  et  l'on  dil  :  en  09  "•  ' 
combien  de  fois  7,  ou  plutôt  (pour  secon- 
former  ;i  l'usage  suivi ,  lorsque  le  diviseur  ^ 
est  d'un  seul  tliiiFre;,  le  '•'  de  5q  est  8  peur  5t3  ;  le  qaotientS 
ainsi  obtenu  exprime  les  mille  du  f|UOlient  total  (*)  et  s'écrit 
sous  le  diviseur,  comme  on  le  voit  ci-dessus  ;    on  retranche  le 
])roduit   5(3  de  59 ,  ce    qui  donne  pour  leste  3   mille,    qu'on 
doit  re.'i^ardor  romiiie  provenaiit  île   la  retenue  faite  dans  l.-v 
multiplication  des  cenlaines  du  quotient  par  -j. 

On  abaisse  à  coîé  du  3  le  chiffre  2  des  centaines  du  divi- 
dende,  ce  qui  donne  o-i.  cenlaines ,  (\\.\  on  rep.arde  ccmuie  !e 
second  produit  partiel  ;  cl  Ton  dit  :  le  7'  de  32  est  4  pour  28  , 
on  écrit  le  chiffre  4,  qni  doit  exprimer  les  centaines  du  quo- 
tient, à  la  droite  du  chiffre  8;  ensuite  on  retranche  le  produit 
nS  du  dividende  partiel  Z^ ,  ce  qui  donne  le  reste  4  centaine.'}  r 
représentant  les  retenues  faites  dans  la  multiplication  des 
dixaines  du  quotient  par  7. 

On  abaisse  à  côté  du  nouveau  reste  4?  ^c  chiffre  i  des 
dixaines  du  dividende,  ce  qui  donne  4i  dixaines,  et  Vgw  dit  ; 


(*)  Oii  jiroiivcruit,  m  cela  ciait  ncccis.iiK! ,  que  vc  dMÎTre  î>  est  le  vi-.:ia?»4« 
(hiEFie  <'<s  mille  du  qooliciit,  en  faisant  vo'rr  fju'i!  n\'.sini  trop  fort  ni  lit3{> 
fijbli-.  Or,  il  n'iSt  ^.xs-lropfnri,  puisque  lo  pi'i.lui!  d^  7  pai  8000,  ûm 
j^iono.  pi-iit  être  sousnoii  c'.u  ilividoiuk-  iiilai  ;  et  il  uVs;  p;is  imp  faible, x^^f 
le  p'^wliiit  <ie  7  pur  gooo  csl  <>3<>r»o,  nombre  plit^  ciar.'I  'pie  ic  i3ividfnà«  ^<î. 
«jui  ni;  peut  par  cimtt'qvn-nl  «n  être  soust-ait. 
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le  -j*  de  4i  est  5  pour  35  ;  on  écrit  le  chiffre  5  à  la  droite  des 
deux  pre'cédens,  comme  exprimant  les  dixaines  du  quotient  ; 
on  retranche  le  produit  35  du  dividende  partiel  4^  ;  le  reste 

6  exprime  les  dixaines  provenant  de  la  multiplication  des  imi- 
tés du  quotient  par  le  diviseur. 

Enfin ,  l'on  abaisse  à  côte'  du  chiffre  6  le  chiffre  3  ,  et  l'on 
dit  :  le  n"  de  63  est  g  exactement;  on  écrit  ce  cliiffre  9  à  côté 
des  trois  préoédens,  comme  exprimant  les  unités  du  quotient; 
on  reti anche  le  produit  63  du  dividende  partiel  63  ;  et  comme 
on  obtient  o  pour  reste ,  il  s'ensuit  que  8459  est  le  qïiolient 
dtmandé. 

Ea  effet,  il  résulte  évidemment  de  toutes  les  opérations 
précédentes  ,  c[u'on  a  successivement  retranché  du  dividende 
69213,   7  fois  8  mille  ,  7  fois  4  ^t^ntaines  ,   7  fois  5  dixaines, 

7  fois  9  unités;  et  puisque  ,  après  toutes  ces  opérations,  il  ne 
veste  rien  ,  il  s'ensuit  que  SgsiS  est  égal  au  produit  de  8469 
par  7,  ou  de  7  par  8469  ;  ainsi ,  ce  dernier  nombre  est  bien  le 
quotient  cherché. 

Soit,  pour  second  exemple  ,  à  diviser  7542.64  par  8. 

La  première  difficulté  qui  se  présente     764264  1  8 
ici ,  est  de  connaître  la  nature  des  plus       34         I  94^^^ 
hautes  unités  du  quotient ,  et  d'en  détcr-  22 

uriner  le  nombre.  Pour  y  parvenir,  obser-  66 

vons  que,  si  le  premier  chiffre  à  gauche  du  24 

dividende  était  plus  fort  que  le  diviseur,  o 

ou  lui  était  égal ,  le  quotient  total  renfermerait  alors  des 
unités  de  même  espèce  que  celles  du  chiffre  que  l'on  considère 
dans  le  dividende;  cela  est  évident.  Mais  comme,  dans  cet 
exemple,  le  premier  chiffre  7  est  plus  faible  que  8,  on  doit 
conclure  que  lesplushautes  unités  du  quotient  ne  peuvent  être 
que  des  unités  de  la  nature  du  second  chiffre  à  gauche  dans  le 
dividende.  Alors,  on  prend  les  deux  premiers  chiffres  formant 
75  dixaines  de  mille,  et  l'on  dit:  le  8^  de  76  est  9  pour  72; 
donc  le  quotient  total  renferme  9  dixaines  de  mille ,  puis- 
qu'on peut  soustraire  8  fois  9  ou  72  dixaines  de  mille,  du  di- 
vidende; on  écrit  alors  9  sous  le  diviseur;  on  retranche  le  pro- 
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(luit  72  mille,  du  dwidende partiel  ^S;  le  reste  3  qu'on  ob- 
tient ^  provient  des  retenues  de  la  luultiplicaiion  des  mille  du 
quotient  total  par  8. 

On  abaisse  à  cùte'  du  reste  3  le  chiffre  suivant  4  du  divi- 
dende, et  l'on  dit  :  le  8^  de  34  mille  est  4  pour  32  ,  et  l'on 
écrit  4  sous  le  diviseur  et  à  droite  du  chiffre  9  ;  retranchant  le 
produit  4  fois  8,  ou  32  de  34,  ona  pour  reste  2,  à  cùte'  duquelon 
abaisse  le  chiffre  2  des  centaines  du  dividende  ;  puis  on  opère 
sur  le  nouveau  dividende  partiel  22,  comme  sur  le  précédent, 
et  l'on  continue  ces  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  abaissé 
le  dernier  chiffre  4  du  dividende;  on  obtient  ainsi  pour  le 
quotient  demandé ,   q4283. 

Preuve, 

94283 
S 

754264 

Dans  la  pratique  ,  toutes  les  fois  que  le  diviseur  n'est  que 

d'un  seul  chiffre ,  on  abrège  l'opération  ainsi  qu'il  suit  : 

Soit  ,  pour  troisième  exemple,  à  diviser  4523^324  par  6. 

Après  avoir  souligné  le  ,-00  r  \  n 
T  1  1  T  1  /-P  1  4^237324  6 
dividende ,  on  dit  :  le  o  de  ' 1_' 

45  est  7  que  l'on  écrit  au-     quotient. ..   7539554 

dessous  de  45,  et  il  reste  3,  6  preuve. 

qu'on  réunit  par  la  pensée  4^^37024 

au  chiffre  suivant  2 ,  ce  qui 

donne  32-,  le  6'  de  32  est  5  (p'on  écrit  à  la  droite  de  7,  et 

il  reste  2  ,  qui  réuni  au  chiffre  3,  forme  23  ;  le  6*  de  23  est  3, 

que  l'on  écrit  à  la  droite  des  deux  chiffres  précédens,  et  il 

reste  5,  qui  suivi  du  chiftVe  7,  donne  57  ;  le  6"^  de  57  est  g 

pour  54  ,  et  il  reste  3  ,  qui  suivi  du  chiffre  3 ,  donne  33  ;  le  6* 

de  33  est  5  pour  3o ,  et  il  reste  3,  qui  suivi  du  chiffre  2,  donne 

82  ;  le  6^  de  32  est  5  pour  3o  ;  enfin  ,  le  6*  de  24  est  4-  Donc  le 
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quotient  cherché  est  ';;5395^4-    En  effet,  si  l'on  muUiplie  ce 
dernier  nombre  par  G,  on  trouve  pour  produit,  45237324- 

Pareillement,  le  8'  du  nombre 9725647  |  8 

est iai57o5. .  . 7 

et  il  reste  7 . 

Preuve  par  la  multiplication.  8 

N.  B.  —  Dans  cet  exemple,  lorsqu'on  Âr^~ 

estparvenu  aucliilYre  7  deS(i'e/2/<3?Vie^  du  •''"'     "^ 

quotient,   coiume   on  n'obtient  pas  de j_ 

reste,  et  que  le  cliiffre  suivant,  4»  est  9725647 
pins  petit  que  8,  cela  indique  qu'il  n'y  a  pas  de  dixaines  au 
quolicnt;  alors  on  met  un  o  pour  eu  tenir  lieu  :  ])uis,  faisant 
suivre  le  chifiVe  4  du  chiflre  7  des  unite's  ,  ce  qui  donne  47,  on 
dit  :  le  S"  de  47  est  5 ,  que  l'on  écrit  à  la  droite  du  o ,  et  il 
reste  7. 

Ô5.  Venons  au  cas  oh  le  dividende  et  le  diviseur  souL  com- 
posés de  plusieurs  chiffres. 

Pour  de'couvrir  le  procède'  del'ope'ratioii ,  proposons-nous  de 
mahiplier  le>  nombres  694  et  4^7  ;  après  quoi  nous  vérifie- 
rons le  résultat  au  moyen  de   la  division. 

Il  résulte  de  cette  multiplication,  que  r^r 

le  produit  259578   se   cnjupose  des  iwis  ,^ 

produits  parJ.iels  du  mnlliplicande  594{Xi"  - 

les  unités,  les  dixaines,  et  les  centaines  du  4 108 

multiplicateur  437  Donc  réciproquement,  1782 

étant  donnés  le  produit  259578  et  l'un  de  2376 

ses  /acteurs  594  ,   pour   trouver  le  second  oSoS-fi 

facteur,  ou  le  quotient  de  la  division  du 
premier  nombre  ])ar  le  second  ,il  faut  là- 
cher  de  mettre  en  évidence  dans  le  produit  259578,  les  IroLs 
produits  partiels  dont  il  se  compose.  I.a  cliosc  ne  paraît  pas 
facile,  à  cause  des  réductions  qui  se  sont  opérées  entre  le.s 
chiflVes  dans  l'adilition  des  produits .  partiels  j  cependant  on 
y  parvient  en  r<ni«ouDant  corume  il  suit  : 
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Le  produit  partiel  «le  5y4  l>a''  ^^^  c<?«- 
taines  du  quotient  ne  pouvant  donner 
moins  que  des  ct'iitaines,  se  trouve  netes- 
sairenient  compris  dans  les  aSgS centaines 
du  dividende.  Cela  pose,  je  dis  que,  si  l'on 
cherclie  le  «  liiiTre  quiexpriuie  Icplus grand 
nombre  de  fois  que  Sg^j  est  contenu  dans 
2695,  ce  cliiflVc  stia  celui  des  ccnluincs 
du  (juotient  total. 

D'abord,  ce  cliifTi'e  n  csi'^d.n  plus  fort  que  ■  ; 

le  cliifire  des  centaines,  puisque  son  produit  par  594,  don- 
nant un  nombre  plus  petit  que  iSofS  centaines,  le  quotient 
lotal  est  au  moins  éi;al  à  autant  de  fois  100  qu'il  y  a  d'unités 
«lans  ce  cliiflrc.  En  second  lieu  ,  ce  cliifire  n'est  pas  jjIus 
faible  que  le  ciiifTre  des  centaines,  juiisque,  si  on  l'augmentait 
seulement  à'vne  unité,  le  jaoduit  du  nouveau  cîiiflVe  par  694 
donnerait  au  moins  25q6  centaines,  et  ne  pourrait  par  consé- 
quent être  soustrait  du  dividende  ^.ogSnS  ;  ainsi,  ce  chiffre 
doit  être  celui  des  centaines  du  quotient. 

La  difficulté  ,  pour  dclerminer  le  chiffre  des  centaines  du 
quotient,  consiste  donc  à  chercher  condjien  de  fois  aSyS  con- 
tient 59^'  ,  ou,  ce  qui  revient  au  mémo,  à  chercher  le  chiffre 
<]ui,  multiplié  par  594  ,  donne  le  plus  grand  produit  contenu 
dansaogS.Onpourraitd'abord  obtenir  ce  chiffre  en  soustro.yant 
successivement  et  autant  de  fois  que  possible  .  694  de  2695  ; 
mais  on  simplifiera  cette  recherche  en  observant,  d'après  la 
règle  (n°  i9)  de  la  multiplication  tl'un  nombre  de  plusieurs 
chiffies  par  un  nombre  d'un  seul,  que  25  est,  à  quelques 
unités  près  provenant  des  réductions,  le  résultat  de  la  multi- 
plication du  chiffre  5  de  094  ,  par  le  chiffre  cherché.  Or,  si  l'on 
ilivise  ^5  par  5,  on  obtient  pour  quotient,  5  qui  est  évidem- 
ment un  chiffre  trop  fort  :  car,  dans  la  multiplication  de  594 
par  5  ,  le  produit  de  9  par  5  est  45  dixaines  ,  ce  qui  tlonne  4 
centaines  à  reporter  sur  le  produit  de  5  par  5  ou  25.  Essayons 
donc  4  ;  le  produit  de  594  par  4  «t  2876,  nombre  qui  est  plus 
-petit  que  2095  ,  et  qu'on  écrit  alors  au-<lcssons  de  ce  dernii-»' 
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nombre;  ainsi,  4  est  le  véritable  cliiffre  des  centaines  du  quo- 
tient ;  c'est  pourquoi  ou  l'écrit  sous  le  diviseur,  comme  ou  le 
voit  ci-dessus.  (On  voit  d'ailleurs  que  aS-jô  est  \e  y  produit 
partiel  qu'on  a  obtenu  en  multipliant  694  par  437-) 

Soustrayant  23^6  de  aSgS,  et  abaissant  à  côté  du  reste  219 
les  cliiftVes  suivans  du  dividende  ,  on  a  aig'^S  ,  nombre  qui  se 
compose  encore  de  la  somme  des  produits  partiels  de  594  par 
les  dixaines  et  par  les  unités  du  quotient. 

Pour  obtenir  les  dixaines,  on  raisonnera  comme  pre'ce'dem- 
ment.  Le  produit  de  594  par  des  dixaines  ,  ne  pouvant  donner 
d'unités  d'aucun  ordre  inférieur  à  celui  des  dixaines,  se  trouve 
nécessairement  dans  les  2197  disaines  du  nouveau  dividende  ; 
et  si  l'on  chercLe  le  chiffre  qui  exprime  le  plus  grand  nombre 
de  fois  que  694  est  contenu  dans  2197,  ce  chiffre  sera  celui  des 
dixaines  du  quotient.  D'abord,  il  n'est  pas  trop  fort,  puisque 
son  produit  par  694  pouvant  être  soustrait  de  2197  dixaines, 
le  quotient  est  au  moins  égal  à  autant  de  dixaines  qu'il  y  a 
d'unités  dans  ce  chiffre.  Ensuite,  il  n'est  pas  trop  faible , 
puisque,  si  on  l'augmentait  seulement  d'une  unité,  le  produit 
du  nouveau  chiffre  par  .594  donnerait  au  moins  2198  dixaines 
et  ne  pourrait  plus  être  soustrait  du  dividende  21978. 

Voyons  donc  combien  de  fois  2197  contient  594,  ou  plutôt, 
d'après  l'observation  faite  ci-dessus,  combien  de  fois  21  con- 
tient 5.  On  trouve  4;  mais  dans  la  multiplication  de  594  par  4» 
le  produit  de  9  par  4  est  36,  ce  c[ui  donne  3  centaines  à  re- 
porter sur  le  produit  de  5  par  4,  ou  20  ;  ainsi  4  est  trop  fort. 
Essayons  3  ;  le  produit  de  594  par  3  est  1782,  nombre  plus 
petit  c[ue  2197  (on  l'écrit  alors  sous  2197)  :  ainsi,  3  est 
le  chiffre  des  dixaines  du  quotient;  et  on  le  place  à  la  droite 
du  chiffre  1  déjà  trouvé.  (Le  produit  1782  est  d'ailleurs  le 
1"  produit  partiel  de  la  multiplication  de  594  par  437-) 

Soustrayant  1782  de  2197,  et  abaissant  à  côté  du  reste  4i5 
le  chiffre  8  du  dividende  ,  on  o]:)tienl  4i58,  nombre  qui  repré- 
sente le  produit  partiel  de  694  par  les  unités  du  quotient. 

Cherchant  enfin  combien  de  fois  4» 58  contient  694,  ou  plu- 
tôt, combien  de  fois  4t  contient  5,  on  trouve  8  ;  mais  8  est  trop 
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fort,  coiinno  il  est  aisé  de  le  voir;  essayons  7  :  le  produit  de 
594  par  7  est  4i58,  nombre  qui,  soustrait  de  la  partie  res- 
tante du  dividende ,  donne  pour  reste  o;  ainsi  7  est  le  chiffre 
des  unités  du  quotient;  donc  437 est  le  quotient  demandé. 

En  eft'et,  il  résulte  évideuiment  des  opérations  précédentes, 
qu'on  a  soustrait  successivement  du  dividende  aSgSyS  les 
produits  partiels  de  594  par  4  centaines,  3  dixoines,  7  unités  ; 
et  puisque,  après  toutes  ces  opérations,  il  ne  reste  rien,  il 
s'ensuit  que  269578  est  égal  au  produit  de  694  par  437. 

34.  Soient  maintenant  deux  nombres ,  3844^37  et  65'-j,j)ris 
au  hasard;  etproposons-nous  de  diviser  le  premier  par  le  second. 

La   première   difficulté    que  présente  3814631   I    65t 

cette  opération  ,  consiste  à   déterminer  3085  I   ')857 

Vordre  des  plus  liantes  unités  du  quo-         ~zzr~;r: —  ' 

lient ,  et  le   nombre  de  ces  plus  hautes  _  'l„   ' 

.                    0200 
unités.  11  est  d'abord  évident  que,  si  l'on  

prenait  à  la  gauche  du  dividende  autant  34037 

de  chiffres  qu'il  y  en  a  dans  le  diviseur,  3285 

c'est-à-dire  trois,  et  c[ue  l'ensemble  de  118- 

ces  chiffres  contînt  le  diviseur,  le  quo-  55^ 

tient  cherché    aurait    des   dixaines    de  —- — 

mille;  mais  comme  il  n  en  est  pas  ainsi 

dans  cet  exemple  ,  le  quotient  renferme  au  plus  des  unités  dii 
mille;  il  en  contient  au  moins  une,  puisque  le  produit  de  65; 
par  1000,  ou  657000 ,  est  évidemment  y»lus  petit  que  le  di- 
vidende ;  ainsi,  nous  sommes  certains  déjà  que  le  quotient  se 
compose  de  mille,  centaines,  dixaines,  et  unités. 

Pour  trouver  les  mille,  remarquons  que  le  produit  de  65"] 
par  des  mille,  ne  pouvant  donner  moins  c|ue"des  mille,  se 
trouve  nécessaiicment  dans  les  3844  '"^^^^  ^^^  dividende  ;  et  si 
l'on  cherche  le  chiffre  qui  ex^x\me\e  plus  grand  nombre  de 
fois  que  667  est  contenu  dans  3844»  ce  chiffre  sera  celui  des 
mille  du  quotient.  D'abord  ,  ce  chiffre  n'est  pas  trojj  fort , 
puisque  son  produit  par  667  donnant  moins  que  3844  ""^^^^ 
peut  être  soustrait  du  dividende,  et  qu'ainsi,  le  quotient 
est  au  moins  égal  à  autant  de  fois  1000  qu'il  y   a  d'unités 
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dans  ce  chiflVe  ;  il  n'eit  pas  trop  faible ,  car  si  on  l'augmentait 
seulement  d'une  uiyilc,  le  produit  par  637  donnerait  au  inoioK 
3845  mille,  et  ne  pourrait  être  soustrait  du  dividende. 

Clierchons  donc  combien  de  fois  3844  contient  CS-j,  ou  siin- 
jilement,  conilnen  de  fois  38  contient  6.  On  trouve  6;  mais  6 
est  trop  fort  :  car  dans  la  multiplication  de  ëS--  par  6,  le 
produit  de  5  par  6  esl  3o  ,  ce  qui  donne  3  centaines  à  reporter 
sur  le  produit  de  6  par  6  ou  36.  Essayons  donc  5;  !e  produit 
de  ^07  par  5  esl  3285  (qu'on  écrit  au-dessous  de  3844)  ;  ^^  Vou 
place  5  au  quotient,  comme  exprimant  les  mille  da  quotient 
total. 

Soustrayant  3?.85  de  3844  »  ^^  aîiaissant  à  côté  du  reste  55c) 
les  autres  chiffres  dii  dividende,  on  obtient  059637,  nombre 
qui  se  con»pose  encore  des  produits  partiels  de  65^,  j>ar  les 
centaines,  ]es  dixaitics,  t;l]es  unilcs  du  quotient,  et  sur  lequel 
il  faut  par  conséquent  raisonner  et  opérer  coujuie  sur  le  divi- 
dende primitif. 

Pour  obtenir  les  centaines,  on  prend  les  55f)6  centaines  du 
nouveau  dividende  ;  et  1  on  cherche  combien  de  fois  ÔÔgG 
contient  65^,  ou  siinplement,  combien  de  fois  55  contient  6. 
On  trouve  g  pour  quotient  ;  mais  g  est  évidemment  trop  fort. 
Essavons  8  :  le  produit  de  ÔS^  par  8  est  5256  ,  iioiid>re  plos 
petit  que  SSgô  ;  ainsi ,  8  esl  le  chiffre  des  centaines  du  quo— 
tient;  écrivons  ce  chilTrc  à  côté  du  chilfre  déj'i  trouvé,  et 
plaçons  d'ailleurs  le  produit  5256  sous  5596,  pour  soustraira 
le  premier  nombre  du  second. 

KfTi  f  tus  nt  cette  nouvelle  soustraction,  et  écrivant  à  côté  du 
reste  34o,  h.'s  autres  chiffres  3^  du  dividende,  on  obtient  34o3'-, 
nombre  qui  contient  encore  les  produits  partiels  de  65^  par 
les  dixaiiu's  et  les  unilt's  du  quotient. 

Divisant  34o3  par  657,  ou  plutôt  34  par  6  ,  on  trouve  5  I^ 
pi"odn"rt  de  657  par  5  est  3285,  nomiire  plus  petit  que  34o3  ; 
ainsi ,  5  esl  le  chilfre  des  di. r aines ,  et  on  l'écrit  à  la  droite  des 
deux  précédens  ;  puis  on  place  le  produit  3285  sous  34o3,  et 
l'on  fait  celle  nouvelle  soustraction. 

Écrivant  a  côtédu  reste  1 1 8  le  dernier  chinre  '•  du  dividemU» 
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on.  obtient  i  187,  nombre  qui  conlieul  évidtruiiu*nt  657  uns 
fuis  ;  ainsi  i  est  le  cbiilre  Ots  unilés  tlu  qt.oticiit,  et  on  le 
place  à  la  tiioile  des  liois  pvècédens;  ce  qui  donne  585 1  |)our 
//î  quotient  demandv. 

Soustrayant  d'ailleui s  657  de  111^7,  en  troiive  pour  reste 
53 o  ,  ce  fjui  indique  que  le  (iiviiiendc  proj-.o&e  esi  conquis 
t  otie  le  produit  de  657  par  585i  et  celui  de  657  par  585?. 

On  peut  d'ailleurs  vénlier  ro^jcralion,  en  uiuiliplianl  657  »ar 
535i,  ou  585i  par  657,  et  ajoutant  au  j':oduil  le  rtsle  5Sd. 

Voici  les  delaiis  de  cette  preuve  : 

585 1 
657 


4r^57 

29755 
35 106 
53o 


3844687 

y.  B.  —  On  ptut  observer  que,  dans  le  cours  des  opérations, 
il  suffit  de  descendre  à  côté  de  chaque  rrste  le  chiffre  snivaut 
du  dividende;  et  l'on  continue  a  iiisi  jusqu'à  ce  qii'on  les  ait 
abaisses  tous. 

5a.  La  détermination  de  eiia<}ue  quotient  partiel  d'après 
le  moyen  indiqué  jusqu'à  présent,  exi^e  un  tâtonnement 
plus  ou  inoinslong;  et  encore  u'est-on  bien  t^ùr  de  l'exactitude 
du  chiffre  essayé,  qu'après  que  I'ob  a  pu  soustraire  du  divi- 
dende partiel  le  produit  du  diviseur  par  ce  chiffre. 

Il  existe  toutefois  un  moyeu  de  s'assiaxr  si  le  chiffre  qu'où 
essaie  est  bon,  avant  d'entreprendre  la  soustraction  ilont 
nous  venons  de  parler.  Ce  moyen  consiste  à  dn'iser  par  la 
pensée  le  dwidtnde  partiel  par  le  chiffre ,  en  opérant  comme 
dans  le  3*  exemple  du  n°  32,  à  pousser  celle  optralion  tant 
tjne  les  chiffres  obtenus  ou  quolient  dt.  celle  di\>ision  i7itntalv  , 
sont  les  mêmes  que  les  chiffres  coirespcndatis  du  divisetttr 
proposé ,  el  à  s'ai réier  du  moment  oit  l'un  des  chiffre^  obtcnizs 
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est  plus  grand  ou  plus  peiil  que  le  chiffre  correspondant 
du  diviseur.  Si  le  chiftie  est  plus  grand ,  nul  doute  que  le 
chiffre  essayé  ne  soit  bon;  si  le  chiffre  est  plus  petit ,  on  peut 
également  affirmer  que  le  chiffre  essayé  est  trop  fort;  on  le 
diminue  alors  d'une  unité; puis  on  opère  sur  le  nouveau  chiffre 
comme  sur  le  précédent. 

Soit,  pour  exemple,  à  diviser  137856  par  ï583. 

Le    premier    dividende    partiel    étant         iS^BSG   1    î583 
18783,  on  est  conduit  à  dire  :  en  1 3  com-         10664     J~8^^ 

bien  de  fois  i?  i3  fois.  Mais  le  premier     ^ 

quotient  partiel  ne  pouvant  être  que  9  au  '  "9" 

plus,  il  faut  essayer  9;  et  pour  cela,  on  ^  '^"' 

dit"  :  le  9^  de  1 3  est  1  pour  9 ,  et  il  reste  4  ;  1 1 5 

le  9*  de  4;  est  5  pour  45 ,  et  il  reste  2 ;  le 
9*  de  28  est  3  ,  cliiffie  plus  petit  que  le  3"  chiffre  8 du  diviseur 
proposé  ;  donc  9  est  trop  fort ,  car  le  9*  de  13780  étant  moiu- 
clre  que  ce  diviseur,  on  ne  peut  soustraire  9  fois  celui-ci  du 
dividende  partiel.  Essayons  maintenant  8;  or,  le  8^  de  i3  est 
1  pour  8,  et  il  reste  5j  le  8*  de  67  est  7,  chiffre  plus  grand 
que  le  2^  chiffre  5  du  diviseur  proposé  ;  ainsi  le  chiffre  8  est 
bon,  puisque,  le  8*  de  13783  surpassant  le  diviseur  proposé, 
on  peut  soustraire  8  fois  ce  diviseur  du  dividende  partiel. 

Multipliant  i583  par  8  et  soustrayant  le  produit  12664  *^^ 
dividende  partiel,  on  obtient  pour  reste,  1119,  et  pour  se- 
cond dividende  partiel,  1 1 196. 

On  dit  ensuite  :  en  1 1  combien  de  fois  1  ?  11  fols  ;  mais  il 
est  évident  c|ue  le  1"  quotient  partiel  ne  peut  être  que  8  au 
plus  ,  puisque  le  nouveau  dividende  partiel  est  moindre  que 
le  premier.  Essayons  donc  8;  or,  le  8*  de  11  est  i  pour  8,  et 
il  reste  3  ;  le  8*=  de  3i  est  3 ,  chiffre  plus  petit  que  le  2*  chiffre 
du  diviseur  proposé;  d'où  l'on  conclut  que  8  est  trop  fort , 
puisqu'on  ne  saurait  soustraire  8  fois  ce  diviseur  du  second 
dividende  partiel.  Essayons  maintenant  7  ;  or,  le  7'  de  11  est 
1  pour  7,  et  il  reste  4  ;  l0'7'  de  ^\  est  5  pour  35 ,  et  il  reste  6  ; 
le  7*  de  69  est  9,  chiffre  plus  grand  que  le  V  chiffre  8  du 
diviseur  primitif;  donc  le  chiffre  7  est  bon,  puisque  le  7*=  de 
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11196  étant  plus  grand  que  i583,  on  peut  sousiraho  ■;  fois 
ce  dernier  noutbre  de  1 1 196. 

Multipliant  i583par  7  et  soustrayant  le  produit  11081  de 
1 1 106,  on  obtient  pour  reste  1 15,  et  pour  quotient  cherché,  87. 

J\\  B. Quand  on  est  obligé  de  pousser  l'essai  jusqu'au  chifire 

des  unités  du  premier  ordre,  il  en  résulte  cet  avantage,  que 
la  soustraclion  se  trouve  toute  faite. 

Ainsi,  pour  diviser  12670  par  i583,  après  avoir  constate 
que  9  serait  trop  fort,  on  essaie  8  en  disant  ;  le  S*'  de  12  est  1 
pour  8  ,  et  il  reste  4  ;  Je  8^  de  46  est  5  pour  4o  ,  et  il  resio  6  ; 
le  8*  de  67  est  8  pour  64  ,  et  il  reste  3  ;  le  8^  de  3o  est  3 
pour  24  ,  et  il  reste  6. 

On  reconnaît  donc  à  la  fois  que  le  quotient  est  8 ,  et  que  ie 
reste  de  la  soustraction  est  6  ;  c'est-à-dire  que  le  dividende 
contient  8  fois  le  diviseur,  et  en  outre  6  unités. 

56.  Règle  GÉNÉRALE. —  Pour  diviserdeux  nombres  en  tiers  l'un 
par  l'autre,  écrivez  le  diviseur  à  la  droite  du  dividende^  séparez- 
les  par  un  irait  vertical,  et  tirez  une  barre  au-dessous  du  diviseur. 

Cela  ia^X,  prenez  à  la  gauche  du  dividende  autant  de  chijjres 
qu'il  y  en  a  dans  le  diviseur,  ou  un  de  plus  si  l'ensemble  de 
ces  premiers  chiures  est  plus  petit  que  le  diviseur ^  vous  ob- 
tenez ainsi  un  premier  dividende  partiel  dont  le  chiffre  à  droite 
exprime  des  uniiés  de  même  ordre  que  les  plus  hautes  unités 
du  quotient.  Cherchez  {n°  3o)  combien  de  fois  ce  dividende 
partiel  contient  le  diviseur.  Ce  quotient  obtenu ,  écrivez-le  sous 
le  diviseur^  multipliez  le  diviseur  par  ce  chijjre,  et  soustrayez 
le  produit ,  du  premier  dividende  partiel. 

Abaissez  à  côté  du  reste  le  chiffre  suivant  du  dividende ,  ce 
qui  donne  un  second  dividende  partiel.  Cherchez ,  comme 
précédemment,  combien  de  fois  ce  second  dividende  partiel 
contient  le  diviseur,  et  écrivez  ce  nouveau  quotient  à  la  droite 
du  premier ^  multipliez  le  diviseur  par  ce  second  quotient ,  ft 
retranchez  le  produit ,  du  second  dividende  partiel. 

Abaissez  à  côté  de  ce  second  reste  le  chiffre  suivant  du  di- 
vidende, ce  qui  donne  un  troisième  dividende  partiel,  sur  le- 
quel vous  opérez  comme  sur  les  précédens. 
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Continuez  celle  strie  d'opérations  jusqu'à  ce  que  vous 
oyez  abaissé  le  dernier  chiJJ're ,  en  ayant  soin,  à  chaque  opé- 
ration,  d'écrire  le  quotient  que  vous  obtenez^  à  la  droite  des 
précédens ,  afin  de  donner  à  ceux-ci  leur  véritable  valeur.  Si. 
après  toutes  ces  opérations ,  il  ne  reste  rien ,  la  division  est  dite 
exacte.  Si  vous  oljtenez  un  reste  ,  vous  l'ajoutez ,  dans  la 
preuve,  au  produit  du  diviseur  par  le  c[Uotien'.  trouvé. 

37.  Après  s'être  bien  fasniliavise  avec  les  diverses  parties  de 
ce  procédé  ,  on  peut  encore  abréger  beaucoup  les  opérations 
partielles  en  effectuant  les  multiplications  et  les  soustractions 
tout-à-îa-fois ,  comme  on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant, 
qui  est  un  des  plus  dKîiciles  qu'on  puisse  se  proposer. 
Diviser  ^ÇiZ<^!\']^  par  2789. 

Je  prends  d'abord  les  c^uatre  premiers  cîiifTics  à  îjauclie 
du  dividende,  puisque  leur  ensemble  contient  le  diviseur;  et 
je  divise  9689  par  2.789  ,  ou  simplement  9  par  2  ;  il  vieiil  4 
pour  quotient;  mais  il  est  aisé  de  voir  /-^    /   /-  ■         o 

f  n°  ûi>)  que  ce  clullre  est  trop  iort.  J  es-         •      ^  ,        — rrrFi- 
saie  donc  3,  qui  est  îc  véritable  chiffre  ,  "C-o        ' 

car    le    tiers    de    9  est   d,    clullre  plus  .   f, 

grand  que  le  premier  chiffre  2  du  di-  ' ç. 

viseur. 

Cela  posé,  au  lieu  de  multiplier  2789  par  3  et  d'écrire  le 
produit  sous  9639,  pour  en  faire  la  soustraction  ,  j'opère  ainsi 
qu'il  suit  :  je  dis  3  fois  9  font  27  ;  ôte/,  27  de  9  (dernier  chiffre  à 
droite  de  9689),  cela  ne  se  peut  ;  je  suppose  9  augmenté  de  2 
dixaincs,  ce  q^ui  donne  29  ,  et  je  rclranclic  27  de  29;  il  reste  2 
que  j'écris  au-dessous  de  9689,  après  avoir  souligné  ce  der- 
nier nombre.  Observons  maintenant  que  les  2  dixaines  ajoutées 
sont  censées  avoir  été  en;prunlées  sur  le  chiffre  3,  c|ui  ne 
vaut  plus  que  1  ;  mais  (m°  14)  il  revient  évidemment  au  même, 
et  cela  est  plus  commode,  de  retenir  les  2  dixaines  poui  les 
joindre  au  produit  de.s  dixaines  du  diviseur  par  lequolieut  3, 
et  pour  soustraire  le  tout,  des  dixaines  du  dividende  9689, 
prises  en  totalité. 

Je  dis  donc  ensuite  3  fois  8  font  24,  et  2  de  retenue  font  26  : 
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26  de  3,  cela  ne  se  peut;  mais  empruntant  3  centaines  sur  le 
chiffre  des  centaines  du  dividende  partiel  ,  j'obtiens  33,  et  je 
soustrais  26  de  33  ;  il  reste  7,  que  j'écris  sous  ie  3  du  divi- 
dende partiel;  je  retiens  d'ailleurs  les  3  centaines. 

3  fois  7  font  ?.i ,  et  3  de  retenue  font  24  ;  24  de  6,  cela  ne  se 
peut;  mais  24  de  26,11  restes,  que  j'écris  sous  le  6  du  dividende 
partiel ,  et  je  retiens  2  mille. 

Enfin,  3  fois  2  font 6,  et  2  de  retenue  font  8;  8  de  g, il  reste  i, 
que  j'écris  sous  le  g. 

Il  reste  donc  1272  ;  à  côté  de  ce  nombre  j'abaisse  le  cliifFre  4 
du  dividende  ;  ce  qui  donne  le  second  dividende  partiel  1 2724  , 
sur  lequel  j'opère  de  la  même  manière. 

En  12724  combien  de  fois  278g,  ou  en  12  combien  de 
fois  2?  Il  y  est  6  fois;  on  6  et  même  5  sont  trop  forts, 
comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître  (n°  3d)  ;  mais  4  ^st  bon,  et 
j'écris  4  à  la  droite  du  3 ,  au  quotient;  et  je  dis  4  fois  9 
font  36  ;  36  de  4 ,  cola  ne  se  peut  ;  mais  36  de  44  j  ^  reste  8, 
que  j'écris  au-dessous  du  4  >  et  je  retiens  4- 

4  fois  8  font  32,  et  4  de  retenue  font  36  ;  36  de  3,  cela  ne  se 
peut  ;  mais  36  de  42,  il  reste  6,  que  j'écris  au-dessous  du  2,  et  je 
retiens  4. 

4  fois  7  font  28,  et  4  de  retenue  font  32  ,  32  de  37,  il  reste  5, 
que  j'écris  sous  le  7,  et  je  retiens  3. 

Enfin  ,  4  fois  2  font  8,  et  3 de  retenue  font  1 1;  1 1  de  12,  il 
reste  i,  que  j'écris  sous  le  2. 

Le  reste  de  celte  nouvelle  opération  est  i568,  à  côté  duquel 
j'abaisse  le  cLiiTre  suivant  du  dividende,  et  j'ai  15687  pour 
troisième  dividende  partiel,  sur  lequel  j'opère  de  la  même 
manière ,  ainsi  que  sur  les  suivans ,  et  j'obtiens  enfin  pour  quo- 
tient, 3456,  avec  le  reste  691 . 

Voici  le  tableau  des  opérations  pour  un  nouvel  exemple  : 

2oo658g6g 
i473g6 
278859 
o 

4.. 
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58.  Première  remarque si\r]a  division. — Ce  derbier  exemple 
donne  lieu  à  une  observation  importante  : 

Après  avoir  trouvé  pour  premier  quotient  5,  et  pour  premier 
reste  i473  ,  on  abaisse  à  côte'  de  ce  reste  le  chiffre  suivant ,  ce 
qui  donne  pour  second  dividende  partiel  i473q.  Or,  ce  di- 
vidende partiel  ne  contient  pas  le  diviseur  ;  donc  le  quotient 
total  n'a  pas  de  centaines,  puisque,  s'il  en  avait  seulement 
une,  son  produit  par  39887  devrait  pouvoir  être  soustrait  du 
dividende  partiel  14739;  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Mais  pour  con- 
server au  chiffre  5  du  quotient  la  valeur  qu'il  doit  avoir,  il 
faut  écrire  au  quoti-snt  un  o  qui  tienne  lieti  des  centaines  ;  et 
abaissant  ensuite  à  côte  de  14739  le  chiffre  suivaiit  6  du  di- 
vidende, on  continue  l'opération  ;  ce  qui  donne  successivement 
le  chiffre  des  dixaines  et  le  chiffre  des  unités. 

En  général,  toutes  les  fois  C£u'en  abaissant  à  coté  d'un  reste, 
le  chiffre  suivant,  on  obtient  un  nombre  moindre  que  le 
diviseur,  cela  indique  que  le  quotient  n'a  pas  d'unités  de 
l'ordre  du  chiffre  abaissé;  alors  on  met  au  quotient  un  o, 
pour  tenir  la  place  des  unités  c[ui  manquent ,  et  donner 
ainsi  aux  cîiiffres  signiBcatifs  déjà  trouvés,  leur  valeur  re- 
lative. On  abaisse  ensuite  à  côté  de  ce  dividende  partiel,  un 
nouveau  chijjre ,  et  l'on  continue  l'opération. 

59.  —  Seconde  rcmfl7-^ue.  Lorsqu'une  opération  partielle  a  été 
bien  faite,  c'est-à-dire  lorsque  le  chitTre  du  quotient,  relatif 
à  cette  opération ,  a  été  exactement  déterminé ,  on  ne  peut  pas 
dans  l'opération  suivante  ,  trouver  plus  de  9  au  quotient: 
car  supposer  que  l'on  pût  obtenir  seulement  10,  ce  serait  sup- 
poser que  le  chiffre  précédent  est  trop  faible  d'une  unité. 

Il  existe  d'ailleurs  un  signe  certain  auquel  on  reconnaît 
qu'un  chiffre  du  quotient  est  bien  déterminé ^  c'est  lorsqu'en 
soustrayant  le  produit  partiel  du  diviseur  par  ce  chiffre,  on 
obtient  un  reste  moindre  que  le  diviseur.  Si  ce  reste  est  supé- 
rieur ou  égal  au  diviseur,  il  faut  augmenter  d'une  unité  le 
chiffre  trouvé  d'abord. 

^0,  Comme,  dans  les  trois  premières  opérations  de  l'Arilh- 
mélique,  les  calculs  s'effectuent  à  commencer  parla  droite  y 
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il  est  naturel  de  demander  pourquoi,  dans  la  division,  on 
commence  au  contraire  par  la  gauche.  Pour  répondre  à  cette 
question,  il  faut  observer  que,  le  dividende  étant  la  somme 
des  produits  partiels  du  diviseur  par  les  unités ,  les  dizaines  . 
les  centaines,  etc.,  du  quotient,  tous  ces  produits  partiels 
se  fondent  les  uns  dans  les  autres  ;  et  il  n'est  pas  possible 
de  mettre  d'abord  en  évidence  le  produit  du  diviseur  par  les 
unités  ,  le  produit  par  les  dixaines,  etc.  ;  taudis  que,  d'après 
le  procédé  indiqué  précédemment,  on  détermine  sur-le- 
champ  dans  quelle  partie  du  dividende  se  trouve  le  produit 
parles  unités  les  plus  fortes. 

(Au reste,  on  pourrait  commencer  Fopératiou  par  la  droite, 
en  l'effectuant  par  des  soustractions  successives,  comme  on  l'a 
indiqué  n°  ÔO.) 

41.  Donnons  maintenant  quelques  usarjes  de  la  multinlica- 
tion  et  de  la  division. 

Première  questiox.  —  On  demande  le  prix  de  2564  ^ozVe.y 
d'un  certain  ouvrage,  en  supposant  que  la  toise  coûte 
ù^']  francs. 

Puisque  cliaque  toise  coûte  47  francs ,  il  est  clair  qu'en  répé- 
tant cette  valeur  2534  fois,  on  aura  le  prix  des  2564  toises. 
Ainsi  il  suffit  d'effectuer  le  produit  de  47  par  2564,  o^  plutôt 
(n°  2o)  le  produit  de  2564  P^i"  47  ;  et  ce  produit  exprimera 
le  nombre  de  francs  demandé. 

Voici  l'opération  ,  et  sa  preuve  par  la  division  : 

2564  i2o5o8 

47  265 


47 


256^ 


17948  3oo 

10256  188 


i2o5o8  000 


Donc,  2564  toises  ont  coûté  i2o5o8  fr. 

Seconde  question-. —  La  toise  d'un  certain  oui'rage  en  maçon- 
nerie coûte  Z^  francs  •  on  demande  combien  on  fera  construire 
de  toises  pour  B3^5franct. 
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Il  est  clair  qu'autant  de  fois  Sg  sera  contenu  clans  8895, 
autant  de  toises  on  pourra  faire  construire;  ainsi ,  il  suffit  de 
diviser  SSgS  par  Sg  ;  et  le  quotient  qu'on  obtiendra  sera  le 
nombre  de  toises  demande. 


8395 

39 

Preuve.  . 

2l5 

59 

2i5<oi. 

1  0 

J9 

_39 

2o5 

1935 
645 

10 

10 

8395 

Comme  on  obtient ,  outre  le  quotient  21 5,  un  reste  jo  ,  il 
faut  savoir  l'usage  qu'on  doit  faire  de  ce  reste. 

Observons  que,  si  le  dividende  renfermait  i  o  francs demoins, 
il  serait  le  produit  exact  de  Sg  par  2i5  ;  ainsi ,  le  nombre  de 
toises  demandé  serait  9,i5;  mais  comme  on  a  10  francs  de  plus, 
il  s'agit  de  déterminer  la  fraclîon  de  toise  qu'on  peut  faire 
construire  avec  ces  10  francs. 

Or,  avec  un  franc,   on  aurait  évidemment    ^r—  de  toise, 

39 

puisqu'on  a  une  toise  pour  39  francs  ;  donc  avec  10  francs,  on 

1-  e    •        ^  ^^1/  ■       -  r- 

doit  avoir  10  icis^r-o";r-  de  toise   {voyez  n°  8);  ainsi  2i5 
39       39 

toises  plus  TT—  de  toise,  forment  le  résultat  demandé. 
39 

Tel  est,  en  général j  l'usage  qu'on  doit  faire  du  reste  d'une 
division  ,  lorsqu'en  effectuant  cette  opération,  on  a  en  vue  de 
résoudre  une  question  relative  à  des  nombres  concrets  : 

On  conçoit  V unité  du  quotient  (dont  la  nature  est  toujours 
déterminée  par  l'énoncé  de  la  question)  divisée  en  autant  de 
parties  égales  qu'il  j  a  d'uniiés  dans  le  diviseur  ;  on  prend 
l'une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
reste  de  la  division  ^  puis  on  ajoute  la  Jraclion  qui  en  résulte 
au  nombre  entier  déjà  obtenu. 

Troisième  questiox.    On  a  pajé  2.i^']8fr.  pour  896  aunes 
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{l'une  certaine  étoffe  ;  on  demande  le  prix  de  l'aune  de  celte 
étoffe. 

Si  l'on  connaissait  le  prix  de  l'aune  ,  en  le  répétant  895  fols, 
ou  devrait  reproduire  21478  francs  ;  ainsi ,  il  sufllt  encore  de 
diviser  21478  par  SgS. 


21478 

3578 

893 


895 


o3/r.  Ul 
^^         8  Pô 
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23 

^685 
1790 

893 

21478 

Comme  le  dividende,  outre  le  produit  de  SgS  par  20, 
contient  encore  893  francs ,  il  s'ensuit  que  le  prix  de  l'aune  est 
23  fr. ,  plus  une  fraction  qu'il  s'a{^,!t  de  déterminer. 

Pour   y  parvenir,   remarquons    que  -^-^  re'pe'té  893  fois, 

8q3 
donue  1  ;  ainsi,  ^^  répète  895  fois,  donne  893  ;  et  par  con- 

séqueut,  23  plus  —j.  est  un  nombre  qui ,  multiplié  par  895, 

reproduit  21478.  Donc  enfin  ,  le  prix  demande'  est  23  francs 

plus^r^  de  francs. 
090 

Ce  re'sultat  s'accorde  avec  la  règle  e'tablle  dans  l'exemple 
pre'ce'dent. 

Quatrième  question.  —  Supposons  que  498  personnes  aient 
à  partager  également  une  somme  de  \Z^Q'^^o^  francs  ;  on 
demande  la  part  qui  revient  à  chacune. 


1348708 
3527 
4108 


498 


124 


1348708 
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Le  quotient  de  cette  division  étant  s'y  08,  et  le  reste  124,  on 

peut  déjà  conclure  que  ,  si  la  somme  à  partager  était  diminuée 

de  i24irancs,  chaque  personne  aurait  pour  sa  part,  2708  francs. 

Mais  comme  la  somme  renferme  124  francs  de  plus  que  le 

produit  de  5708  par  49^)  il  s'ensuit  que  chaque  personne  doit 

avoir  2708  francs,   plus  une  partie  des  124  francs.   Pour  se 

former  une  idée  de  cette  partie,  on  peut  d'abc.vd  considérer  le 

nombre  i?.4  comme  un*  tout  qu'il  faut  diviser  en  498  parties 

égales ,  et  l'une  de  ces  parties  est  la  fraction  qui  doit  compléter 

le  quotient }  mais  il  e^'i  plus  simple  (n°  8  )  de  concevoir  l'unité, 

qui  est  ici  le  franc  ,  divisée  en  498  parties  égales  appelées 

1  ^A 
498*'^",  et  de  prendre   124   de  ces  parties  ,  ce  qui  donne  — i 

pour  la  fraction  à  ajouter  au  quotient  entier. 

42.  A'.  B . —  Ce  dernier  exemple  nous  conduit  à  uneremarque 
dont  nous  ferons  souvent  usage  ;  c'est  que ,  diviser  le  nombre 
124  en  498  parties  égales,  revient  à  prendre  124  fois  la  498'' 
partie  de  l'unité.  E)i  effet,  si,  au  lieu  de  124,  on  avait 
seulement    i  à  diviser  en   498  parties  égales,  chaque  partie 

se  lit  7— 5;  mais  comme  le  nombre  à  partager  est  124  fois 

plus  grand ,  on  conçoit  que  le  résultat  du  partage  doit  être 

124  fois  plus  grand,  ou  égal  à  124  fois  y—^  ,   ou  bien  enfin, 

.    1^4 

De  même,  diviser  i5  en  28  parties  égales,  revient  à  prendre 
i5  fois  la  28*  partie  de  l'unité.  Car,  si  l'on  avait  seulement  i 

à  diviser  en  28  parties  égales,  chaque  partie  serait  égale  à  -^  ; 

mais  comme  on  a  à  partager  i5,  ou  un  nombre  i5  fois  plus 

I  ï  5 

grand,  le  résultat  doit  être  égala  i5  fois -3,  ou  à  -5. 

En  général,  diviser  un  nombre  en  autant  de  parties  égales 
qu'il  j"  a  d'unités  dans  un  autre,  revient  à  diviser  l'unité  en 
autant  de  parties  égales  qu'il  j  a  d'unités  dans  le  second,  et 
à  prendre  Tune  de  ces  parties  autant  défais  qu'il  j  a  d'unités 
dans  le  premier. 
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Autres  principes  sur  la  multiplication  et  la  disnsion. 

43.  Des  propositions  démontrées  n°'  2i>. . .  .28,  on  déduit 
quelques  conséquences  qu'il  est  bon  de  faive  connaître,  parce 
qu'elles  sont  d'un  usage  continuel  en  Arithmétique. 

Observons  avant  tout  que,  d'après  les  définitions  mêmes  de 
la  multiplication  et  delà  division  des  nombres  entiers,  on  rend 
un  nombre  entier  autant  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit  qu'il 
y  a  d'unités  dans  un  autre  ,  en  multipliant  ou  divisant  le  pre- 
mier nombre  par  le  second. 

Ainsi ,  lorsqu'on  multiplie 24  par6,  le  produit  qu'on  obtient 
est  6  fois  plus  grand  que  1^.,  puisqu'il  résulte  de  l'addition  de 
6  nombres  égaux  à  24.  De  même,  si  l'on  divise  24  par  6  ,  le 
quotient  est  6  fois  plus  petit  que  24,  puisque  ce  quotient  répété 
6  fois,  reproduit  24. 

Cela  posé,  je  dis  d'abord  que  si,  dans  une  multiplication,  011 
rend  le  multiplicande  ou  le  multiplicateur  un  certain  nombre 
de  fois  plus  grand  ou  plus  petit ,  le  produit  est ,  par  ce  change- 
ment ,  rendu  le  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit. 

Soit,  par  exemple,  à  multiplier  47  par  6,  et  supposons  qu'au 
lieu  d'effectuer  cette  opération,  on  multiplie  47  par  24,  qui  est 
4  fois  plus  grand  que  6  ;  comme ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°'26, 
multiplier  47  par  24  revient  à  multiplier  47  par  6  et  le  produit 
obtenu  par  4,  il  s'ensuit  que  le  produit  de  47  par  2,4  ^^^  égal 
à  4  fois  le  produit  de  47  par  6  ,  ou  bien  ,  est  4  fois  plus  grand 
aue  le  produit  de  47  par  6. 

Réciproquement,  le  produit  de  47  par  6  (qui  est  le  quart 
de  24)  étant  six  fois  plus  petit  que  le  produit  de  47  par  24,  il 
s'ensuit  que  si  l'en  rend  le  multiplicateur  4  fois  plus  petit ,  ou 
si  on  le  divise  par  4,  le  produit  est,  par  ce  changement,  rendu 
4  fois  plus  petit. 

On  a  vu  d'ailleurs  (n°  2d)  que,  dans  une  multiplication  de 
deux  facteurs,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  facteurs; 
donc  ce  qui  vient  d'être  dit  par  rapport  au  multiplicateur, 
s'applique  également  au  multiplicande  ;  donc,  etc. .  . . 
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Il  résulte  de  là  qu'en  ne  change  pas  la  valeur  d'un  pro- 
duit,  en  rendant  le  mulliplicande  un  certain  nombre  de  fois 
plus  grand ,  pourvu  quon  rende  en  même  temps  le  multipli- 
cateur le  même  nombre  de  fois  plus  petit ,  c'est-à-dire  en 
multipliant  le  premier  facteur  par  un  certain  nombre ,  et  divi" 
sont  le  second  par  le  même  nombre  :  car,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  il  y  a  évidemment  compensation;  c'est-à-dire  que 
la  seconde  opération  détruit  l'effet  de  la  première. 

C'est  sur  cette  dernière  conséquence  que  se  fonde  un  moyeu 
quelquefois  employé  pour  vérifier  la  multiplication. 

Soit  347  à  multiplier  par  'ji.  Multiplier  347  par  72 
revient  à  multiplier  2  fois  347,  ou  694  ,  par  la  moitié  de  72, 
ou  par  36.  Ainsi,  après  avoir  multiplié  347  par  72,  on  peut 
ensuite  multiplier  694  par  3ô  ;  et  si  la  première  opération  est 
juste,  on  doit  retrouver  le  même  nombre. 

Maintenant ,  puisque  ,  dans  la  division  ,  le  dividende  est  un 
produit  dont  le  diviseur  et  le  quolient  sont  les  deux  facteurs, 
il  s'ensuit  que  ,  si  l'on  rend  le  dividende  un  certain  nombre  de 
fois  plus  grand  ou  plus  petit,  c'est-à-dire  si  on  le  multiplie 
ou  si  on  le  divise  j^ar  tin  certain  nombre  entier,  le  quotient 
est,  par  ce  cban^eiuent ,  multiplié  ou  divisé  par  le  même 
nombre. 

En  effet ,  comme,  après  le  cliangement,  le  quotient  multiplié 
par  le  diviseur  doit  reproduire  un  dividende  un  certain 
nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  premier,  il 
faut  nécessairement ,  le  diviseur  restant  le  même,  que  le  quo- 
tient soit  ce  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit. 

Au  contraire ,  si  ,  sans  altérer  le  dividende ,  on  rend  le 
diviseur  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit , 
le  quotient  est  par-là  rendu  ce  nombre  de  fois  plus  petit  ou 
plus  grand  :  c'est  en  effet  la  seule  bypolhèse  admissible  pour 
que  la  mulliplication  donne  le  même  produit  ou  le  même  di- 
vidende. 

Donc,  en  multipliant  ou  divisant  le  dividende  et  le  diviseur 
par  un  même  nombre, on  ne  change  pas  le  quotient}  puisque  si, 
parle  changement  fait  sur  le  dividende ,  on  multiplie  ou  divise 
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le  quotient  par  un  certain  nombre,  le  Sicond  clian<'eineiit 
rend  le  résultat  le  même  nombre  de  fois  plus  petit  ou  plus 
grand,  et  qu'ainsi  il  y  a  compensalion. 

CHAPÏTRE    IL 

Des  Fractions. 

M.   On  a  déjà  vu  (n"'  1  et  8)  ce  que  c'est  qu'une  fraction  ,  et 

quelle  idée  on  doit  s'en  former.  On  distin^^ue   toujours  deux 

termes  dans  une  fraction  ,  le   dt' nom inc leur  et  le  numérale2tj-. 

Le  dénominateur  indique  en  combien  de  jyarties  égales  l'unité 

est  divisée,  et  le  numérateur,  combien  on  prend  de  ces  parties^ 

l'ensemble  ries  parties  que  l'on  prend  constitue  la  fraction. 

3 
Ainsi,    dans    la  fraction  -^  ,    qu'on  énonce  trois  quarts,^ 

est  le  dénominateur  et  indique  que  l'unité  est  divisée  en 
4  parties  égales;  3  est  le  numérateur  et  indique  cju'on  prentî 

3  de  ces  parties.  De  même  la  fraction  —  ,     que   l'on    énonce 

onze  douzièmes,  exprime  il  parties  de  l'unité  supposée  di- 
visée en  12  parties  égales. 

On  a  vu  également  (n''42)  qu'une  fraction  telle   que  — =  est 

équivalente  à  la  i5*  partie  du  tout  exprimé  par  i3  ;  c'est-à-dire 
<YOl  une  fraction  peut  encore  être  considérée  comjne  le  quotient 
de  son  numérateur  divisé  j^ar  son  dénominateur  ;  en  sorte  que 
treize  fois  le  quinzième  de  l'unité,  ou  treize  quinzièmes ,  et  la 
quinzième  partie  de  treize,  ou  treize  divisé  par  quinze,  sont  de* 
expressions  identiques. 

4S.  De  la  définition  que  nous  venons  de  donner  du  nuiné- 
lateur  et  du  dénominateur,  il  résulte  évidemment  les  consé- 
quences suivantes  : 
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1°.  Si,  sans  altérer  le  de'uominateur  d'une  fraction,  on 
mitlliplie  ou  divise  son  numérateur  par  un  nombre,  la  nou- 
velle fraction  sera  ce  nombre  de  fois  plus  grande  ou  plus  pe- 
tite que  la  première. 

En  effet ,  lorsqu'on  multiplie  le  numérateur  par  2,3,  4---  > 
on  indique  par  là  qu'on  prend  2  ,  3,4  •  •  •  •  fois  plus  de  parties  ; 
et,  comme  les  parties  sont  les  mêmes  ,  la  nouvelle  fraction  est 

2,  3,  4--  fois  plus  grande.   Ainsi,  soit  la  fraction  — ^  ;  il  est 

12     i8    24. 
clair  que  — =,   — r;,  — ^  . .  .,  so.nt  des  fractions  2  ,  3  ,  4  •  •  •   fois 

20       20       20  '        '    -i 

plus  grandes  que  la  première. 

Au  contraire  ,  en  divisant  le  numérateur  par  2  ,  3,  4  •••5   ou 

indique    que  l'on  prend  2 ,  3 ,  4-  •  •  fois   moins  de  parties  ; 

3       a 
donc,  etc....  Ainsi,  — p,   -^,   sont  respectivement   2,   3  fois 

2D       23 

6 
plus  petits  que  — ^. 

2°.  Si ,  sans  altérer  le  numérateur,  on  multiplie  ou  divise 
le  dénominateur  d'une  fraction  par  un  nombre  ,  on  divise  ou 
multiplie  la  fraction  par  ce  nombre. 

En  effet,  lorsqu'on  multiplie  le  dénominateur  par  2  ,  3  ,4"m 
on  indique  que  l'unilé  est  divisée  en  2,  3,  ^...  fois  plus  de 
parties  é.gales  ;  les  nouvelles  parties  sont  donc  2,3,  ^...  fois 
plus  petites,  et  comme  on  prend  toujours  le  même  nombre  de 
ces  parties,  il  s'ensuit  que  la  fraction  résultante  est  2,  3,  ^... 
fois  plus  petite. 

Au  contraire  ,  si  l'on  divise  le  dénominateur  par  2 ,  3,  4-  •  •  ? 
l'unité  se  trouve  divisée  en  2,  3,  4-  •  •  fois  moins  de  parties 
égales;  les  nouvelles  parties  sont  donc  2,  3,  4-  •  •  fois  plus 
grandes;  et  comme  on  en  prend  toujours  le  même  nombre,  il 
s'ensuit  que  la  fraction  résultante  est  2,  3,  ^...  fois  plus 
grande  que  la  première. 

3°.  On  ne  change  point  la  valeur  d'une  fraction  en  multi- 
pliant ou  divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 

En  effet,  il  résulte  des  deux  premiers  principes,  que  l'effet  de 
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l'opération  exécutée  sur  le  dénoinuiateur,  détruit  Feiret  de  l'o- 
pcration  cxccutce  sur  le  luunéiatcuv,  et  qu'ainsi  il  y  a  com- 
pensation. 

,     ,      .       .        6      q       12      i5 
Par  exemple,  les  tractions  3,   ^  ,   — -;,  —  ....    sontUoutes 

*       '  O        12        lO       20  -j  '"' 

3        . 
équivalentes  à  la  fraction  -,  puisqu'elles  résultent  de  la  mul- 
tiplication de  chacun  de  ses  deux  termes  par  2,3,4,  ^ 

De  même,  la  fraction  rrn  est  égale  à  chacune  des  fractions 

8      6 

— ,  -  .  . .  ,   puisqu'on  obtient  ces  dernières  en  divisant   les 

12       Q 

24 

deux  termes  de  ^  par  2  ,  3,  4- .  • . 

Ces  diverses  propositions  sont  analogues  aux  principes  éta- 
blis (n°  45)  sur  la  division  des  nombres  entiers,  et  doivent  par 
conséquent  être  regardées  comme  une  extension  des  mêmes 
principes  aux  fractions. 

46.  Comme  la  troisième  proposition  est  d'une  application 

continuelle,  nous  croyons  devoir  en  donner  une  démonstration 

directe  et  indépendante  des  deux  premières. 

5 
Prenons  pour  exemple  la  fraction  ^,  et  multiplions  par  3  les 

i5 

deux  termes  5  et  8,  ce  qui  donne  —  ;  je  dis  c^ue  cette  dernière 

24 

fraction  est  équivalente  à  la  première. 

En  effet,  l'unité  principale  étant   d'abord  divisée   en  huit 

parties  égales,  divisons  chaque  huitième  en  /ro /.y  parties  égales  : 

l'unité   se  trouve  ainsi  divisée  en  vingt-quatre  parties  égales. 

Chaque  huiiieme  vaut  donc  trois  ving t- quatrièmes ,   et  cinq 

huitièmes  valent  cinq  fois  trois,  ou  quinze  vingt-quatrièmes , 

5      i5 
c'est'à-dire  que  les  fractions  5  et  —7  ont  absolument  la  même 
^  o      24 

valeur. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  fractions  —  et 

^  12 
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;n— ,   dont  la  dernière  se  forme  en  multipliant  par  5  les  deux 

termes  ii  et  i?.  Je  la  première ,  sont  é[>.ales. 

i5 
Comme  réciproquement,  on  passe  de  la  fraction  —j  à  la  frac- 

5 
tion^,  en  prenant  le  tiers  de  cLacun  des  termes  de  la  première, 
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et  de  la  fraction  -r-  à  la  fraction  — ,  en  prenant  le  cinqiaèmeàcs 

<ieu.\  termes  de  la  première  ,  on  peut  conclure  c[vil  une  fraction 
ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  ses  deux 
fermes  par  un  même  nombre. 

Nous  allons  passer  aux  diverses  opérations  que  l'on  peut  avoir 
■à  effectuer  sur  les  fractions  ,  dans  la  résolution  d'une  question 
dont  les  données  sont  des  fractions  ou  des  nombres  frac- 
tionnaires. Mais  avant  d'exposer  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales ,  il  est  nécessaire  de  faire  connaître  deux  transfor- 
mations d'un  usage  fréquent ,  et  particulières  au  calcul  des 
fractions. 

Réduction  des  fractions  à  uji  métne  dénoviinateur . 

47.  Celte  transformation  a  pour  objet,  deux  ou  plusieurs  f rac- 
lions d'espèces  différentes ,  ou  de  dijjérens  dénominateurs ,  étant 
données  ,  de  les  réduire  à  la  même  espèce,  ou  au  même  déno- 
minateur. Or,  le  principe,  qu'on  ne  change  pas  la  valeur  d'une 
fraction  en  multipliant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre, 
fournit  un  moyen  simple  d'exécuter  celte  transformation. 

3      5 

Soient,  par  exemple,  les  fractions  -y  el-  ,  qu'il  s'agit  de  ré- 
duire au  même  dénominateur. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  3  et  4  ^îe  la  première  par  7, 
•dénouiinateur  de  la  seconde,  et  les  deux  termes  5  et  7  de  la 

2 1 
seconde  ]iar  4j  dénominateur  de  la  première,  il  vient  —  et 


?.8 


— ^  pour  les  deux  fi actions  demandées. 
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Ces  fractions  ont  la  même  valeur  que  les  fractions  proposées, 

d'après  le  principe  du  u°  46;  de  plus,  elles  ont  nécessairement 

des  dénominateurs  ép,aux  ,  pui<(jue  cliacun  d'eux  est  le  produit 

des  deux  dénominateuis  priuiitifs  4  et  7. 

.       4    5     6,,^. 
Soient  encore  les  fratliom  -,  q,  — ,  «  reditire  au    même 

'j     0     11 

dc^nominaleur. 

Multipliez  les  deux  termes  4  et  7  de  la  première  fraction 
par  88,  produit  des  dénoniinaleurs  8  et  11  de  la  seconde  et 
de  la  troisième  fraction  ;  puis,  les  deux  tonnes  5  et  8  de  la  se- 
conde par  77,  produit  des  dénominateurs  7  et  11  de  la  première 
et  de  la  troisième  ;  enfin,  les  deux  tenues  6  et  1 1  de  la  troi- 
sième par  56,  produit  des  dénominateurs  7  et  8  de  la  première  et 

352    385    336 
delà  seconde:  vous  aurez  les  nouvelles  fractions -r—^  ,  y^—r-i  7^-7  > 
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Ces  fractions  ont  la  même  valeur  que  les  fractions  primi- 
tives ;  et  leurs  dénominateurs  sont  les  même?,  puisque  tiiacun 
d'eux  est  le  produit  des  trois  dénominateurs  7,  8,  et  i  r,  multi- 
pliés seulement  dans  un  ordre  diiTérent.   {Foyez  n°^  2o — 28.) 

Règle  générale.  —  Pour  réduire  un  nombre  quelconque  de 
fractions  au  même  dénominateur,  multipliez  successivement 
les  deux  termes  de  chacune  d'elles  par  le  produit  effectué  des 
dénominateurs  des  autres  fractions. 

Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  cette  règle  dans  la 
pratique  : 

3         ^         10  ^3  !2Q 

Soient  les  cincj  fractions  tt,    -'-,   — 3      —^     et     —^, 
^  -^  8     1 1      1        20  43 

Pour  plus  de  simplicité,  l'on  dispose  ainsi  l'opération  : 

3  7  10  23  29 

8'  Ti'  73'  J5'  43* 

153725,      111800,      9^600.        ^CfiCfi,        28600. 

461 175       782600       g^Gooo      ii3i4i6      829400 
1229800'    1229800'    1229800'    1229800'    1229800* 

Après  avoir  formé  le  produit  des  cinq  dénominateurs  8,11, 
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i3,  aS,  43,  ce  qui  donne  pour  le  dénominateur  commun  des 
fractions  transformées,  le  produit  1229800,  on  divise  succes- 
sivement ce  produit  par  cLacun  des  dénominateurs,  et  l'on 
obtient  les  cinq  quoliens  j 53725,  11 1800,  9^600,  49'9'-» 
28600,  que  l'on  place  respectivement  au-dessous  des  cinq 
fractions  proposées  ;  après  quoi,  l'on  multiplie  le  numérateur 
de  chaque  fraction  par  le  quolienl  qui  lui  correspond  ;  et  l'on  a 
ainsi  les  divers  numérateurs  ;  de  la  sorte,  toutes  les  fractions 
se  trouvent  réduites  au  même  dénominateur. 

La  raison  de  cette  manière  de  procéder  est  facile  à  saisir:  car 
le  nombre  1229800  étant  le  produit  des  cinq  dénominateurs, 
le  Quotient  1 53725  de  la  division  de  1229800  par  8,  exprime 
nécessairement  le  produit  des  quatre  autres  dénominateurs  1 1 , 
i3,  25,  43.  De  même,  11 1800  étant  le  quotient  delà  division 
de  i22q8oo  par  le  second  dénominateur  11,  est  égal  au  produit 
des  quatre  autres  dénominateurs  8  ,  1 3,  25  ,  et  43  ;  même  rai- 
sonnement par  rapport  aux  autres  quotiens.  Ce  moyen  est 
d'ailleurs  ,  sans  contredit,  beaucoupplus  cxpédilif  cjue  si,  pour 
chaque  fraction,  l'on  effectuait  la  multiplication  des  dénomi- 
nateurs des  quatre  autres.  Mais  il  n'est  réellement  avantageux 
que  quand  on  a  plus  de  trois  fractions  à  réduire  au  même  dé- 
nominateur. 

48.  Il  est  un  cas  où  la  réduction  au  même  dénominateur  peut 
s'opérer  d'une  manière  très  simple  :  c'est  lorsque  le  plus  grand 
dës  dénoviinateurs  est  exactement  divisible  par  chacun  des 
autres. 

Soient,  par  exemple,  les  fractions 


2 

3 

5 

y 

23 

3' 

4' 

6' 

Ti' 

36' 

12, 

9 

6, 

3, 

I  , 

24 

^7 

3o 

21 

23 

36' 

36' 

36' 

36' 

36' 

11  est  facile  de  voir  que  36  est  divisible  exactement  par  cha- 
cun des  quatre  autres  dénominateurs  3  ,  4 , 6 ,  et  12. 

Cela  posé ,  l'on  effectue  successivement  ces  divisions ,  et  l'on 
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place  les  quo liens  12,  9,  6,  3,  au-dessous  des  quatre  pre- 
mières fractions;  après  quoi,  l'on  multiplie  le  numérateur  de 
chacune  d'elles  par  le  quotient  qui  lui  correspond,  en  laissant 

23 

telle  qu'elle  était  la  fraction  -^i  toutes  les  fractions,  se  trou- 
vent ainsi  réduites  au  dénominateur  36. 

Quelquefois,  sans  que  le  plus  grand  dénominateur  soit  divi- 
sible exactement  par  tous  les  autres,  on  s'aperçoit  qu'en  le 
multipliant  par  2,  3,  4''  •>  ^n  obtient  un  produit  divisible 
exactement  par  tous  les  dénominateurs;  dans  ce  cas ,  il  y  a 
encore  lieu  à  simplification. 

Soient  proposées  les  nouvelles  fractions 


3 

7 

1 1 

i3 

17 

25 

/  5 
4 

b' 

7^' 

18' 

^' 

36' 

18, 

9' 

6, 

4, 

3, 

2, 

54 

63 

66 

52 

5i 

5o 

72' 

7-' 

7=' 

^' 

.!-■ 
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Le  dénominateur  36  est  divisible  par  4  ,  12  et  18,  et  ne  l'est 
ni  par  8,  ni  par  24  ;  mais  en  le  doublant,  on  obtient  72,  nombre 
qui  est  évidemment  divisible  par  chacun  des  dénominateurs. 

Cela  posé  ,  l'on  forme  les  quotiens  de  la  division  de  72  par 
ces  dénominateurs ,  et  on  les  place  respectivement  au-dessotts 
des  fractions  ;  ensuite  on  multiplie  le  numérateur  de  chacune 
d'elles  par  le  quotient  cjui  lui  correspond  ;  toutes  ces  fractions 
acquièrent  ainsi  le  mênie  dénonainateur  72, 

Ces  simplifications  demandent  beaucoup  d'habitude  ;  mais 
au  reste,  nous  donnerons  plus  lard  [chapitre  V')  le  moyen  de 
réduire  un  nombre  quelconque  de  fractions  au  dénominateur 
commun  le  plus  simple  possible. 

Voici  quelques  applications  de  la  transformation  précédente: 

49.  PftEMiinE  QUESTION'.  —  On  demande,  des  deux  fractions 

3         n 

^  et  —  ,  quelle  est  la  plus  grande? 

Au  premier   abord,  il  paraît  difficile  de  répondre  à  cette 

5 
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question  ,  parce  que  si,  d'une  part,  l'unité'  est,  dans  la  seconde 
fraction,  divisée  en  un  plus  (jraïul  nombre  de  parties  que  dans 
la  première,  d'autre  part,  on  prend  plus  de  parties  puisque 
le  numérateur  -j  est  plus  crand  que  le  numérateur  3.  Mais  on 
lèvera  la  dilTtculté  par  la  léduction  au  mèuje  dénominateur  ; 
-car  il  est  évident  que  de  deux  fractions  qui  ont  un  ménic  dt^ 
noTJiinateur  ,  celle-là  est  la  plus  grande  ,  qui  a  le  plus  grand 
numérateur. 

Cette  réduction  onéréc.  il  vient  ,^-   pour  la  première    fiac- 
'  '  bo    *  ' 
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lion,  et -^  pour  la  seconde;   donc  la  fraction  -p   est  la    plus 
DO  ^  5  ^ 

grande  des  deux,  et  elle  est  en  excès  sur  l'autre,  de  ^. 

..,.  ,  ...468 

On  reconnaîtrait  ae  mcnie  que,  des  trois  Iractions-,  — >  — 5  » 


V 


1 1    i3 


11  1^11  ■        ^        1  4 

lapluscrnnde  est  --  ,    la    ])ius   jiotitc  ,  — ,  et  la  moyenne,  -  : 

car,  étant  réduites  au  même  dénominateur  ,  elles  deviennent 

672      5.16       616 

respectivement  . ,  . 

*  1001     1001      lOOl 

On  pourrait  également  réduire  les  fractions  au  même  numé- 
rateur (ce  qui  se  ferait  en  mulliptiant  les  deux  termes  ds  cha- 
cune d'elles  par  le  produit  des  numcraleui  s  de  toutes  les  autres); 
et  de  ces  fractions,  la  plus  grande  serait  celle  qui  aurait  le  plus 
petit  dénominateur,  puisque  l'espèce  des  parties  étant  plus 
grande ,  on  en  prendrait  le  même  nombre.  Mais  le  premier 
moyen  a  l'avantage  de  faire  connaître  en  même  temps  \  s  diffé- 
ïences  qui  existent  entre  les  fractions   comparées  deux  à  deux. 

Seconde  question.  —  Quel  changement  produit-  on  dans  une 
fraction,  en  ajoutant  un  mc'me  nombre  à  ses  deux  termes? 

Soit ,  par  exemple  ,  la  fraction  -^  ,  aux  deux  termes  de  la- 

quelle  on  ajoute  ô  :  il  vient  -^  pour  la  fraction  résultante. 
Or,  si  l'on  réduit  ces  lieux  fractions  au  même  dénominateur. 
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I  •■  1       ■  1?6  .  l56  1        r  • 

la  preuutio  devient  — -;  ,et  la  seconde  — ^  ;    donc    la   liactiou 

nioposc'ea  augmente  de  valeur,  et  elle  a  augmenté  de :. 

Pour  rendre  compte  de  ce Jaii  sans  aucun  calcul,  observons 
'''■ .7 


nue  l'unité  étant  ép.alc  à -^  ,   l'excès  de  l'unité  sur --  est  c\- 

^  12  12 

5     ,        .         1-       <     1    1,     •    .        -'3 
—  ;  de  nieiue,  i  excès  de  1  unité  sur  •-— 

12  lO 


par-—;.  Les  numérateurs  de  ces  deux  différences  sont  les  inc- 

'^        ib 

mes  ;  et  cela  doit  être  :  car  i8  et  i3  ayant  été  formés  par  l'ad- 
dition du  même  nombre  6  aux  deux  teiiues  -j  et  12  ,  il  s'ensuit 
cju'il  y  a  même  différence  entre   i8  et   i3  qu'entre  12  et  ^. 

5 
Mais  la  différence  — -:  est  nécessairement  moindre  que  la  diffé— 
10  * 

5 
rence  — ,  puisque  le  premier  dénominateur  est  pi  us  ^ranJ,  et  que 

les  numérateurs  sont  égaux  ;  donc  la  fraction  -^^  diffère  moins 

lu 

de  l'unilé  que  la  fraction —^  ;  par  conséquent  la  premièie  est 

plus  grande   que  la  seconde. 

On  conçoit  d'ailleurs  que  plus  le  nombre  ajouté  aux  deux 

termes  de  la  fraction  —   est  grand,  plus  la  différence  entre 
12  ^ 

l'unité  etla  nouvelle  fraction  est  petite,  puisque  le  numérateur 
de  celte  différence  étant  toujours  5,  le  dénominateur  aug- 
mente de  plus  en  plus,  et  qu'ainsi  la  fraction  devient  de  plus 
jn  plus  grande. 

Ce  raisonnement  pouvant  évidemment  s'appliquer  à  toute 
autre  fraction  ,  on  peut  en  conclure  que  s/ ,  aux  deux  tcrvirs 
d'une  fraction  ,  on  ajoute  un  même  nombre,  lajrcclion  ré- 
sultante est  plus  grande  que  la  fraction  proposée  ;  et  clic  est 
d'autant  plus  grande  que  le  nombre  ajouté  est  plus  grand. 

Par  la  raison  inverse  ,  une  fraction  diminue  de  valnur  lors- 
qu'on retranche  un  même  nombre  de  ses  dtuv  termes 

5.. 
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Nous  avons  cru  des'oir  entrer  dans  quelques  détails  sur  celte 
proposition ,  afin  d'empêcher  les  connnençans  de  penser  qu'il 
en  est  de  cette  circonstance  comme  du  cas  où  l'on  muhiplie  ou 
divise  les  deux  termes  d'une  fraction  par  un  même  nombre. 
Dans  ce  dernier  cas,  on  ne  change  pas  (n°  46)  la  valeur  de  la 
fraction  ;  tandis  qu'en  ajoutant  ou  soustrayant  un  même 
nombi'e,  on  augmente  ou  diminue  la  fraction. 

Réductioji  d'une  fraction  à  de  moindres  termes. 

ÎÎO.  11  arrive  souvent ,  dans  le  calcul  des  fractions,  que  l'on 
est  conduit  à  une  fraction  exprime'e  par  de  grands  nombres; 
or,  plus  le  numérateur  et  le  de'nominateur  sont  grands,  plus  on 
a  de  peine  à  se  faire  une  ide'e  nette  de  la  fraction. 

12.. 

Par  exemple,   la   fraction  —=    indique    qu'il    faut    diviser 

l'unité  en  i5  parties  égales  ,  et  prendre  î2  de  ces  parties.  Mais 
12  et  i5  étant  en  même  temps  divisibles  par  3  ,  si  l'on  effec- 
tue les  divisions,  il  vient  ^  ,  fraction  équivalente  à  la  propo- 
sée (ri°  AQ)  ;  alors,  pour  s'eu  former  une  idée,  il  suffit  de  conce- 
voir l'unité  divisée  en  5  parties  égales,  et  d'en  prendre  4;  ce 
qui  est  beaucoup  plus  simple. 

Lors  donc  que  l'on  a  une  fraction  dont  les  termes  sont 
assez  grands  ,  il  est  utile  de  la  réduire,  s'il  y  a  lieu,  à  une 
autre  fraction  dont  les  termes  soient  moindres. 

Le  premier  moyen  qui  se  présente  ,  c'est  de  diviser  les  deux 
termes  par  les  nombres  2 ,  3 ,  4-  •  •  ?  tant  que  cela  est  possible. 

Soit,  pour  exemple,  la  fraction  —rj  à  réduire  à  de  moindres 

i44 

termes. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  termes  sont  divisibles  par  a  ; 

54 

effectuant  les  divisions,  on  obtient  pour  premier  résultat,  — . 

Les  deux  termes  de  cette  nouvelle  fraction  sont  encoie  divi- 

27 
siblcs  par  2  ;  et  il  vient  pour  nouveau  lésultat,  -A. 
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Essayant  maintenant  la  division  par  3,  on  trouve  -^ ,  fraction 

dont  les  deux  termes  sont  encore  divisibles  par  3  ;  ce  qui  donne 

enfin  -z  pour  la  fraction  —r-,  réduite  à  son  expression  la  plus 
4  ^  i44  r  f 

simple. 

Cette  méibode  est  facile  et  commode  ;  mais  elle  ne  peut 
être  ge'ne'ralise'e  maintenant. 

Voici  une  autre  manière  de  réduire  une  fraction  proposée 
à  sa  plus  simple  expression  :  elle  consiste  à  de'terminer  direc- 
tement le  plus  f;raud  nombre  qui  divise  à  la  fois  les  deux 
termes  de  la  fraction  ,  ou ,  en  d'autres  termes,  \e.\xv plus  grand 
commun  diviseur. 

SI.  Commençons  par  établir  quelques  notions  prélimi- 
naires : 

Un  nombre  est  dit  multiple  d'un  autre  nombre  lorsqu'il  le 
contient  un  nombre  entier  de  fois,  c'est-à-dire  quand  le  pre- 
mier nombre  est  exactement  divisible  par  le  second. 

Réciproquement,  le  second  nombre  est  dit  un  sous-multiple, 
ou  une  partie  aliquote ,  ou  un  diviseur  du  premier. 

Ainsi,  24  est  multiple  de  6,  parce  que  4  fois  6  font  1^  ; 
réciproquement,  4  et  (S  sont  diviseurs,  sous-muhiples ,  ou 
parties  aliquotes  de  0.^.  De  même,  60  est  multiple  de  12, 
puisque  5  fois  12  donnent  60  ;  réciproquement,  5  et  12  sont 
diviseurs  ou  scus-multiples  de  60. 

On  appelle  nombre  preinier  un  nombre  qui  n'est  divisible 
exactement  que  par  lui-même  et  par  l'unité  (  qui  est  diviseur 
de  tout  nombre).  Ainsi  2,  3,  5,  7,  11,  i3.  .  .  sont  des now^/'e^ 
premiers  ;  mais  4,6,8,9,  12,  ne  sont  pas  des  nombres  pre- 
miers ,  puisqu'ils  admettent  tous  pour  diviseurs ,  l'un  des 
nombres  2,3,  ou  tous  les  deux  à  la  fois. 

Deux  nombres  sont  à'\.\.s  premiers  entre  eux  ,  lorsqu'ils  n'ont 
aucun  diviseur  commun  (autre  que  l'unité);  ainsi,  4  ^^9»  7  ^^ 
12,  12  et  25,  sont  des  no lubresjy rem/er^  entre  eux;  8  et  12  ne 
sont  pas  des  nombres  premiers  entre  eux  ,  puisqu'ils  sont  di- 
visibles en  même  temps ,  soit  par  2  ,  soit  par  4- 


^O  DD   PLUS    GRAND    COMMUN    DIVISEUR. 

Premier  principe.  —  Tout  nombre  qui  divise  exactement  un 
autre  nombre  ,  divisa  aussi  un  multiple  quelconque  de  ce  se- 
cond nombre. 

Par  exemp'e,  24  étant  divisible  par  8,  et  donnant  pour  quo- 
tient 3 ,  5  fois  24  ou  120  divisé  par  8  ,  donnera  (  n°  43)  pour 
quotient  5  fois  3,  ou  i5.  De  même.  60  étant  divisible  par  i?. 
et  donnant  pour  quotient  5  ,  n  fois  60  ou  420  divise  par  12, 
donnera  pour  quotient  "j  fois  5,  ou  35. 

Deuxième  principe. — Toutnombre  décomposé  en  deux  parties 
divisibles  l'une  et  l'autre  par  un  second  noinbre,  est  lui-même 
divisible  par  ce  second  nombre. 

En  eifet,  le  quotient  de  la  division  du  noinbre  total  étant 
évidemment  ép^al  à  la  somme  des  deux  quoticns  partiels,  si  ces 
deux  quotiens  partiels  sont  entiers ,  leur  somme,  c'est-à-dire 
le  quotient  total  ,  sera  entier. 

Troisième  principe.  —  l'out  nombre  qui  divise  séparémentv^iz 
aÇMME  dtcomposée  en  deux  jjarties ,  et  l'une  des  parties ,  divise 
aussi  Vautre  partie. 

Car,  le  quotient  total  étant  éjal  à  la  somme  des  deux 
quotiens  partiels,  si  l'un  de  ces  cjuotiens  partiels  étant  entier, 
l'autre  était  fractionnaire,  il  s'ensuivrait  qu'un  nombre  en- 
tier serait  égal  à  un  novibre  fractionnaire  (n°  1)  ;  ce  qui  est 
absurde. 

o2.  Cela  posé,  soient  les  deux  nombres  36o  et  296  entre  les- 
quels on  se  propose  de  déterminer  le  pus  grand  coîimun  di- 
viseur (n°  HO). 

Il  est  d'abord  évident  que  ce  plus  {ijrand  commun  diviseur 
lîe  saurait  surpasser  le  plus  petit  nombre  2'-6;  et  comme  2;;6 
se  divise  lui-même  ,  pourvu  qu'il  divise  36o ,  il  sera  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché. 

Essayant  la  division  de  3Go  par  276  ,  on  trouve  pour  quo- 
tient 1  ,  et  pour  reste  84  ;  donc  276  n'est  pas  le  plus  grand 
commun  diviseur.  Je  dis  maintenant  que  le  plus  yrand  com- 
luixu  diyiscur  entre  360  et  276,  est  le  même  qu'entre  le  plus 
jietii  nombre  276  et  le  reste  84  ^e  la  division. 

Eneftet,  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  dcvact 
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diviser  36o  cl  l'une  île  ses  parlies  S'^G,  divise  iie'ccssairenîent 
(il*  ni)  l'aulie  partie  84  ;  à'vn  l'on  peut  déjà  concluie  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  36o  et  '2.'^6  ne  peut  sur- 
passer celui  des  nombres  s^ô  et  84  ,  puisqu'il  doit  diviser  ces 
deux  derniers.  En  second  lieu  ,  le  plus  ^rand  counnun  di- 
viseur entre  276  et  84  ,  <iivisp.nt.  les  deux  parties  du  loin  1^6o  , 
divise  nécessairement  ce  dernier  nombre;  et  alors,  étant 
diviseur  exact  de  36o  et  276,  //  ne  petit  lui-ivême  sur- 
passer le  plus  grinid  commun  diviseur  entre  36o  et  p.^ô. 
D'où  l'on  voit  que  le  plus  {rinnd  commun  diviseur  entre  36o 
et  27G,  et  le  plus  î^rand  coniinun  diviseur  entre  276  et  Si  , 
ne  peuvent  être  plus  {aands  l'un  cjne  l'autre  ;  donc  ils  sont 
égaux. 

Ainsi,  la  question  est  i amenée  à  veclicrrher  le  plus  f;ranfl 
commun  cîivifeur  entre  27G  el  84  ,  syslèuîe  plus  simple  qiic 
celui  des  nombres  36o  et  276. 

Pour  ce^a  ,  raisonnons  sur  2.76  el  84  comme  nous  avons 
raisoiaié  sur  les  nombres  primitifs  ;  c'est-à-dire,  essayons  la 
division  de  27G  par  84  ;  alors  ,  si  la  division  se  fait  exacte- 
ment .  84  sera  le  plus  grand  commua  diviseur  entre  276  et  84  , 
et  par  conséquent ,  entre  3Go  et  27G. 

En  effectuant  cette  nouvelle  division,  on  a  3  pour  quotient 
et  24  l'Cur  reste  -,  donc  84  n'est  pas  le  plus  ^,rand  commun  di- 
viseur chercbé.  Mais,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  a  été  fait  ci-dessus,  on  prouvera  c{ue  le  plus  f^rand  di- 
viseur commun  à  276  et  à  84,  <^^t  i<^  nirme  que  celui  qui 
existe  entre  le  premier  reste  84  et  le  second  2.4. 

Piépétons  ce  ralsonnenicnt  :  le  plus  g^rand  commuii  diviseur 
entre  276  et  84,  devant  diviser  84  ,  divise  nécessairement  son 
multiple  3  fois  84  ;  ainsi ,  divisant  un  tout  27G  et  l'une  de  ses 
parties ,  3  fois  84  ,  il  divise  l'autre  partie  24  ;  donc  déjà,  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  276  et  84.  ne  saurait  surpasser 
celui  deS\el  i\.  D'un  autre  côté,  le  plus  grand  diviseur 
commun  entre  84  et  24,  divisant  3  fois  8jf  et  24  ,  qui  sont 
les  dcu  ;  parties  de  276,  divise  nécessairement  27G,  ainsi, 
divisant  84  et  2'-G ,  il  ne  peut  su- passer  le  plus  grand  diviseur 
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commun  à  84  et  à  i-jQ>.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de 
276  et  84  ,  et  celui  de  84  et  24  ,  ne  peuvent  être  plus  grands 
l'un  que  l'autre  ;  donc  ils  sont  e',,aux. 

La  question  étant  actuellement  vamene'e  à  recLercber  le  plus 
grand  diviseur  commun  entre  84  et  24 ,  il  faut  de  même  diviser 
84  par  24.  En  effectuant  cette  nouvelle  division  ,  on  obtient  3 
pour  quotient  et  12  pour  reste;  donc  24  n'est  pas  le  plus 
grand  diviseur  commun;  mais,  comme  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  24  et  le 
reste  12,  divisons  24  par  12;  nous  trouvons  un  c[uolient 
exact  2  ;  ainsi  12  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  24 
et  ï2;  il  l'est  donc  aussi  entre  84  et  24,  entre  2-^6  et  84, 
entre  36o  et  2-6.  Donc  enfin  ,  i-x  esi  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché. 

Dans  la  pratique  ,  on  dispose  ainsi  l'opc'ration  : 


I 

3 

3 

276 

24 

8i 
12 

24 
0 

2 


ôbo      2*70     bi      24      12 
84 

Après  avoir  divisé  36o  par  276,  ce  qui  donne  pour  quotient  j, 
qu'on  place  au-dessus  du  diviseur  (au  lieu  de  le  placer  au-des- 
sous comme  à  l'ordinaire) ,  et  pour  reste  84  ,  on  écrit  ce  reste  à 
la  droite  du  plus  petit  nombre  276,  et  l'on  divise  276  par  84  ; 
on  obtient  un  nouveau  quotient  3  que  l'on  place  au-dessus 
du  diviseur  84,  et  un  reste  24  qui  s'écrit  à  la  droite  de  84  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Règle  géxérale.  —  Pour  trouver  le  plus  grand  diviseur 
commun  à  deux  nombres,  divisez  le  plus  grand  nombre  par  le 
plus  petit;  s'il  ny  a  point  de  reste ,  c'est  le  plus  petit  nombre 
qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

S'il  y  a  un  reste ,  divisez  le  plus  petit  nombre  par  ce  reste  ; 
et  si  la  division  se  fait  exactement ,  c'est  ce  premier  reste  qui 
est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Si  cette  seconde  division  donne  un  reste,  divisez  le  premier 
reste  par  le  second;  et  continuez  toi/jours  de  diviser  par  le 
dernier  reste  le  reste  précédent ,  jusqu'à  ce  que  vous  obteniez 
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un  quotient  exact;  alors  le  dernier  diviseur  que  vous  aurez  em- 
ployé ,  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Si  le  dernier  diviseur  se  trouve  être  l'unité  ,  c'est  une  preuve 
que  les  deux  nombres  proposés  sont /rem  iVr^  entre  eux  (n°  ol), 
puisqu'ils  n'ont  pas  d'autre  diviseur  commua  que  V unité. 

Réciproquement ,  si  deux  nouîbres  proposés  sont  premiers 
entre  eux,  et  qu'on  leur  applique  le  procédé ,  on  trouvera  né- 
cessairement un  dernier  reste  égal  à  i .  Car,  d'après  la  nature 
du  procédé,  les  restes  vont  en  diminuant;  d'ailleurs,  on  ne 
peut  pas  obtenir  un  reste  nul  avant  d'avoir  obtenu  un  reste 
égala  I,  puisque  le  diviseur  autre  que  l'unité,  qui  donnerait 
ce  reste  nul,  serait  commun  diviseur  des  deux  nombres. 
Ainsi,  l'on  doit  nécessairement,  après  un  nombre  d'opérations 
plus  ou  moins  grand,  obtenir  l'unité  pour  reste. 

uô.   Yoici  de  nouvelles  applications  de  ce  procédé  : 

_,-.,  j        .       j  -7/-        .      5q2 

Réduire  a  sa  plus  simple  expression  la  fraction  — = — . 

999 

Appliquons  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  aux 

deux  nombres  qgg  et  692  ;  après  avoir  trouvé  le  nombre  le 
plus  grand  qui  les  divise  à  la  fois ,  nous  effectuerons  leur 
division  par  ce  nombre  ;  et  nous  obtiendrons  la  fraction  de- 
mandée. 


999 
407 


5c)2      4^7 
i85  I     37 


i85 
o 


37 


999 
o 


37 


27 


592  i_37 
222  j  16 
o 


On  trouve  pour  plus  grand  commun  diviseur  87  ;  ainsi,  en 
divisant  999  et  592  par  87,  on  a  — pour  la  fraction  -^—  ré- 
duite à  ses  moindres  termes. 

Q  I  2 

Soit ,  pour  nouvel  exemple,  la  fraction  -^ — . 


8072 
336 

8072 

192 

o 


240 
64 


336 
96 


240 
48 


3o':2' 

2 

"96" 
0 


912 

432 

o 


48 

_48 
^9 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  est  ici  48  ;  et  en  divisant  les 


'9 
ve 

lion  réduite  à  sa  plus  simple  expression. 


deux  termes  de  la  fraction  par  48,  on  trouve  -~   pour  la   frac- 


M.  Soit ,  pour  dernier  exemple ,  la  fraction  —4:. 


2 

I 

3 

i5 

j   I 

I 

873 

317 

rî3q 

:8 

5 

3 

0 

289 

5 

28 

3 

2 

1   I 

0 

Le  procédé  coniiuit,  dans  cet  exemple,  à  un  reste  égala  i  ; 
ce  qui  prouve  que  S^S  et  317  sont  deux  nombres  j^remzer* 
entre  eux;  dans  ce  las,  la  fraction  est  dite  irréductible, 
comme  ne  pouvant  être  ramenée  à  une  expression  plus  simple 
au  moyeu  de  la  division  de  ses  deux  termes  par  un  même 
nombre. 

Remarque.  —  A  la  troisième  opération  ,  on  a  obtenu  le 
reste  5,  qui  est  un  nombre  premier  {n*^  ol)  ;  or,  comme  5  ne 
divise  pas  le  reste  précédent  78 ,  on  est  en  droit,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'aller  plus  loin,  de  conclure  que  les  deux  termes 
de  la  fraction  sout  premiers  entre  eux.  En  effet ,  ou  a  re- 
connu ,  dans  la  démonstration  du  procédé  ,  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  nombres,  divise  nécessairement  le 
reste  de  chaque  division.  Ainsi,  5  élant  un  nombre  premier, 
il  doit  arriver  l'une  de  ces  deux  choses  :  ou  bien  5  divise  le  reste 
précédent ,  et  c'est  alors  le  plus  grand  commun  diviseur;  ou 
Lien  il  ne  le  divise  pas,  et  dans  ce  cas,  ni  5,  ni  aucun  nombre 
autre  que  l'unité,  ne  peut  être  un  diviseur  commun  aux 
deux   nombres. 

Eu  général ,  des  qu'on  parvient,  dans  le  cours  des  opérations, 
à  un  reste  que  l'on  sait  être  o.v  îîombre  premier,  si  ce  reste 
ne  divise  pas  le  reste  précédent ,  on  est  certain  que  les  deux 
nombres  proposés  sont  premiers  entre  eux;  et  il  est  inutile  d'al- 
ler plus  loin. 

Kous  reviendrons  {chap.  J'')  sur  la  recherche  du  plus  grand 
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toiumiin   diviseur,  icrlierclie  (jui  est  une  desopciations  les 
plus  inniortanîes  de  rArilliinétique. 

Passons  acluelleiiient  aux  quatre  op(;iations  fondamentales 
sur  les  fractions. 

Addition  des  fractions. 

iîo.  L'addition  des  fiactions  a  pour  but  de  tro\iver  un 
seul  nombre  qui  ait  la  même  valeur  que  plusieurs  fractions 
réunies. 

•  Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  les  fractions  qu'on  doit  ad- 
ditionne)- sont  de  même  espèce  ,  c'esl-ù-dire  ont  même  dé- 
nominateur ;  ou  bien  elles  sont  d'espèces  dilTcrentes  Dans 
le  premier  cas,  on  fait  la  somme  des  numérateurs ,  puis  on 
donne  à  cette  somme  le  dénominateur  commun.  Dans  le  se- 
cond ,  on  commence  par  réduire  les  fractions  au  même  déno- 
minateur, d'après  la  rè;;le  du  n°  47  ,  et  l'on  opère  ensuite  sur 
les  nouvelles  fractions  comme  il  vient  d'être  dit. 

Ainsi ,  la  somme  des  fractions  — ,   — ,   -^  ,  est  éjrale  à    — . 

I I      I I      I I  II 

5        3        '■        4 
De  même,   la  somme  des  fractions    — r  ,    — ^r ,    —a,    —^  ,    est 

23         20         20         20 

.    .    .  i8 
égale  a  _. 

2       3*^ 

Soiennnainlenant  il  ajouter  les  trois  fractions  -,   y?   ^• 

3^,24,12 


64^2  84 
96^  96'  96* 

Après  avoir  réduit  ces  fractions  au  même  dénominateur, 
d'après  la  règle  du  n°  47,  on  fait  la  somme  des  numérateurs  , 
ce  qui  donne  220  ;  puis  on  donne  à  220  le  dénominateur  96 ,  et 

1  on  trouve — -k-  pour  la  somme  demandée, 
qo  ' 

220 
1J6.  Ce  dernier  exemple  conduit  à  un  résultat  — -t-   qui  a 

bcsoii.  d'être  interprété. 
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De  même  qu'il  faut  deux  moitiés ,  trois  tiers,  quatre  quarts, 
cinq  cinquièmes,  pour  former  l'unité  ,  de  même  il  faut  quatre- 
y\xx^i-se\zequaire-vingi-seiziemesT^o\xv  la  former  ;  donc,  autant 

de  fois  220  contiendra  96,  autant  d'unite's  il  y  aura  dans  — ^-. 

Ainsi,  comme  en  divisant  220  par  96,  on  a  pour  quotient  2  et 

220 
pour  reste  28,  il  s'ensuit  que  — -tt-  est  un  nombre  fraction- 

9^ 

.       28        7 
naire  (n°  1)  composé  de  2  unités  plus  une  fraction  ^  ou  -^ 

9b       24 

(en  ôtant  le  facteur  4  commun  aux  deux  termes). 

Eu  général,  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  un  l'ésultat  de 
forme  fractionnaire,  et  tel ,  que  le  numérateur  est  plus  grand 
que  le  dénominateur,  b\o\s^ pour  extraire  Ventier  contenu  dans 
cette  expression ,  on  divise  le  numérateur  par  le  dénomina- 
teur :  le  quotient  représente  Ventier,  elle  reste  est  le  numé- 
rateur de  \a. fraction  qui  doit  être  ajoutée  à  l'entier. 

rs  Ï7.i.5i53.,,         3 

On  trouvera  par  ce  moyen ,  — ^  eeal  ai—:  — =-  erjal  a  lo  -^ 
'■  •'        12  "  12  '   i5    "  10 

1    654  -    1  .     3i 

Réciproquement ,  lorsqu'on  a  un  entier  joint  à  une  fraction, 
pour  en  former  un  seul  nombre  fractionnaii^e,  ce  qui  est  souvent 
utile,  ï\h\xt  multiplier  l'entier  par  le  dénominateur,  ajouter 
au  produit  le  numérateur,  et  donner  à  la  somme  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction  proposée . 

o                  3  fois  5  2  I T  n 

Par  exemple,  3  j  revient  à ^ — plus  -,  ou  à  -^'  ;     '  '  ~^ 

,    1  .  i32     -       7  ,    i3q     _  17     ^  ,     ,  ,  209 

est  égal  a plus  -^ ,  ou  a  — -  ;  o  -7  est  égal  a  — f. 

"         12  -^        12  12         24  24 

Soustraction  des  fractions. 

S7.  La  soustraction  des  fractions  a  pour  but  de  trouver  l'ex- 
cès d^  une  plus  grande  fraction  sur  une  plus  petite. 

Si  les  deux  fractions  ont  même  dénominateur,  on  retranche 
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le  plus  petit  numérateur  du  plus  grand ,   et  l'on  donne  à  la 

différence  le  dénominateur  commun.  Si  elles  n'ont  pas  même 

de'uoininatcur,  on  les  j'  réduit ,  et  l'on  opère  ensuite  comme  il 

Tient  d'être  dit. 

...,ii..  .5.,  6         i_^ 

Ainsi ,  de  —  soit  a  soustraire  —  ,  il  reste  —  ou  -.  De  même, 

12  12  12         2  ' 

de  —7  otez-^,  n  reste  —7  ou  — . 
24         24  24        12 

Soit  maintenant  à  soustraire  -  de-^. 

0       o 

r-ir-  ■  ■  ,       16  21 

Ces  deux  Iractions  reviennent  respectivement  a   — r   et    -  ; 

^  24         24 

5 
ce  qui  donne  —7  pour  leur  difîéience.    On  trouve  pareillc- 

•  j    1    r       •       'Q         ^       i3     .,  63 

ment  que  SI  de  la  traction  -^  on  ote  — ,  il  reste ——. 
20  17  OqO 

On  peut  avoir  iineniicrjointà  une  fraction,  à  retrancher  d'un 
entier  joint  à  une  fraction. 

Par  exemple,  du  nombre  fractionnaire    i3   -7.  .  .^.  .  .77-, 
on  propose  de  retrancher  le  nombre  3  — ^ ^ 

^      ^  l3  02 

^    52 

Pour  effectuer  cette  ope'ration,  l'on  commence  par  réduire  les 
deux  fractions  au  même  dénominateur,  ce  qui  donne  ~    pour 

'  02     ^ 

la  première,  et  ~  pour  la  seconde.   Ensuite,  comme  on  ne 

peut  soustraire  —  àe  ~,   on  emprunte  sur  l'entier    i3  du 
02         02 

u  .  •  ..,.,.  3q 

nombre  supérieur,  une  unité  qu  on  reauit,  avec  ~,    en  un 

seul  nombre  fractionnaire,  et  l'on  obtient  ^,  dont  on  soustrait 
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^,  ce  qui  donne  pour  reste  ^.  Passant  à  la  sor.straclion  des 

entiers  ,  on  regarde  i3  comme  diminué  d'une  unité',  à  cause  de 

l'emprunt  qui  a  été  fait,  et  l'on  dit  :  5  de  12 ,  il  reste  7  ;  donc, 

/p  .      . 

le  résultat  demandé  est  ^  -^  ,  coMime  on  le  voit  ci-dessus. 
02 

58.  Voici  une  question  où  se  trouvent  réunies  une  addition 

et  une  soustraction  de  nombres  entiers  joints  à  des  Taclions  : 

Un  marchand  de  drap  a  vendu  à  dijjé  renies  fois ,  sur  une 

3       2  5 

j)i('ce  d'c'tofje  renferjvcnt  3o  aunes  ■^^.sai'oii:  "'^  -z,q'^;r,  ii'^  —  ; 

J  JJ  J  g'  '     4         3  J2 

//  désire  connaître  ce  qui  doit  lui  rester  de  son  étnjje. 

Il  fera  d'abord  la  somme  des  trois  nombres  d'aunes  vendues; 

n 

puis  il  soustraira  cette  son:me  de  So"  -^  :  le  résultat  de  la  sous- 

0 

traction  doit  représenter  la  longueur  du  reste  de  l'étoffe. 

Pour  plus  de  simplicité,  il  convient  de  disposer  ainsi  l'opé- 
lation  : 

'2  7         21 


5  r 

I  I      — .  .  .  I  .  .  .5 

12 


2b 

12 


24 


28 

10 

20 

12' 

■^ 

2 

I 

Après  avoir  placé  les  uns  au-dessous  des  autres  les  trois 
nombres  à  ajouter,  on  obsc  rve  que  les  fractions  qui  en  font 
partie  jieuvenl  être  réiluites  au  jnème  dénominateur  12.  On 
place  ce  nombre  à  la  droite  ,  un  peu  au-dessus  des  fractions,  et 
on  le  souligne.  Ensuite,  on  écrit  au-dessous  de  12  et  respec- 
tivement sr.r  la  même  ligne  liorizonlaie  que  les  trois  fractions, 
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lesquotiensS,  4,  cl  i  ,  résultant  delà  division  de  laparchacua 
des  dénominateurs  ;  après  quoi  l'on  nudiiplie  les  numérateurs 
de  cls  fractions  par  3,  4>  <^t  i»  ^e  qui  donne  9,  8,  et  5;  on  lait  la 
somme  22  de  ces  trois  nouveaux  numérateurs,   ce  qui  domie 

1  ■    r  ^-  '"   r.  -    '^ 

Dour  la  «omme  des  trois  iraclions,  — ,ou  \  — .  Un  cent —  au- 

ir  12  12  12 

dessous  des  trois  fractions,  et  l'on  retient  i  pour  le  reporter 
à  la  colonne  des  parties  entières  qu'on   ajoute  à  !a  manière 

ordinaire;  il  vient  alors  28  —  pour  la  somme  des  trois  nombres 

12 

d'aunes  vendues. 

On  place  celte  somme  au-dessous  de  3o  ^,  et  l'on  effectue 

0 

la  soustraction   comme  il  a  été  indienne  précédemment,  et  en 

remarquant  que  les  deux  fractions    peuvent  être  réduites  au 

même  dénominateur,  2  fois  12  ,  ou  24. 

On  trouve  enfin  2 aunes  —7  pour  le  reste  de  la  pièce  d'étoffe; 

ce  que  le  marchand  peut  aisément  vérifier  en  mesurant  le 
coupon  restant  des  trois  ventes. 

Mulliplicalion  des  fractions. 

i>9.  La  multiplication  a  en  général  pour  but  (11°  9},  deux 
nombres  étant  donnés ,  de  former  un  troisième  nombre  qui  se 
compose  avec  le  premier  de  la  même  manière  que  le  second 
se  compose  avec  l'unité. 

Cela  posé,  on  distingue  plusieurs  cas  principaux  dans  la 
multiplication  des  fractions.  On  peut  avoir  : 

1°.  Une  fraction  a  ^iCLTipuEr.  par  un  emier. 

Soit ,  par  exemple ,  —  à  multiplier  par  5. 

D'après  la  détlnition  ci-dessus,  puisc[ue  le  multiplicateur  5 
contient  5  fois  l'unité,  il  s'ensuit  que  le  produit  doitètre  égal 

à  5  fois  -^,  ou  doit  être  5  fois  plus  prand  que  -^.   Or,  on  a  vu 
12  ^        *-'  ^       1 2 

;n°4o;  qu'où  rend  une  fraction  5  fois  plus  grande  en  multi- 


8o  [multiplication'  des  fractions. 

V      *                      -     ^                  r     -1     •       1          .      .  5  fois  n  35 

pliant  son  numérateur  pw  5:  il  viendra  ainsi  i  ou  — 

12  12 

pour  le  produit  demande'. 

Donc,  pour  mulliplier  une  fraction  par  un  entier,  il  faut 
mullipli-er  le  numérateur  par  l'entier,  el  donner  au  produit 
le  dénominateur  de  la  fraction. 

Le  produit  —  revient  d'ailleurs  à  2  — ,  comme  on  peut 
12  12'  ^ 

le  voir  en  extrayant  l'entier  contenu  dans  la  fraction  (n°  06). 
On  trouvera  de  même  c|ue  le  produit  de  —  par  29  est  égal 

'       377  ;.      17 

a  —V-  ou    10  — ;. 

24  24 

Soit  encore  à  multiplier  —^ par  c^.  Il  vient  d'abord,  d'après 

la  règle,  ^  pour  le  produit ,  ou  ,  si  l'on  extrait  l'entier,  5  ~  , 
10  10 

.1-       /-  1 
c  est-a-dire  5  -. 
2 

Ce  résultat  pouvait  être  obtenu  plus  simplement  :  car,  pour 
multiplier  -^    par  9 ,  ou  peut  (n"  A'6],  au  lieu  de  multiplier  le 

numérateur  par  9,  diviser  le  dénominateur  par  9,  ce  qui  donne 

Il         _  I 

• —  ou  o  -. 

2  2 

Cette  manière  d'opéier  n'est  applicable  à  l'exemple  propose, 
que  parce  que.  le  dénominateur  est  divisible  par  le  multipli- 
cateur, ce  qui  n'arrive  pas  toujours  ;  tandis  que  larèj^lc  établie 
d'abord  est  toujours  applicable  :  l'usajje  seul  peut  rendre  fami- 
lières ces  sortes  de  simplifications. 

2°.  Un  entier  a  multiplier  par  une  fraction. 

Soit  à  multiplier  12  par  -, 
7 

Puisque,  dans  ce  cas,  le  multiplicateur—  est  égal  à  4  ^oi^ 
le  7*  de  l'unité,  le  produit  doit  être  égal  lui-même  à  4  fois 
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11 

le  ■;*  de  12.  Or,  le   7*  de    1?.   revient  (n°  44)  à  —  ;  et  pour 

j 
prendre  ce  nombre  4  fois,  ou  pour  obtenir  un  nomlîre  4  fois  plus 

grand  que — -,  il  suffit  (n°  4i5)  de  multiplier  le  numérateur 

âS  6 

par  4;  <>"  obtient  alors    —  ou  6  -  pour  le  produit  demande'. 
7  /■ 

Donc ,  jj  ou  r  muUiplier  un  entier  par  une  frac  lion ,  il  faut 

multiplier  l'entier  par  le  numérateur,  et  donner  au  produit  le 

dénominateur  de  la  fraction  ^  on  peut  ensuite  extraire  l'entier 

s'il  y  a  lieu. 

n  2o3  3 

Ainsi ,  le  produit  de  29  par  ^  est  égal  à  -h-  ou  25  5.  De 

o  00 

^  1     •       1  /  5  ,       1     ,      120  ,      , 

même  ,  le  produit  de  24  par  ^  est  égal  a  -77-  ou  20  ;  résultat 

qu'on  trouverait  encore  en  divisant  d'abord  24  par  6  ,  ce  qui 
donnerait  4,  et  multipliant  ce  résultat  par  5.  Mais ,  nous  le  ré- 
pétons, ces  simplifications  ne  sont  pas  toujours  possibles. 

3°  U.VE  FRACTION'  A  MULTIPLIER  PAR  UNE  FRACTÎOX. 

c  .    .        ,  .  7-     3         5 

Scit  a  multiplier -j  par -, 

4  o 

Le  raisonnement  est  analogue  à   celui  du    cas  prccédenl: 

5 
puisque  le  multiplicateur  -^tst  ég.al  à  5  fois  le  8'^  de  l'unité,  le 

o 

produit  doit  être  lui-même  égal  à  5  fols  le  8*  du  multipli- 

3  3 

cande -;  ;  or,  pour  prentlre  le  8^  de-;,  il  faut  (n°  4o)  multi- 

4  4 

3 

plier  le  dénominateur  par  8,  ce  qui  donne  ~  ;  et  pour  cbteair 

3      . 
ime  fraction  5  fois  plus  grande  que  — ,  il  faut  multiplier  le 

i5 
numérateur  par  5;   ce  qui  donne  enfin  -^  pour  le  produit 

demandé. 

Donc  ,  pour  muUiplier  une  fraction  par  une  fraction ,  mul- 
tipliez numérateur  par  numérateur  et  dénominateur  par  dcno* 

6 
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minaleur  •  puis  donnez  le  second  pivduit  peur  dénominateur 

au  premier. 

"5  35 

Ainsi ,  le  pioduii  de  -'-  par  -^  est  eVal  à  — .  De  même  ,   le 
12  ■       b  72 

produit  de  -^  par  -  est  égal  à  -r^,  ou,  réduction  faite,  à  -. 

60.  N.  B.  —  Dans  les  deux  cas  pvccédens ,  le  produit  est 
toujours  plus  petit  que  le  multiplicande;  cl  cela  doit  être  , 
puisque  roperatiou  revient  rcelieuient  à  prendre  du  multipli- 
cande une  partie  indiquée  par    Infraction  multiplicateur. 

61.  Enfin,  les  deux  facteurs  de  la  multiplication  ,  ou  l'un 
des  deux  ,  peuvent  être  des  entiers  joints  à  des  fractions  ^  mais 
on  ramène  facilement  ces  nouveaux  ras  aux  précédens. 

2  n 

Soit ,  par  exemple,  à  multiplier  "^  -  par  5  ^. 

23         4- 
Ces  nom]>res  reviennent  respectiveuîent  (n°  o6j  à  ---  et  -—  ; 

0  o 

eflectuantla  muîtiplicaiion  d'après  la  rè^le  ci-dessus  ,  ou  ob- 

1   .      1081  ,  ,„   1 

lient  pour  produit,  — y-,  ou,  extrayant  les  entiers,  45  —.. 

On  pourrait  encore  effectuer  la  multiplication  par  parties, 

2  7 

c'est-à-diie  multiplier  d'abord  7  par  5,  -  par  5,  7  pTi'ir,  et 

%         n        .      .  -,   .  . 

-  par  ^,  puis  ajouter  ces  quatre  produits  ;  mais  cette  opération 

serait  beaucoup  plus  longue. 

Division  des  fractions. 

'62.  La  division  a  pour  but  (n"  29)  :  étant  donnés  un  produit 
de  deux  facteurs  et  l'un  de  ces  facteurs  ,  déterminer  l'autre. 
Il  résulte  évidemment  de  cette  définition  et  de  celle  de  la 
multiplication  (n°  o9) ,  que  le  premier  nombre  ,  appelé  divi- 
dende,  se  compose  avec  le  troisième,  appelé  quotient,  delà 
même  manière  que  le  second,  nommé  diviseur,  se  compose  avec 
l'unité. 

Gela  «osé,  dans  la  division  comme  dans  la  multiplication  de* 
^actions^  il  se  présente  trois  cas  ini;  cipaux.  On  peu  avoir  : 


DIVISION    DES   FRACTIONS.  i^3 

1°.   A  DIVISER  U\E  FRACTION  PAR  UN  ENTIER. 

5 

Soil,  par  exemple ,  la  fraction  -  à  diviser  par  6. 

7 

Puisque  le  diviseur  6  est  e'gal  à  6  fois  l'unité,  il  s'ensuit  (juc 
le  dividende-  doit  être  égal  à  6fois  le  quotient  cliercLé  ;  ou,  ce 

5 

qui  revient  au  même,  le  quotient  doit  être  le  6^  de  -.  Or,  pour 

prendre  le  6*  d'une  fraction,  ou  pour  obtenir  une  fraction  G  fois 

plus  petite,  il  faut  (u''4o)  multiplier  le  dénominateur  par  6; 

5  5 

ainsi ,  l'on  obtient  rr-r-. — ,  ou  7-,  pour  le  quotient  deuiandé. 
5  lois  'j       42 

Donc  ,  pour  diviser  une  fraction  par  un  entier,  multipliez 
le  dénominateur  de  la  fraction  par  l'entier,  en  laissant  le  nu- 
mérateur tel  qu'il  est. 

...      1 1    1     ■    ,  01  II  •  2*3     ...    , 

A:nsi ,  —  divise  par  o  donne  —^  pour  quotient  ;  —   divise 


par  12  donne 


23 

36o" 


Le  quotient  de —^  par  D  est —^  ;  mais  on  peut  encore  elicc- 

tuer  la  division  de  -^  par  6  en  prenant  le  6^  du  numérateur, 

ce  qui  donne  -^;  résultat  auquel  se  réduit  d'ailleurs  —^  lors- 
qu'on supprime  le  facteur  6  commun  aux  deux  termes. 

2".  A  DIVISER  UN  ENTIER  PAR  UNE  FRACTION. 

Soit  à  diviser  1 2  par  -. 
9 

De  ce  que  le  diviseur-  est  égal  à  "j  fois  le  9^  de  runitc,  il 

résulte  que  le  dividende   12  est  aussi  égal  à  7    fois  le  9''  du 

quotient  cKercbé.  Donc  ,  en  prenant  le  7''  de  12  ,  ce  qui  donne 

1 2 

■ — ,    on  aura  le  9^  du   quotient  ctierclié  ;    et  pour  obtenir  ce 
1 

6.. 
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quotient  lui-même,  il  suffit  de  prendre  9  fols  — ,    ce    qui  se 

fait  en  multipliant  le  numérateur  par  g;  et  l'on  obtient  ainsi 

Q  fois  12         io8  1,      .  ^3 

^ ou ,  ou,  extrayant  l  entier,  i5  -. 

7.  7  _  7 

Donc,  jjour  di\'iser  un  entier  par  une  fraction  ,  il  faut  mul- 
tiplier l'entier  par  le  dénominateur,  diviser  le  produit  par  le 
nume'rateur,  et  extraire  l'entier  s'il j'-  a  lieu. 

Observons  que  puisqu'il  faut  prendre  le  7^  de  12,  et  mul- 
tiplier le  résultat  par  g,  cela  revient  à  multiplier  12  par  -, 

7 
ainsi,  l'on  peut  encore  dire  que,  pour  diviser  un  entier  par  une 

fraction,  il  faut  multiplier  l'entier  par  la  fraction  diviseur 
renversée.  {Vojez  le  n"  o9,  2^) 

3°.  A  DIVISER  UNE  FRACTION  PAR  UNE  FRACTION. 

.  ■    ^    ,-  ■       3  8 

Soit  a  diviser  -  par  — . 
5  -^         II 

o 

Le  i'ai80ïic«meîit  est  semblable  a»  précédent.  Le  diviseur  — 

n 

3 
étant  épal  à  8  fois  le  1 1*  de  l'unité,  le  dividende  -^  doit  aussi 
^  5 

3  3 

être  égal  à  8  fois  le  1 1"  du  quotient  ;  donc  le  8^  de  ^,  ou  y- , 

3  33 

est  le  II*  du  quotient  :  et    11   fois  7-,  ou-r-,   est  le  quotient 

cherché. 

Donc ,  pour  diviser  une  fraction  par  une  fraction  ,  il  faut 
muhivlier  le  numérateur  de  la  fraction  dividende  par  le  dé- 
nominateur de  la  fraction  diviseur ,  puis  le  dénominateur  de 
la  fraction  dividende  par  le  numérateur  de  la  fraction  diviseur, 
et  donner  le  second  produit  pour  dénominateur  au  premier  ;  ou 
bien,  en  termes  plus  simples,  multiplier  la  fraction  dividende 
par  la  fraction  diviseur  renversée.  {T'''ojez  le  n°  iîO,  3"*.) 

3  ,.  .    -         5         .        ,3        T  .  ,.  ,         T  1 

Ainsi ,  -.  divise  par  - ,  revient  a  -.  multiplie  par  >  »  et  donne 


4 ^      ^     5 


.    1       21  I 

pour  résultat  —  ,  ou  i  — . 

•^  20  20 


APPLICATIOX   DES   DEUX   RÈGLES   PRÉCÉDENTES.  85 

23  ,.  .   ,         i3        .     ^  ,  23       ,  .  ,. ,         i5 
De  même,  v  divise  par  -^,  revient  a—  multiplie  par  —  , 

et  donne  pour  résultat  ^,  ou,  plus  simplement,  ;^  (parce  que 

i5  est  facteur  commun  aux  deux  termes). 

Enfin  ,  si  l'on  avait  un  entier  joint  à  une  fraction,  à  diviser 
par  un  entier  joint  à  une  fraction,  on  réduirait  les  entiers  en 
fractions ,  et  l'on  opérerait  comme  il  vient  d'être  dit. 

3         .   .  2 

Soit ,  par  exemple ,  \i  -,  à  diviser  par  6  -x, 

L[  o 

^        ,  .  .  .  ,   5l        20 

Ces  deux  nombres  reviennent  respectivement  a  -r  et  —  ; 

d'où,  effectuant  la  division  comme  précédemment,  on  déduit 

i53  73 

pour  quotient, -pr—,  ou  i  j^, 

*■  bo  OO 

De  même  ,  4  -^  divise  par  i5  p;,  donne  pour  cruotient    „   ^: 
II  ^  o  ^  ^  1075 

63.  N.  B .  —  Toutes  les  fois  que ,  dans  la  division,  le  divi- 
seur est  une  fraction  ,  le  quotient  est  plus  grand  que  le  divi- 
dende ;  car  ce  quotient  résulte  de  la  multiplication  du  divi- 
dende par  le  diviseur  renversé,  lequel  devient  alors  un  nombre 
plus  grand  que  l'unité. 

64.  Appliquons  à  quelques  questions  les  règles  de  la  multi- 
plication et  de  la  division  des  fractions. 

2 

I.  Uaune  d'une  certaine  étoffe  coule  ^'^  francs  ^y  on  de- 
mande le  prix  de  12.  aunes  ^. 

o 

Puisqu'une  seule  aune  coûte  4;^^»   ^^  ^st  clair  que   12"^ 

o  o 

doivent  coûter  12  fois  4?^  p,  plus  les  ^  de  4/^1;  c'est-à-dire 

qu'il  faut  multiplier  47  :=;  par  12^  ;  le  produit  exprimera  alors, 
o  o 

«n  francs ,  le  prix  demandé. 
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'2.  1  2û  T 

Or,  47    7  multiplié  par  12  ^,  revient  à  -~  multiplié  par 

io3         ,  1   .    2441'  -1,  -1 

-r^,  et  donne  pour  produit  —7! — ,ou.sil  on  ex  trait  les  entiers, 
o  4^ 

610  -7—.  Ainsi,  le  pi-ix  demandé  est  ôicJ^  -;—. 

49-  40 

II  7 

Pour  faire  la  preuve ,   on  pourrait  diviser  610  -^  par  12  ^  , 

et  Ton  devrait  retrouver  4;  ^;  mais  il  est  plus  simple  (n°  43) 


5 


2 


de  doubler  47  ^  et  de  prendre  la  moitié  de  12  ^. 

2  A  .  .  T  >   7 

Le  double  de  in  7=  est  q4  7:;  la  moitié  de  12  ^  est  6  -„. 
^'5^5  8  16 

/  4        1  •   1-  .         /♦    7  •        .4';4        T  •  T  '         io3 

Or  ,  94  ^  multiplie  par  o  -^,  revient  a^^— ^  multiplie  par — p-, 

,  ,     .     48822  „  1       T        •  „        22 

et  dounç  pourproduit  -^^ — ,  ou, etiectuantla division, oiopr-  , 
^        ^  00  00 

ou,  simplifiant,  610  -r-- 

^  4° 

5 

II.  Une  personne  a  acheté  2.3  aunes  —  d'une  certaine  étoff^c 

pour  la  somme  de  '^^5  francs  — ;  on  demande  combien  elle  a 

diî  pajer  l'aune  de  cette  étoffe. 

5 
Le  prix  de  l'aune  étant  connu,  si  on  le  multipliait  par  23  —  , 

on  devrait  retrouver  745-^  —  ;  donc,  pour  obtenir  le  prix  de- 

i3  5 

mandé,  il  faut  diviser  7^5  —  par  23  — . 
'^    20  ^  12 

„        ,_  i3   ,.  .  ,  „  5  .        ,   i4qi3  ,.  .   ,        281 

Or,  745  —  divise  par  23  — ,  revient  a  —— —  divise  par , 

'^20  ^  12  20  -^12 

,  ,    ,         12  fois  i4qi3  178066 

et  donne  pour  résultat,  —-. — ^^^r—    ou  -',.  — :    extradant 

*■  20  fois  201  0020 

1.      -  ,   •       ,    4^36 

1  entier,  on  obtient  3i  ^ — , 

J030 
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Ainsi,  loprix  de  l'aune  est  o\  francs  plus  ^j^  de  franc. 

Pour  la  vérification,  il  sufïit  de  doubler  les  deux  termes  de 
la  division  (n"^  43):  le  quotieiit  ne  doit  pas  changer. 

,33  5 

Le  double  de  745  —  est  i/ioi   — •  le  double  de  23  —    est 
'20  -^      10  '  12 

5 
6- 


46  z. 


_.  .  ,3        i4c)i3         ,^5       281 

Divisant  i4qi  —  ou— ^^^ — ,  par  40  ;^  ou -7^- ,  on  a  pour  ouo- 
•^10         10       ^o         o  "^  * 

.       80478  „      .        ,     2368 

lient-  ,'^^,  ou,  extrayant  i  entier,  oi   —r-. — . 

2810  •'  2810 

Cette   dernière   fraction    n'est  autre  que   la    fraction  — — 

obao 

dont  les  deux  tenues  sont  divisés  parle  facteur  commun  2, 
Des  fractions  de  fractions. 

60.  A  la  multiplication  des  fractions  se  rattache  une  autre 
espèce  d'opération,  connue  sous  le  nom  de  règle  des  fractions 
de  Jractions. 

Pour  donner  une  idée  nette  de  cette  opc'ation  ,  supposons 
5 
d'abord  que  de  la  fraction-  on  ait  à  prendre  une  partie  indi- 

3  2  5 

queepar-  ;  en  d'autres  termes,  que  l'on  cherche  les-  de  ~. 

Comme,  pour  résoudre    cette    question,   il    faut   prendre 

5  .    .      5 

deux  fois  le   tiers  de  -,  cela  revient  Tu"  o7  )  à  nuiUiplie»  - 

1  1 

2  .  . 

par  -,  ce  qui  se  fait  (n°  o9)  en  multipliant  miméralenr  par 

numérateur  et  dén'^^vinateur  par  dénominateur  ;   on  obtient 

.    .  jo  ,2       5 

amsi  — •  potir  les  -         -. 
21   ^  3         7 

Maintenant,  supposons  que  de  la  nouvelle  fraction^iWH.  q\v 
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_8_ 
i3 


Q 

veuille  prendre  une  partie  indique'e  par  --,  auquel  cas  la  ques- 


8         2       5 
lion  aura  réellement  pour  objet  à.e prendre  les  —-  des  -       -. 

i3        o        "j 

^  1       •    1      8    ,    lo    .,  _  ,  .  ,.      lo         8 

Or,  Dour  obtenir  les  — r  de  — ,  il  laut  muitinuer  —  par  -r, 

^  l3         21  ^  21    ^        ï3 

ce  qui  se  fait  en  multipliant  entre  eux,  d'une   part  les  deux 

numérateurs ,  et  d'autre  part  les  deux  dénominateurs  ;  on  ob- 

1         So  -8,2-5 

lient  alors  ■ — -   pour  les    — r  des    -  de  -. 
270  i3  3         7 

/^  1»  1      1       3    ,      80        , 

On  peut  encore  ,  si  1  on  veut ,  prendre  les  —  de  — ^,  c  est- 
^  '■  II         278 

»    T  1  ■   T         80  3  ,  ,     ,  240 

a-dire  multiplier    — :r  par   —  :  et  le  nouveau  résultat    _      _ 

■^  270  '■        1 1  3oo3 

1      3    j       8    ,      2,5 

représentera  les  —  des   -^  des  —  de  -. 
*  I I  i3  3         7 

2         3 
Soit  proposé ,  pour  second  exemple,  de  prendre  les  -  des  y 

des  3  des  -   de  12. 
8  7 

D'abord,  prendre  les  -  de  12  revient  à  multiplier  12  par  -, 
1  7 

ce  cîui  donne  -^— . 

*!         6  5 

Prendre  ensuite  les  ^^  des  -  de  12  revient  à  prendre  les  ^ 

87  o 

de  -^,  ou  à  multiplier  -^  par  g,  ce  c|m  donne  -^. 

Prendre  les  -,  des rj  des-  de  12  revient  à  prendre  les     -  de 

407  T- 

36o  ,  .  -.      36o         3  .  ,  1080 

-g-,  ou  à  multiplier  -^  par  7,  ce  qui  donne  -^. 

0  /r  c 

En^m,  pour  obtenir  les  -des  -  des  -des  -  de   12,  il  faut 
'1  5        4        "         7 

inoltipUer   -^  pai"  3  ;  et  1  on  obtient   g—. 
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Extrayant  l'entier  contenu  dans  ce  re'sultat ,  on  a  3  j^  , 

3 

ou,  viiduisant  la  fraction,  3  —t. 

ï4 

Pour  peu  qu'on  refle'chisse  sur  la  inaiche  qui  vient  d'être 
suivie  ,  on  voit  que ,  pour  prendre  des  fractions  de  fractions ,  il 
faut  multiplier  les  numérateurs  entre  eux ,  en  faire  de  mêm.e 
des  dénominateurs ,  et  donner  le  second  produit  pour  dénomi^ 
naleur  au  premier.  Si  l'on  a  à  prendre  des  fractions  de  fractions 
d'un  nombre  entier,  comme  dans  le  second  exemple,  il  faut 
mettre  cet  entier  sous  la  forme  d'une  fraction  en  lui  don- 
nant I  pour  dénominateur,  et  appliquer  la  règle  qui  vient 
d'être  établie. 

Problème.   —    Gn    demandait    à   un  arithméticien   quelle 

3  5         « 
heure    il    était.     Il    répondit  :  îl   est   les  -  des  Ti  des  —   des 

4  o.         12 
/? 

—  de  24  heures.  —  Quelle  heure  était-il? 

7 

Pour  résoudre  cette  question,  écrivez  sur 

une  première  ligne  horizontale  tous  les  nu-  3,5,  7 ,  6 ,  24 
mérateurs,  y  compris  l'entier,  et  sur  une  4?  ^3  ^2,  7,  i 
seconde  ligne  ,  tous  les  dénominateurs. 

Cela  posé ,  faites  le  produit  des  nombres  de  la  première  ligne 
et  celui  des  nombres  de  la  seconde  ligne ,  puis  divisez  le  pre- 
mier produit  par  le  second  ;  vous  obtenez -^  pour  résultat; 

*  '^  201D  ^ 


,,      .                                    1000  .-,   . 

extrayant  1  entier,    vous  avez   7    >,,  ou  réduisant,    7 


Donc  il  était  7  heures  -. 
2 

On  peut  toutefois  simplifier  l'opération  en  observant  que, 
comme  7  doit  évidemment  être  un  facteur  commun  au 
produit  des  numérateurs  et  à  celui  des  dénominateurs,  rien 
n'empêche  de  supprimer  ce  fadeur  avant  d'effectuer  les  mul- 
tiplications ;  il  en  est  de  même  du  facteur  6,  du  facteur  12 
qui  ,.se  trouvant  au  nombre  des  dénominateurs,  se  trouve  aussi 
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dans  9.4  ;  on  peut  encore  supprimer  le  fadeur  2,  qui ,  étant  le 

quotient  de  ^4  ^^^'  ï2,  se  trouve  dans  le  dénominateur  4. 

Il  vient  alors,   après  la  suppression  de  tous  ces   facteurs, 

3  fois  5         i5  j 

— — —  ou   —  ou  7  -,  comme  on  l'a  trouvé  plus  haut. 
2  2  '  2  ^ 

Mais  ces  sortes  de  simplificalions  demandent  beaucoup  d'ha- 
bitude et  d'altention,  tandis  que  la  rèp,le  établie  précédem- 
ment est  générale  et  conduit  au  même  but. 

Autres  applications .  —  Les  -  des  -7  d'un  nombre  forment  les 

3         q 

—  ou  la  moitié  de  ce  nombre.  De  même,  le  tiers  du  cinquième 
12  ^ 

d'un  nombre  est  éf>al  à  — ^  de  ce  nombre;  la  moitié  des  -  est 
i5  4 

égale  aux  ^  ,  etc..  . 
o 

66.  Observation  générale  sur  les  fractions.  —  Il  résulte  évi- 
demment de  la  nature  des  procédés  établis  pour  le  calcul  des 
fractions,  que  les  quatre  opérations  fondamentales  eifectuées 
sur  cette  sorte  de  nombres,  savoir  :  l'addition,  la  soustrac- 
tion, la  multiplication,  et  la  division,  se  réduisent  toujours, 
eu  dernière  analyse,  aux  mêmes  opérations  effectuées  sardes 
nombres  entiers. 

Ainsi,  par  exemple,  l'addition  et  la  soustraction  des  frac- 
tions se  ramènent,  par  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur,  à  l'addition  et  à  la  soustraction  de  leurs  nu- 
mérateurs. 

De  même ,  la  multiplication  s'effectue  en  multipliant  les 
numérateurs  entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux.  La 
division  rentre  dans  la  multiplication,  dès  que  l'on  a  ren\>ersé 
la  fraction  diviseur. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  principes  établis  n°'  2o...  28, 
sur  la  multiplication  des  nombres  entiers,  sont  également  appli- 
cables aux  fractions  ;  c'est-à-dire  que,  1°  multiplier  une  frac- 
tion par  le  produit  de  plusieurs  autres ,  revient  à  multiplier  la 
première  fraction  sjicccssivemcnt  par  chacun  des  fadeurs  du 
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produit;  a°  le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  Jraclions  est  le 
même,  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  leur  mullipUcalion. 
Enfin,  on  peut  appliquer  aux  fractions  toutes  les  proposi- 
tions établies  n°  45  ,  sur  les  chan»^cmens  qu'éprouve  le  produit 
d'une  multiplication  ou  le  cjuoliciit  d'une  division  ,  lorsqu'on 
l'ait  subir  certains  chanpcniens  à  l'un  des  ternies  de  l'opcratiott 
que  l'on  a  en  vue  d'effectuei". 

x'K/K  \v\'V^vvvvv\\v\^wx\\».\\^>v\\vwvv\'v^\\\v^.v\v^■^wvvv\\^'v^^A■\^'V\^v^^'v\xv\^\v\\\^•v\^\\v\\>^^v 


CHAPITRE    III. 

Des  nombres  complexes. 

67.  Ce  chapitre  et  ic  suivant  ne  sont,  en  quelque  ?orte  , 
qu'une  extension  du  second,  puisqu'ils  ne  renferment  qr.e 
des  applications  de  la  tliéorie  générale  des  fractions  à  des 
questions  dans  lesquelles  on  considère  des  fractions  d'une  es- 
pèce particulière. 

La  théorie  des  nombres  complexes,  ([ui  fait  l'objet  de  celui- 
ci,  a  perdu,  il  faut  l'avouer,  un  peu  de  son  importance,  de- 
puis rétablissement  du  Système  décimal  des  poids  et  mesures. 
Cependant,  nous  avons  cru  devoir  l'exposer  avec  autant  de 
développement  qu'on  lui  en  donnait  dans  les  anciens  ouvrages, 
parce  que  nous  la  regardons  comme  très  propre  à  familiariser 
les  jeunes  gens  avec  la  considération  des  fractions  ,  et  à  leur 
donner  cette  habitude  de  calcul,  qu'on  ne  saurait  trop  leur 
recommander  de  travailler  à  acquérir  (*).  D'ailleurs,  la  com- 
plication des  calculs  que  cette  théorie  comporte  ne  feia 
que  mieux  ressortir  l'avantage  du  nouveau  Système  des  poids 
et  mesures  sur  l'ancien. 


(*)  Il  existe  une  autre  raison  puisce  dans  la  considcriuion  ili.s  mesarts 
t'trjJHgèrfs,  (le  la  division  du  temps,  etc. 
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On  a  déjà  vu  (n°  8)  que,  pour  évaluer  les  quantite's  plus 
petites  que  Vunilé principale  ,oi\  conçoit  cette  unité' divise'e  en 
un  certain  nombre  de  parties  e'gales  qu'on  regarde  elles-mêmes 
comme  formant  de  nouvelles  jinik's.  Mais  afin  de  rendre  les 
calculs  plus  commodes,  au  lieu  de  partager  tout  d'un  coup 
l'unité  en  un  grand  nombre  de  parties  égales,  on  ne  la  divise 
d'abord  qu'en  un  certain  nombre  départies;  puis  on  subdi- 
vise celles-ci  en  d'autres  ,  et  ces  nouvelles  encore  en  d'aiitres 
parties.  C'est  ainsi  que,  pour  les  monnaies,  on  partageait 
autrefois  la  livre  en  20  parties  égales  appelées  sous,  le  sou  en 
12  parties  égales  appelées  «fenzerj.  De  même,  l'unité  de  lon- 
gueur, ou  la  loisc  ,  était  divisée  en  6  pieds,  le  pied  en  douze 
pouces  ,   etc. . . . 

Chaque  art  subdivisait  à  sa  manière  l'unité  principale  qu'il 
s'était  choisie  (*).  Voici  un  tableau  qui  présente  les  subdi- 
visions des  unités  principales  de  ces  diiïérentes  sortes  de  quan- 
tités : 

Pour  les  monnaies . 

63,  La  livre  vaut  20  sous ,  le  sou  12  deniers  •  donc  la  livre 
vaut  12  fois  20  ,  ou  240  deniers. 

On  dit  encore  que  le  sou  est  la  20*  partie  de  la  livre ^  le  de- 
nier est  le  12^  du  sou  ,  ou  la  240®  partie  de  la  livre. 

Pour  les  longueurs. 

La  ioise  vaut  6 pieds,  le  pied  11  pouces,  le  pouce  13  lignes; 
donc  la  toise  vaut  12  fois  6,  ou  'jt.  pouces ,  12  fois  ^2,  ou 
864  lignes. 

Ou  bien  ,  le  pied  est  le  6'  de  la  toise  ;  le  pouce  est  le  12^  du 
pied,  ou  le  72*  de  la  toise  ;  la  ligne  est  le  12*  du  pouce,  ou 
la  864'  partie  de  la  toise. 

Pour  les  mesures  itinéraires. 
La  lieue  vioyenne  vaut  225o  toises;  elle  se  subdivise  en  de- 
mies ,  en  quarts ^  et  en  demi-quarts  ou  huitièmes  de  lieue. 

(*)  P^ojrez ,  pour  IMiistoirc  et  rorigincde  ces  sortes  de  mesures^  un  ouvrage 
de  M.  Saiset,  ayant  pour  lilic  :  Traité  de  Métrologie  ancienne  et  moderne. 
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Pour  les  poids. 

La  Iwre  vaut  2  marcs ,  le  marc  8  onces ,  l'once  8  gros ,  le 
gros  'ji  grains  ;  donc  la  livre  poids  vaut  8  fois  2  ,  ou  16  onces , 
8  fois  16,  ou  128  gros ,   72  fois  128  ,  ou  9216  grains. 

Ou  bien  encore,  le  marc  est  la  moitié'  de  la  livre  poids j 
y  once  est  le  8^  du  marc  ou  le  16*  de  la  livre;  le  gro.y  est 
le  8*  de  l'oz/ce  ou  la  128*  partie  de  la  livre;  le  gra^'/z  est 
le  72"  du  g-705  ou  la  9216*  rarlie  de  îa  livide. 

Pour  le  temps. 

Le  jour  se  subdivise  en  24  heures,  l'iieure  en  Go  minutes,  la 
minute  en  60  secondes,  la  seconde  en  60  tierces.  L'année  est 
de  365  jours,  (ou  de  366  dans  les  années  bissextiles). 


Ou  appelle  nombre  complexe  tout  nombre  concret  (n°2)  qui 
estde'composéen  plusieurs  parties  rapportées  respectivement  à 
des  unités  diftc'rentes  ;  et  par  opposition ,  celui  qui  est  rapporté  à 
une  seule  espèce  d'unité,  s'appelle  nombre  incomvlexe.  Ainsi, 
i3*  ir^J-  gSv,  25T  [^  rj?  6',  41  îb  i"^  f"'  5?  I7^^...  sont  des 
nombres  complexes;  8  livres  ,  17  toises,  23  grains,...  sont  des 
nombres  incomplexes. 

69.  Nous  commencerons  la  théorie  des  nombres  complexes 
par  le  développement  de  deux  opérations  qui  lui  sont  particu- 
lières, etqui  peuveutètre  regardées  comme  servant  de  base  aux 
quatre  opérations  principales.  La  première  a  pour  objet,  un 
nombre  comjilexe  étant  proposé,  de  le  convertir  en  un  seul  nom- 
bre fractionnaire  de  l'unité  principale;la.  seconde,  étant  donnée 
réciproquement  une  expression  fractionnaire  d'une  wii  té  prin- 
cipale quelconque  ,à^ en  déduire  le  nombre  complexe  qu'elle 
représente. 

1°.  Soit  17^  5^  7P  n'  «  réduire  en  u?i  seul  nombre  fraction- 
naire de  toise. 

li  est  clair  f[ue,  si  l'on  parvient  à  déterminer  le  nombre  de 
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lignes  que  comprend  le  nombre  propose',  il  suffira  ensuite  de 
donner  le  nombre  864  pour  dénominateur  au  résultat,  puis- 
que ,  d'après  le  tableau  (n°  68  )  ,  la  ligne  vaut  g-7  de  toise. 

Réduisons  donc  le  norabrc  proposé,  en  lignes. 

D'abord  ,  puisque  la  toise    vaut  6  170711 

uieiis,  on  réduira  en  pieds  17"^  5^  en  

muliipliant  17  par  b,  et  ajoutant  au  ^^ 

produit  les  5  pieds  que  l'on  a  déjà  ;  on  -—^ 

obtient  ainsi  107^  poui- résultat.  j2 

Maintenant,  commelepied  vaut  12P,  i55o3 

on  réduira  en  pouces  107^7?  en   mul- 
tipliant   107  par   12  et  ajoutant  7  au  produit;  ce  qui  donne 

1291?. 

Enfin  ,  puisque  le  pouce  vaut  1 2  lignes,  il  suffit,  pour  réduire 

1291''  II'  en  lignes,  de  multiplier  1291  par  12  et  d'ajouter  ir 

au  produit ,  ce  qui  donne  i55o3  lignes  pour  le  nombre  total  de 

îijjnes  que  contient  le  nombre  17"^  5^  7P  11'. 

►  -  „ ,    1  .         •  or '  1    •        i55o3 

Donnanldoncà  i5do3  ledenominateurooA,  onobtient    ^„  .  ■ 

004. 

de  toise  pour  le  nombre  demandé. 

2\'.  B.  — Dans  cette  opération,  nous  avons  été  conduit 
<leux  fois  à  multiplier  par  12.  En  général,  la  multiplication 
par  le  facteur  12  est  très  fréquemment  employée  dans  la 
tliéorie  des  nombres  complexes  ;  et  il  faut  savoir  multiplier  un 
nombre  par  12,  comme  on  le  multiplierait  par  un  nombre 
d'un  seul  cbiffre.  Toutefois,  en  attendant  que  la  mémoire  soit 
assez  exercée,  ou  peut  faire  usage  d'une  1  ab le  de  multiplie a~ 
lion  (n°  18)  ,  étendue  jusqu'à  12  inclusivement. 

L'exemple  précédent  suffit  pour  mettre  au  fait  de  la  marcIie 
qu'il  faut  suivre  pour  effectuer  la  première  opération. 

Voici  en  quoi  elle  consiste  :  multipliez  d'abord  le  nombre 
d'unités  principales  que  renferme  le  nombre  complexe  , par  le 
nombre  des  unités  de  la  plus  haute  subdi\>ision,qui  entrent  dans 
l'unité  ])rincipale ,  et  ajoutez  au  produit  les  unités  de  cette 
subdivision  ,  que  vous  avez  dcjà. 
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Multipliez  le  résultat  ainsi  obtenu  par  le  nombre  d'unités 
de  la  seconde  subdivision ,  que  renferme  la  première ,  et  ajou- 
tez au  produit  les  unités  de  la  seconde  subdivision ,  que  tous 
avez  déjà. 

Multipliez  le  nouveau  résultat  par  le  nombre  d'unités  de 
la  troisième  subdivision ,  que  renjermc  la  s^-conde ,  et  ajoutez 
au  produit ,  etc...;  contliuicz  ainsi  l'opciation  jusqu'à  ce  que 
vous  soyez  parvonu  à  la  dernière  subdivision. 

Donnez  enfin  pour  dénominateur  ou  dernier  résultat ,  le 
nombre  d'unités  de  la  plus  petite  subdivision ,  que  coniient 
Vunité  principale ,  noinijre  qui  se  tiouve  couipsis  clans  le 
tableau  (u"  68). 

6,5 

70.  1°.  Soit  le  novibre  fractionnaire  — —  de  toise  à  réduire 

16 

rn  u7i  nombre  complexe. 

Ou  commence  par  diviser  6i 5  par  6i5  \  aS 

9.3  couime  à  l'ordinaire,  ce  qui  clonne  i55  i     oT'VKv  i    ■i 

pour  quotient   26  et  pour  reste  i-^  \  i^j              '           "** 

ainsi ,   l'on    peut    déjà    dire    que    le  6 

nombre  proposé  est  égal  à  26^ plus  —i  1 02 

"^  10 

de  toise.  Mais  puisque  la  toise  vaut  j^ 


I  "  

G  pieds,   il  s'ensuit  que  — ^  de    toise  120 

20  5 

reviennent  à  — ^  de  6  pieds,  c'esL-à- "'^  ^^ 


23 


60 


^.,^    «      6  fois   17  .      102     ,  , 

dire  (n°  60)  a    „ — -  ou  a  — -  de  14 

2i  23 

pied;  et  autant  de  fois  102  contiendra  28,  autant  de  pieds  on 
aura  au  quotient.  D'où  Ton  voit  que,  parvenu  au  reste  17, 
pour  obtenir  des  pieds,  on  doit  multiplier  17  par  6  et  diviser 
le  produit  102  par  28;  on  obtient  ainsi  pour  quotient  4^ 
et  pour  reste   10^  :  le  nombre  proposé  est  donc  e'f^al  à  26"^  4^ 

plus  --  de  pied. 

En  raisonnant  sur  cette  nouvelle   fiaction   comme  sur  la 


96  OPÉRATIONS    PRÉLIMINAÏRES 

précédente  ,  on  verra  que  ,  pour  la  réduire  en  pouces,  il  suffit 
de  multiplier  le  reste  10  par  12,  et  de  diviser  le  produit  120 
par  23  ;  il  vient  alors  pour  quotient  5?  et  pour  reste  5p. 

Multipliant  ce  nouveau  reste  par  12  pour  avoir  des  lignes, 
on  obtient  le  produit  60,  qui ,  divisé  par  23  ,  donne  au  quo- 
tient 2,  av.c  le  reste  14'. 

Donc  enfin ,  le  nombre  proposé  est  égal  à  26"^'  4^  G?  2^  — . 

23 

Ordinairement,  on  néglige  la  fraction  -^  de  linne,  ou  bien 
on  l'eslime  à  peu  près.  Ici,  par  exemple ,  si  l'on  avait  —  au  lieu 

21 

1 4  .      2  . 

de— ^,  la  fraction  équivaudrait  à  Cligne.  Mais,  coîvmie  le  dé- 

nominalcur  est  plus  grand  que  21,  il  s'ensuit  que  -^  est  plus 


petit  que  ^  ligne.  On  reconnaîtrait  de  même  que  cette  frac- 
tion est  plus  grande  c|ue  -  ligne. 

Règle  génkrale.  —  Pour  effectuer  la  seconde  opération, 
divisez  le  numéraieur  du  nombre  fractionnaire  proposé ,  par 
le  dénominateur^  vous  obtenez  ainsi  un  quotient  qui  exprime 
les  unités  principales ,  et  un  certain  reste, 

liJultipliez  ce  reste  par  le  nombre  d'unités  de  la  première 
subdivision,  cpie  renferme  V  unité  principale,  et  divisez  le  pro- 
duit par  le  dénominateur ^  vous  obtenez  un  nouveau  quotient 
qui  exprime  les  unités  de  la  première  subdivision,  et  un  nou- 
veau reste. 

Multipliez  ce  reste  par  le  nombre  d'unités  de  la  seconde 
subdivision,  que  contient  la  première,  et  divisez  le  produit  par 
le  dénominateur;  vous  obtenez  pour  quotient  les  unités  de  la 
seconde  subdivision,  et  un  nouveau  reste  sur  lequel  vous 
opérez  comme  sur  les  précédens.  Vous  continuez' ainsi  l'opé- 
ration jusqu'à  ce  que  vous  soyez  parvenu  à  la  dernière  sub^ 
division. 
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71.  Au  reste,  ces  deux   opérations  se  ve'rifiont  rune  par 
l'autre  ,  comme  il  est  aise'  de  le  voir. 

Par  exemple,  pour  trouver  le  nombre  complexe  qui ,  dans  la 

première,  a  donne  lieu  au  nombre  ~opj~  j    ou   appliquera    à 

celui-ci  la  règle  pre'cédente.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer 
le  calcul ,  qui  n'ofiVe  aucune  difticulté. 

i5do3  I  864   

6863  iTfrSP^? 
8i5 


4890 
S-jo 

12 
6840 

9504 

864 

O 

La  preuve  de  la  seconde  opération  a  besoin  de  quelques 
èciaircissemens. 

Après  avoir  appliqué  au   nombre  26^  4^  ■^''  ^-'  rf 

26^'  4^  5^  ^';  1^  procédé  de  la  première  6 

opération  ,    on  trouve  pour  résultat  ]6o 

,           28102    j     ,   .         ,T  •                       12 
20102,  ou   -K>-—    de   toise.    Mais,  

"^       ,.  Ï925 

comme  à  ces  23 102  lignes  se  trouve  J2 


jointe  la  fraction  -—  de  ligne  ,  il  faut  23 10 


23 

6q3o6 


multiplier  28102  par  28  pour  réduire 

en  23",  puis  ajouter  au  produit  i4; 

ce  qui  donne  pour  résultat ,  53  i36o  ,  40204 

nombre  auquel  on  doit  ensuite  don-  ^^ 

ner  pour  dénominateur,  23  fois  864;         53i36o 


7 
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,.,  r                 53i36o        •    .    ,  ,  6i5     ..    , 
mais  puisqu  il  laut  que  — ^r -. — -7^  soit  e-.al  a   — —  ,   il  s  cn- 

^         ^  '23  lois  bo4  23 

suit  que   53i36o   doit   être   divisible    par  864,   le  qu'il    esî 
aise    de    reconiiailie  ;   et    alors  ,    en    suppiiiiiaut    le   fadeur 

ar  '  r,-         ^'^ 

commun  obi  ,  ou  retrouve  en  eiiut  — -, 

20 

Yoicl  un  autre  exemple  de  la  seconde  opération  et  de  sa 

preuve  : 

Convertir  m  un  nombre  complexe  de  livres  poids  ,  marcs  , 


7  ,        y        ■  ■         '287 

onces  ,   gros,    et  grains ,   Le  nombre  jractionnaire   — o^-^ 


12070    , 
-é—  de 


livre  poids. 

Opération. 
T2870       365 

Preuve. 
35tbo'"4^''i?22?-if| 

'9^*^      35tto.'"4'"' i?22?'^f 
.<)5 

2 

2 

70 
8 

iqo 


56i 


l520  4^'^ 

6n  ri 


*"  9026 

480  3 1591 

ii5  22    1 18609920J9216 

23o  365   ^l'I^ 

8o5  -TT—    ^^^"' 
1024790     00000 

8280  1949:48 

980  974874  12870 

25o  25o  365 

I 18609920 
Après  avoir  obtenu,  dans  la  preuve,  le  nombre  ii86o99'>Oj 
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qui  exprime  des  365"  de  grain  ,  on  divise  ce  nombre  par  9216 
nonihie  de  f,rains  que  contient  la  livre  poids;  ce  qui  donne  un 
quotient  exact ,  isS-jo  ;  ainsi  l'on  retrouve  le  nombre  proposé 

■  ^,.1-  de  livre  poids. 
365  ^ 

72.  Au  moyen  de  ces  deux  règles  préliminaires,  les  quatre 
opérations  principales  sur  les  nombres  complexes  peuvent  être 
ramenées  à  celles  qui  ont  été  exposées  dans  !e  chapitre  pré- 
cédent. En  effet,  quelle  que  soit  l'opération  proposée,  on  veut 
d'abord  convenir  les  nombres  complexes  sur  lesquels  on  a  à 
opérer,  chacun  en  un  seul  nombre  fractionnaire  de  l'unité 
principale,  d'après  la  règle  du  n°69j  oneffeclue  ensuite  sur  les 
nombres  ainsi  transformés  l'opération  demandée ,  d'après  les 
règles  ordinaires  du  calcul  des  fractions  ;  et  l'on  obtient  pour 
résultat  un  nombre  fractionnaire  que  l'on  convertit  en  un 
nombre  complexe ,  suivant  la  règle  du  n"  70;  ce  ({ui  donne  enfin 
le  résultat  cherché. 

Mais  cette  métliode  est  en  général  moins  simple,  surtout 
pour  les  trois  premières  opérations,  que  celle  dont  nous  alloivs 
donaer  le  développement. 

Addition  des  nombres  complexes. 

73.  Cette  opération  se  fait  à  peu  près  comme  l'addition  des 
liombres  entiers  :  on  écrit  tous  les  nombres  proposés  1rs  uns  au- 
dessous  des  autres ,  de  manière  que  les  unités  de  même  esptxe 
ou  de  mèjuc  subdivision  soient  dans  une  même  colonne  ,  et  l'on, 
commence  par  ajouter  les  unités  de  la  plus  petite  subdivi- 
sion- si  leur  somme  ne  compose  pas  une  unité  de  l'espèce  im- 
médiatement supérieure,  on  écrit  cette  somme  au-  dessous j 
mais  si  elle  renferme  assez  d'unités  pour  coiuposer  uiie  ou 
plusieurs  unités  de  la  subdivision  immédiatement  supérieure, 
on  n'écrit  au  bas  de  la  colonne ,  que  l'excédant  de  la  somme 
sur  le  nombre  d'unités  de  l'espèce  supérieure ,  qu'on  a  pu 
extraite,  et  l'on  relient  celles-ci  pour  les  ajouter  avec  leuri 
semblables ,  sur  lesquelles  on  opbre  de  la  même  manière. 

1" 
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PREMIER    EXEMPLE. 

On  propose  d'ajouter  les  nombres 


765^ 

îcf 

^3^ 

i 

1279 

m 

6 

915 

i3 

1 1 

2594 

^9 

8 

089 

8 

6 

somme. 

6145* 

ï9" 

^^ 

preui'e. 

y^^y 

3-3- 

0 

En  additionnant  d'a])ord  les  deniers,  je  trouve  pour  somme 
38,  qui  renferme  3  fois  12  deniers  ou  3  sous  et  2  deniers;  je 
pose  les  2  deniers  ,  et  je  retiens  3  sous  pour  les  ajouter  avec 
la  somme  des  unités  de  l'espèce  des  sous. 

Je  trouve  pour  cette  nouvelle  somme  39;  je  pose  9  et  je 
retiens  3  dixaines  ,  pour  les  reporter  à  la  colonne  des  dixaines 
de  sous ,  ce  qui  donne  7  dixaines  de  sous^  et  comme  il  faut  2 
dixaines  de  sous  pour  faire  une  livre  ,  je  prends  la  moitié  de  7, 
qui  est  3  avec  i  pour  reste  ;  je  pose  ce  reste,  et  je  porte  les  3''''  à 
la  colonne  des  livres,  que  j'ajoute  comme  à  l'ordinaire. 

La  preuve  se  fait  d'ailleurs  de  la  même  manière  que  pour 
les  nombres  entiers.  {Vojez  n°  lo.) 


SECOXD    EXE3IPLE. 

Soit  à  ajouter 

Sgtfe      1""     7"" 

6? 

46?' 

(L'unité  princi- 

47        0       2 

7 

39 

pale     est     la 

87         I       5 

3 

53 

livre  poids,) 

37            I         n 

5 

29 

167 


23 


2 


232  17  7  23 


:^z        z      1:        z        O 

Eu  faisant  l'addition  des  grains ,  on  trouve  pour  somme  167 
que  l'on  écrit  d'abord  à  côté,  comme  on  le  voit  ci-dessus; 
puis  on  divise  167  par  72,  nombre  de  grains  que  contient  le 
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gros,  ce  qui  donne  pour  quotient  ?,  et  pour  veste  23  ;  on  écrit 
23  au  bas  de  la  colonne  des  grains,  et  l'on  retient  2  qu'on 
reporte  à  la  colonne  des  gros.  On  trouve  pour  la  somme  des 
gros  ,  23  ,  c'est-à-dire  2  fois  8  gros,  ou  2  onces  plus  7  gros  ; 
on  pose  7  gros,  et  l'on  retient  2  pour  les  reporter  à  la  colonne 
des  onces,  sur  laquelle  on  opère,  ainsi  que  sur  les  colonnes 
suivantes,  comme  on  a  opéré  sur  celles  qui  pre'cèdent. 

Souslraclion  des  nombres  complexes. 

74.  Écrivez  le  plus  peiii  nombre  sous  le  plus  grand  de 
manière  que  les  unités  de  même  espèce  se  correspondent,  g^ 
commencez  la  soustraction  par  les  unités  de  V espèce  la  plus 
faible  ^  si  le  nombre  inférieur  de  ces  unités  peut  être  retranché 
du  nombre  supérieur,  écrivez  le  reste  au-dessous  ;  s'il  ne  peut 
en  être  retranché,  empruntez  sur  la  subdivision  immédiatement 
supérieure  une  unité ,  que  vous  ajoutez  à  celles  de  l'espèce  sur 
laquelle  vous  opérez,  après  V  avoir  réduite  en  unités  de  cette 
deimiere  espèce  j  en  ayant  soin,  toutes  les  fois  que  vous  aurez 
fait  un  emprunt ,  de  diminuer  d'une  unité  le  nombre  sur  le- 
quel a  été  fait  cet  emprunt. 


PREMIER    EXEMPLE. 


Du  nombre 827* 


1 1 


7^ 


on  propose  de  soustraire..  .  .      189  \5 


reste. .  .      187  i5 


preuve.      827  11  7 

Comme  on  ne  peut  ôter  ii  deniers  de  7  ,  on  emprunte  sur 
1 1  sous,  une  unité  ,  qui  vaut  12  deniers  ,  qu'on  ajoute  à  "  ce 
qui  donne  19  ;  et  l'on  dit  :  1 1  de  19,  il  reste  8  ,  qu'on  écrit  au- 
dessous  des  deniers. 

Passant  ensuite  aux  sous  ^  on  dit  :  1 5  de  10  (et  non  pas  de  i  r, 
à  cause  de  l'emprunt);  et,  comme  cela  ne  se  peut,  on  em- 
prunte I  livre,  qui  vaut  20  sous,  que  l'on  ajoute  à  10,  ce  qui 
donne  3o  sous;  puis  on  dit  :  i5  de  3o,  il  reste  i5,  que  ron  pose 
au  rang  des  sous. 
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Enfin,  oa  soustrait  189  de  826,  et  il  reste  137. 

Ainsi,  le  reste  delà  soustraction  est  iS^*  i5-^  8^;  ce  qu'on 
peut  vérifier  eu  faisant  a  somme  de  ce  reste  et  du  plus  petit 
nombre. 

SECOND    EXEMPLE. 
Da 39T  4P  rP  6> 

on  veut  ôter 27  5  11  7 

Il  4  7        ^  o 


39        4  7        5 

Comme  on  ne  peut  soustraire  7  lignes  de  5,  on  emprunte 
I  pouce  (;ui  vaut  12  lipnes,  (jue  l'on  ajoule  à  5,  ce  qui 
donne  1  7  ;  et  l'on  dit  :  7  de  17  ,  il  veste  10.  Ensuite,  1 1  de  6, 
cela  ue  se  peut;  mais  1 1  de  12  plus  6,  ou  de  18,  il  reste  7. 
Pas3ant  aux/7/W.y.-  6  de  3,  cela  ne  se  peut  ;  mais  en  empruntant 
r  toise  ,  qui  vaut  6  pieds,  on  a  6  ])1hs  3,  ou  9,  et  l'on  dit  :  5 
de  9,  il  reste  4-  Soustrayant  enfin  27  toises  de  38,  on  obtient  1 1  ; 
donc  le  reste  demande'  est  i  P'  4^  7^  10'. 

TROISIÈME    EXEMPLE. 

T'n -Dose plein  de  liquide  pèse.  .      l'jih      5''"    4^    '7^*^ 
La  lare,  ou  le  poids  du  vase  vide, 

csl  de 4  7        6     49 

On  demande  le  poids  du  liquide.      12        i3       5     4^ 


17  0       4     17 

Il  est  clair  que  si  l'on  soustrait  du  poids  total  da  vase  et  du 
liquide  qu'il  contient,  le  poids  seul  du  vase ,  le  reste  doit  re- 
pvÉsentcr  Ivi  poids  du  liquide. 

Conuae  on  ne  peut  ôter  49  de  17,  on  emprunte  i  .j^ros  qui 
vaut  72  grains;  et  l'on  dit  :  49  de  72  jdus  17,  ou  de  89,  \\ 
roste  40.  Ensuite  ,  6  de  8  plus  3 ,  ou  de  1 1 ,  il  reste  5.  Passant 
aux  onces,  7  de  4  >  cela  ne  se  peut;  mais  comme  i  livre  vaut 
16  onces,  on  dit  :  7  de  16  plus  4i  011  de  20,  il  reste  i3. 

Enfin,  4  tle  16  il  reste  12;  donc  le  poids  total  du  liquide 
est  i2lb  13""^  5?4of^ 
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MuhipUcalion  des  nombres  complexes. 

Cette  opération,  plus  dilririle  que  les  deux  |)vcmicics , 
deniamle  beaucoup  d'altt-iition,  et  ne  peut  ètie  develop^nvc 
d'une  nianicie  bien  nette  que  sur  des  exemples. 

Pour  j^lus  de  clarté,  nous  distinr^uerons  Aç.\\y.  cas  principaux  : 
ou,  le  nuiltiplicande  c'iant  coir.pk'Ne,  le  niuUiplicateur  c«t 
jnconiplexe  ;  ou  bien  ,  le  muîliplicande  étant  coii;pk'xe  ou  lu- 
complexe,  le  niullijilicateuv  est  complexe. 

7S.  Considérons  d'abord  le  premier  cas  ,  celui  oii ,  le  multi- 
plicande étant  complexe ^  le  mulliplicaleur  est  un  nombre  in- 
complexe  ou  un  nombre  entier  quelconque. 

Soil  à  multiplier 24?^      '7^  '  i*" 

P^'^ 9 

On  obtient  ce  produit  en  mullipliant  toutes  les  parties  du 
multiplicande ,  à  commencer  par  les  plus  faibles ,  par  le  nul" 
liplicaleur,  et  aj'ant  soin  r'e  retenir  les  unités  des  ordres  siipt- 
rieurs ,  fournies  par  les  produits  inférieurs. 

Ainsi ,  l'on  dit  :  9  fois  1 1  deniers  font  gg  deniers,  qui  cob- 
tiennent  8  fols  12  (ieniers  ou  8  sous,  et  3  deniers;  on  pose  alors 
3  deniers  et  l'on  retient  8  sous  pour  les  reporter  sur  le  produit 
des  sous. 

Ensuite,  9  fois  ■■j  font  63,  et  8  de  retenue  font  -j  i  sous  ;  on 
pose  I  sou  et  l'on  retient  ■y  dixaines  de  sous;  9  fois  i  font  9, 
et  ^  de  retenue  font  i(3 dixaines  de  sous  ;  et,  coniine  2  dixaines 
de  sous  font  1  livre ,  on  prend  la  moilié  de  16  qui  est  8,  i\\ic 
l'on  retient  pour  les  reporter  au  produit  des  livres,  sur  les- 
quelles on  opère  d'après  le  procédé  connu  de  la  multiplication 
des  nombres  entiers  ;  il  vient  enfin  ,  pour  le  produit  demandé, 
i23i*  i-^  3*. 

Bans  cet  exemple,  où  le  multiplicateur  n'est  exprimé  que 
par  nu  seul  cbiirre,  on  a  commencé  par  la  droite  ,  et  l'on  a 
déterminé  successivement  les  sous  fournis  par  le  produit  des 
deiïieis  ,  et  les  livres  fournies  par  le  produit  des  sous.  Mais  si  le 
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multiplicateur  avait  plusieurs  chiffres ,  les  mêmes  détermina- 
tions ne  pourraient  plus  s'exécuter  de  tête;  et  pour  y  par- 
venir, il  faudrait  faire  à  part  des  multiplications,  ensuite  des 
divisions ,  afin  de  convertir  les  espèces  inférieures  eu  espèces 
supérieures,  ce  c[ui  demanderait  beaucoup  de  calcul.  Dans  ce 
cas  ,  l'opération  se  fait  d'une  manière  plus  simple  .  ainsi  qu'on 
va  le  voir  sur  l'exemple  suivant. 

Multiplier  le  iwmbre --84^      i5-^     o** 

par 807 

5488^ 
8920 
6272 

pour  10^ 4^8       10-^ 

5 214         5 

6^ 21         8      6^ 

3 10       14       3 

672662*     i^'^    9^ 

Après  avoir  effectué  la  multiplication  de  784  par  857  comme 
à  l'ordinaire,  on  passe  à  la  multiplication  de  i5  sous  par  857. 
Pour  obtenir  sur-le-champ  ce  produit  en  livres,  on  observe 
que,  si  l'on  avait  1  livre  à  multiplier  par  867,  le  produit  serait 

i5 
SSt  livres  ;  mais  i5  sous,  ou  —  de  livre  ,  ne  sont  que  les  trois 

quarts  de  la  livre;  ou  bien,  étant  décomposés  en  10  sous  et 
5  sous,  ils  en  Gont  la  moitié  plus  le  quart;  donc  le  produit 
demandé  se  compose  de  la  moitié  de  867  livres  ,  plus  le  quart 
de  867,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  plus  la  moitié  de  la 
moitié  de  867  livres.  Ainsi  l'on  dira  :  pour  10  sous,  la  moitié 
de  867  livres  est  428  {voyez  n°  31)  ,  et  il  reste  i  livre  qui  vaut 
20  sous  ;  la  moitié  de  20-^  est  lo-'"  ;  et  l'on  obtient  428*  lo-^ 
pour  le  produit  de  10  sous  par  867. 

Prenant  maintenant  la  moitié  de  428*  lo^,  on  a  214*  S-*" 
pour  le  produit  de  5  sous  par  857. 

Passant  aux  deniers,  on  remarque  que  9  deniers  sont  dé- 
composables  eu  6  deniers  plus  3  deniers  j  or  6  deniers  sont  la 
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moitié  d'un  sou ,  et  par  conséquent,  la  moitié  du  5^  ou  le  lo*^. 
de  5  sous  ;  donc  le  produit  de  6  deniers  par  857  est  le  10^  du 
produit  précédent,  ou  de  214^  5-^.  Prenant  d'abord  le  10*  de 
2 1 4, on  a  pour  quotient  2 1 ,  et  pour  reste  4  livres,  qui  valen  1 4  fois 
20  ,  ou  80  sous,  que  l'on  réunit  aux  5  sous  ;  le  10^  de  85  est 
8  sous,  et  il  reste  5  sous  qui  valent  5  fois  12  ,  ou  60  deniers  ; 
enfin  ,  le  10'  de  60  est  6  ;  et  l'on  a  21*8-^  6^  pour  le  produit 
de  6  deniers  par  85^ . 

Pour  obtenir  le  produit  de  3  deniers  par  85^,  il  suffit  de 
prendre  la  moitié  du  produit  précédent ,  et  l'on  trouve  lo*" 
14-^3^. 

Soulignant  le  tout,  et  faisantla  somme  des  produits  partiels, 
on  obtient  672562*  17-^  9^  pour  le  produit  total. 

Cette  manière  d'obtenir  les  produits  des  subdivisions  de 
l'unité  principale  du  multiplicande ,  par  le  multiplicateur, 
s'appelle  méthode  des  parties  aîiquoles ,  parce  qu'elle  consiste 
à  décomposer  les  nombres  d'unités  de  ces  subdivisions  en  par- 
ties aliquotes ,  scit  de  l'unité  principale ,  soit  les  unes  des 
autres,  c'est-à-dire  (  n°  ol)  en  parties  qui  soient  respective- 
ment contenues  un  nombre  exact  de  fois  les  unes  dans  les  au- 
tres ;  et  alors  ,  pour  former  un  produit  correspondant  à 
l'une  de  ces  parties  aliquotes ,  on  prend  de  l'un  des  produits  qui 
précèdent ,  ime  partie  marquée  par  le  nombre  de  fois  que  la 
partie  aliquote  que  l'on  considère  est  contenue  dans  la  partie 
qui  a  fourni  ce  produit  déjà  obtenu. 

Soit,  pour  nouvel  exemple, 

à  multiplier 67^^  5^  6?  5^ 

par. .  , 59 

6^3^ 
335 

pour  3^ 29     3? 

2 19    4 

6P 45       6P 

^ 0       ^       ^^ 

41 0     1       7       8» 

1 o     o       4     II 

4oo7''"  2*"    6p     ^' 
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Pour  obtenir  le  produit  de  5  pieds  par  Sg,  on  observe  que 
5  pieds  se  dcconiposcnt  en  3  ])icds,  qui  valent  -  toise,   plus 


2 


2  pieds,  qui  valent  -  de  toise  ;  donc,  comme  le  produit  de  i  toise 

par  59  serait  5c)  toises,  celui  de  5  pieds  par  Sg  se  composera 
de  la  moitié  de  69  toises  ,  plus  le  tiers  de  69;  prenant  d'abord 
la  moitié  de  59  toises,  on  obtient  9.9,  et  il  reste  i  toise,  qui  vaut 
6  pieds,  dont  la  moitié  est  3  pieds  ;  ainsi ,  le  produit  de  3  pieds 
par  59  est  29^  3^.  De  même  ,  le  tiers  de  69  est  19  pour  5'];,  et  il 
reste  21  toises,  qui  valei:l  12  pieds,  dont  le  tiers  est  4  ;  on  a  donc 
19^  4^  pour  le  produit  de  2  pieds  par  59. 

Passant  aux  pouces,  on  observe  que  6  pouces  sont  la  moitié 
d'un  pied,  ou  le  quart  de  2  pieds  ;  ainsi,  pour  obtenir  le  produit 
de  6  pouces  par  69,  il  sufïit  de  prendre  le  quart  du  produit 
19"^  4^;  ^^  ^"^  donne  l\^  5^  6p. 

Maintenant,  5  lignes  se  décomposent  en  4  lignes  plus  1  ligne; 
et  comme  4  lignes  sont  le  tiers  d'un  pouce,  qui  lui-même  est 
le  6*^  de  6  pouces,  il  s'ensuit  que  4  lignes  va!entle//cr.9  du  6''  ou 
le  iS*^  de  6  pouces  ;  ainsi ,  on  sérail  conduit  à  prendre  le  18' 
de  4^  5^  6p,  ce  qui  ne  serait  pas  comn)odc  ;  mais  on  peut  lever 
cette  difficulté  en  formaiit  un  produit  auxiliaire  (impropre- 
ment dL^j-çcié  faux  produit)^  savoir  le  produit  de  i  pouce  par  5g. 
Or,  ce  produit  est  le  6*^  de  4^5''6p,  ou  o"^  4^  ïi'^î  on  le 
place  au-dessous  des  autres  produits,  en  ayant  soin  toute- 
lois  de  le  barrer,  comme  on  le  voit  ci-dessus,  parce  qu'il 
ne  doit  pas  entrer  en  ligne  de  compte;  après  quoi ,  en  prenant 
le  tiers  de  ce  produit ,  on  obtient  celui  de  4  ligues  par  Sg ,  égal 
ào'ï'  iP7P8'. 

Enfin ,  I  ligne  étant  le  quart  de  4  lignes ,  on  piend  le  quart 
du  dernier  produit ,  et  l'on  trouve  0^0^  4''  "*• 

Additionnant  tous  les  produits  partiels,  on  obtient  pour  le 
produit  total  ,  40^7^  ?-^  ^^  ;'• 

76.  Considérons  actuellement  le  cas  ou  le  multiplicateur 
est  lui-même  un  nombre  complexe.  Mais  prenons  d'abord  un 
exemple  qui  ne  soit  pas  trop  compliqué. 
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L'aune  d'une  certaine  ctojj'e  coulant  65*  ï'-/  i\^,  on  de- 

n 

mande  le  prix  de  3g  aunes  ~. 

39^     ^' 


poi 


5.. 

2.  . 

3.. 

2.  . 


S' 
S  • 


585'^ 
195 
19     10 

9 


o^ 


i5 

3  18 

o  19 

o  9 

o  6 

32  18 

16  9 

8  4 


5  \. 
8|. 


Pais«-[u'une aune  coûte  65*  i-;''  1 1*,  il  est  clair  que  39 aunes 
^doivent  couler  3g  fois  65*  ir-^  11^,  plus  les  ^tle  ce  méuxe 

nombre  ;  c'est-à-dire  qu'il  faut  multiplier  d'abord  65*  17-^  11^ 

7 
par  39,  et  ensuite  par  ^. 

La  prcmièi'e  multiplication  n'offre  aucune  difficulté,  d'après 
ce  qui  a  e'te'  dit  ci-dessus  ;  ainsi,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
On  obtient  les  8  premiers  produits  partiels  comme  précé- 
demment. 

7 
Passons  à  la  multiplication  par  ^.  Or  cette  fraction  peut  se 

1  ,  4         I      1       ^         •         ^  •  • .  1    4       1       * 

décomposer  en  5  ou  -,  plus  -,  qui  est  la  moiiit  de^,  plus  q, 
028  o  o 

2  .  " 

<^ui  est  la  moitié  de  3;  donc,  pour  obtenir  le  produit  par^, 

Q  O 
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il  suffit  de  prendre  d'abord  la  moitié'  de  65*  l'j-^  ii*,  puis 
la  moitié' de  cette  moitié,  et  enfin  la  moitié  de  la  nouvelle 
moitié. 

Prenant  donc  la  moitié  du  multiplicande,  on  obtient 

32'*  18^  ii^-,  que  l'on  écrit  au-dessous  des  produits  pré- 

cédens. 

Prenons  maintenant  la  moitié  de  ce  dernier  produit  ;  la  moi- 
tié de  32  est  16;  la  moitié  de  18  est  g;  la  moitié  de  11  est  5, 

-1       .  .      ,     .  ,  I     ,  3    -       ,         .  .  ,       3       .     . 

et  il  reste  i,  qui,  réuni  a  -,  donne-,  dont  la  moitié  est-  ;   ainsi 
22  4 

3 
le  nouveau   produit   est    16*  q-^  5^  -7. 

4 
Prenant  encore  la  moitié  de  celui-ci,  on  dit  :  la  moitié  de  16 
est  8;  la  moitié  de  9  est  4,  et  il  reste  i  sou,  qui  vaut  12  deniers; 
12  et  5  font  i-j,  dont  la  moitié  est  8,  et  il  reste  i,  qui ,  ajouté 

3  0  n 

à  7,  donne  7,  dont  la  moitié  est  ^  ;   ainsi,  ce  dernier  produit 

4  4  8 

est  égal  à  8*  4-^  8^  ^. 

11  reste  à  additionner  les  produits  partiels  ,  en  commençant 
par  les  fractions. 

Comme  le  dénominateur  8  est ,  parla  nature  même  des  opé- 
rations, mulliple  des  deux  autres,  on  le  place  d'abord  (n"  S8) 

à  la  droite  et  un  peu  au-dessus  de  la  fraction  -  ,  et  l'on  sou- 
ligne; puis  on  écrit  au-dessous  de  6  et  respectivement  sur  la 
même  ligne  que  les  fractions,  les  quotiens  4,  2,  et  i,  résultant 
de  la  division  de  8  par  les  trois  dénominateurs  (  ce  sont  les 
nombres  par  lesquels  il  faut  multiplier  les  deux  termes  des  frac- 
tions respectivement  correspondantes,  pour  avoir  le  même  dé- 
nominateur). Cela  posé  ,  on  multiplie  les  numérateurs  des 
fractions  par  ces  quotiens,  ce  qui  donne  4?  6»  et  7,  dont  on  fait 
l'addition ,  et  l'on  obtient  pour  somme  ï  7  ;  ainsi ,  la  somme  des 

fractions  est  -r/ ,  ou  2  plus  -.  Alors  on  pose  3  au-dessous  des 
00  o 

trois  fractions,  et  l'on  retient  2  deniers  pour  les  reporter  à  la 
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colonne  des  deniers  ,  sur  laquelle  on  opèi-e  ,  ainsi  que  sur  les 
autres ,  comme  on  l'a  indiqué  pre'ce'demment. 

On  obtient  enfin  pour  le  produit  demandé,  c'est-à-dire  pour 

le  prix  des  3(f  5,  . . .  2627*  1 1-^  1 1^  ô- 
o  o 

Ou  voit  d'après  cet  exemple,  que,  quand  le  multiplicateur 
contient  des  parties  ou  subdivisions  de  Vunilé  principale  , 
l'artifice  de  la  méthode  consiste  encore  à  décomposer  les  subdi- 
vîsions  de  ce  facteur  en  parties  aliquotes,  soit  de  l'unité  prin- 
cipale,  soit  les  unes  des  autres,  puis  à yjren<r/re  du  multiplia 
cande  ou  des  produits  qui  en  résultent,  des  parties  indiquées 
par  ces  parties  aliquotes. 

Proposons-nous  ,  pour  second  exemple ,  de  déterminer  le 
prix  de  6g'^  4**  ^^^  d'un  certain  ouvrage,  en  supposant  qi.ç 
la  toise  coûte  25*  19^  5*>, 


25^ 

69T 


4^ 


IIP 


pour  10^. . 
5... 
2. . . 
2. . . 

4^.. 
I . . . 
3p.. 
I . . . . 

6p... 
3... 
1 . . . , 
I . . . , 


220* 

i5o 

34 

10-^ 

17 

5 

6 

18 

6 

iB 

I 

3 

0 
12 

5 
19 

72 

..36. 

..36 

4 

6 

6t. 

.  12. 

.,60 

2 

3 

0    Ti.  • 

.  6. 

..3o 

I 

I 

1^.-' 

.   3. 

.,5i 

0 

j 

2li- 

.    1 . 

..41 

0 

7 

0  iJ. 

"     7  a  •  • 

.    I . 

..41 

i8i3*      5^    4 


J>43 


259I 


4ÔI 


Nous  supposerons  ici,  comme  dans  l'exemple  précédent 
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que  l'on  ait  elTcctud  le  produit  de  25*  19^  5^  par  69;  et  la 
sojiune  de  ces  premiers  produits  partiels  exprimera  le  prix 
des  69  toises. 

LIaintenaut,  pour  déterminer  le  prix  de   '■^^   ii?  du  même 
ouvrage,  observons  qu'une  toise  coûtant  aS*  19-^  5^,4  P'^ds,  ou 

3  pieds  plus  I  pied,  c'est-à-dire  j-  pî'^'s  —.  de    toise,    doivent 

3  I 

coûter  les  y.  ou  la  moilic ,  plus  le  y.,  ou  le  tiers  de  la  moitié  ûc 
0  '^  D 

i[y  19'  5^.  De  uième,  i  1  {  oucesse  dccouiposant  en  6  pouces, 

r.ius  3  pouces,  plus  2  pouces,  ou  bien  ,  en  ^ — ,  plus  — ,  plus 
i  1  '1  1  12'  12* 

deux  lois  —  de  pied,  doivent  coûter  la  moitié  du  prix  que 
12        ^  '  ^ 

ron  aura  obtenu  pour  le  pied,  plus  la  moitié  de  cette  moitié , 

r)lus  enfin  deux  fois  le  tiers  de  cette  nouvelle  moitié.   Il  faut 

donc  former  tous  ces  produits. 

D'abord,  pour  3  pieds,  on  prend  la  moitié'  de  25*  19-^5*',  ce 

qui  donne  12*  19-^  8*  -;  pour  i  pied,  on  prend  le  tiers  de  ce 

5 
produit,  et  l'on  trouve  4^6^  6^  -i  (en  observant  que,  lors- 

1     •  -1  ....   I 

qu  on  est  parvenu  aux  denitrs  ,  11  en  reste  2,  qui,  joints  a  -, 

5  I         5 

donnent  -  dont  le  -^  est  7.).    Pour    6  pouces,    on   prend    la 

2  3  o 

5 
moitié  du  produit  précédent,  et  il  vient  2*  3-^3^  —   ;    pour 

3  pouces,    on  prend  encore  la  moitié  de  ce  dernier  produit, 

ce  qui  donne  i*  i-^  n^  —y.  Enfin,  pour  i  pouce,  on  prend  le 
24 

tiers  de  celui-ci ,  et  l'on  a  o*  ';•''  2*^  —  ,  produit  que  l'on  écrit 

deux  fois. 

Quant  à  l'addition  des  produits  partiels,  on  la  fait ,  comme 
dans  le  premier  exemple,  en  observant  toujOur;j  que  le  déno- 
minateur 72  eslniultiple  de  tous  les  autres,  et  qu'alors  on  peut 
appliquer  aux  fractions  les  sinq)lirications  du  u°  48. 
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Jusqu'à  préseiil  le  mulliplicaiide  c-xpriniait  <îes  livres,  sous 
et  deniers,  et  alors  !e  produit  représentait  des  unités  et  sub- 
divisions de  la  même  nature  Voici  une  nouvelle  question  dans 
laquelle  le  n)ultiplicande  et  le  produit  expriment  des  îoises, 
pieds  ,  pouces. .  . . 

On  peut  faire  exêculcj'&ç^  ^^  ii^  pour  i*;  on  demande  le 
nombre  de  toises  qu'on  fera  exéculer  pour  ^.S'*"  i  cf  5^. 

Ilestevidentque,  pourobtenir  lenonibrede  toises  demande', 
il  faut  multiplier  6q^  4^  1 1  P  par  aS  livres,  et  par  les  subdivi-- 
sions  de  la  livre ,  que  comporte  l'eiioncé  ;  car  si  pour  une  livre 
on  a  pu  faire  exécuter  69^  4^  *  '  ^;  i^  s'ensuit  que  pour  in  sous, 

ou—  de  livre,  on  peut  faire  exécuter  les  -"   de  6q^  /l^  1  jP, 


ao 


,       ,    ,.     ,       10       ,         .  .  ,      ,      ,      a  ,  .  .     , 

cest-a-Jire  les  —  ou  la  moitié,  plus  les  —  ou  Ja  mctie  de 

20  20 

la  moitié  ,  plus  etc. .  .  . 

Nous  uous  bcrneions  à  présenter  le  tableau  des  calcu's  de 

cette  nouvelle  multiplication  : 

69'^'     4P     IIP 


25^ 


5^ 


pour 


3451" 

i38 

3^.  .. 

12 

3P 

I . . . . 

4 

I 

6P... 

2 

0 

6P 

3.... 

I 

0 

3 

2. . . . 

0 

4 

2 

lo-^... 

•   34 

5 

5 

6 

5.... 

17 

2 

8 

9 

20 

2. . . . 

6 

5 

10 

8 

a 

T- 

.8 

2 . .  . . 

6 

5 

10 

8 

a 

..4. 

..8 

4.... 

I 

0 

1 1 

9 

0 

.4. 

.8 

1 . . . . 

0 

I 

8 

1 1 

7 

.  I . 

■J_ 

iSf^i' 

iP 

^p 

/ 

1" 

1  1 

3i 
II 

ao 
I 
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77.  N.  B. — Observons  que,  dans  ce  dernier  exemple,  les 
deux  facteurs  de  la  multiplication  sont  les  mêmes  que  ceux 
de  l'exemple  précédent;  et  cependant,  on  a  obtenu  deux  ré- 
sultats qui  diffèrent  l'un  de  l'autre,  sinon  par  l'entier  qui  y 
entre  ,  du  moins  par  la  nature  de  l'unité  principale,  et  par  les 
subdivisions  de  cette  unité.  Ainsi  le  principe  du  n°  2^,  qui 
consiste  en  ce  que  l'on  jjeut  inlervertir  l'ordre  des  fadeurs  d'un 
produit,  sans  changer  le  produit ,  ne  semble  vrai  que  pour 
les  nombres  abstraits.  Pour  le  rendre  applicable  au  cas  de 
deux  nombres  complexes,  il  faudrait  concevoir  chacun  de  ces 
nombres  réduit  (n°  69)  en  un  seul  nombre  fractionnaire  de 
l'unité  principale  qui  lui  correspond  ;  et  les  deux  nombres 
qu'on  obtiendrait  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs  se- 
raient égaux  ,  abstraction  faite  toutefois  de  la  nature  de  l'unité 
principale  ,  laquelle  devrait  être  différente  dans  les  deux  pro- 
duits. Il  résulte,  en  effet,  de  la  définition  de  la  multi- 
plication ,  que  ,  toutes  les  fois  que  l'on  considère  des  nombres 
concrets  ,  le  produit  et  le  multiplicande  doivent  être  de  même 
nature j  tandis  que  le  multiplicateur,  quoique  pouvant  être 
d'abord  exprimé  par  un  nombre  concret,  doit  toujours  être 
considéré  ,  dans  l'opération,  comme  un  nombre  abstrait  c[ui 
désigne  combien  de  fois  on  doit  répéter  le  multiplicande,  ou 
quelle  partie  on  eu  doit  prendre.  11  faut  donc  ,  lorsqu'on  a 
une  multiplication  à  effectuer,  avoir  soin  de  déterminer  le- 
quel des  deux  facteurs  doit  être  pris  pour  multiplicande,  ce 
qui  n'est  pas  difîicile,  puisqu'il  est  toujours  de  même  nature 
que  le  produit ,  et  que  la  nature  de  celui-ci  est  indiquée  par 
l'énoncé  de  la  question. 

78.  La  preuve  naturelle  de  la  multiplication  se  fait  par  la 
division  ;  mais  il  est  en  général  plus  simple,  à  cause  des  frac- 
tions compliquées  que  renferme  souvent  le  produit,  de  doubler 
le  niuhijjlicandc  et  de  prendre  la  moitié  du  multiplicateur, 
ou  réciproquement.  Nous  engageons  les  commençans  à  re- 
prendre les  opérations  ci-dessus,  etàcnfaire  les  preuves  d'après 
cette  incthode.  Voici  d'ailleurs  de  nouveaux  exemples  sur  les- 
quels ils  peuvent  s'exercer  : 
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1**.  Déterminer  le  prix  de  35tfe  i"'  5°"  4'  4^^''  d'une  certaine 
marchandise,  en  supposant  que  la  livre  poids  coûte  iZ'^  i  -j-^  3^. 
ex 
Résultat  :  855^  8-^  1  o^^  ^. 

2°.  Multiplier  i  89^  5^  qP  i  \^ par  25*  19-^  11*. 

Résultat  :  3635'^  2^  5p  lo^   ^. 
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3°.  31uhiplierZ\'"'  17-^  C)^  par  i5*  ii-^  5^. 

Résultat:  4q6'^  io-^33^|^. 

Nous  aurons  à  trailer,  par  la  suite  {Chap.  Vil),  des  ques- 
tions susceptibles  de  domier  lieu  à  la  dernière  ope'ratioi!. 

Division  des  nombres  complexes. 

Nous  distinguerons  également  deux  cas  principaux  :  ou  le 
dividende  et  le  diviseur  sont  de  nature  différente  ;  ou  bien  ils 
sont  de  même  nature. 

79.  Premier  c.\3. —  Le  dividende  et  le  diviseur  e'tant  de  na- 
ture diife'rente. 

Dans  ce  cas,  il  peut  arriver  deux  circonstances  :  ou  le  divi- 
seur est  incomplexe,  ou  bien  il  est  complexe. 

1°.  Si  le  diviseur  est  incomplexe,  considérez-le  comme 
abstrait ,  et  effectuez  la  division  du  dividende  par  le  diviseur, 
en  réduisant  le  quotient  en  unités  principales  et  subdivisions 
de  la  même  nature  que  le  dividende. 

2°.  Si  le  diviseur  est  complexe ,  convertissez-le  {ï\°  69)  en  un 
seul  nombre  fractionnaire  de  son  unité  principale^  multipliez 
le  dividende  par  le  dénominateur  de  la  fraction  diviseur ,  et 
divisez  le  produit  par  le  numérateur,  en  réduisant  toujours  le 
quotient  en  unités  principales  et  subdivisions  de  la  même 
nature  que  le  dividende. 

premier    EXEMPLE: 

On  demande  le  prix  de  la  toise  d'un  certain  cuvrage,  en 
supposant  que  V on  ait pajé  2.5!\&^  19-^  i  i^pourB&è  toises  du 
même  ouvrage. 


,,4 
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568 


44*^  lô-^Q*» 


17' 

12 


Lepiix  delà  tciseetant  connu,   ry^^/^^n-  ^^s  ,  ,3< 
en  le  maltipliant  par  568  on  de-     o«/q 
vrai L  reproduire  25469^  ig-*"  1 1^,        /   _ 
donc  il   faul  diviser  ce  dernier 
lioinbre  par  568.  

Après  avoir  divisé  25469  par  ^  9 
568  comme  à  l'ordinaire,  rc  qni  ^  >^ 
donne  44'*^''''^^  pour  quotienl,  et 
477  livres  pour  reste,  on  réduit 
<;e  reste  en  sous  en  le  niultiplianl  5663 
par  20,  et  l'on  ajoute  au  produit  55i 
les    19*^   du  dividende,    ce   qui 

donne  9559-^,  que  l'on  divise  er.core  par  568;  il  vient  pour 
quotient  16-^,  et  pour  reste  47""^  f|tie  l'on  multiplie  par  12 
pour  en  faire  des  deniers;  ajoutant  au  produit  les  1 1  deniers 
dudividende,  on  trouve  5663*,  que  l'on  divise  de  nouveau  par 
568,  ce  qui  donne  pour  quotient  9*  et  pour  reste  55i  :  (ionc 

55i 

le  quotient  total,  ou  le  prix  de  la  toise,  est  44*^  •^'^  9*"  cTk» 

SECOND    EXEMPLE. 

0?i  a  acheté  258ife  »  "'  7"''  5s  de  marchandise  pour  la  somme 
de  3z5g^  î  '■/  i  o^y  on  demande  à  combien  revient  la  livre  jjoids 
de  celle  marchandise. 

Le  prix  de  la  livre  poids  citant  connu  ,  en  le  multipliant  par 
2581b  i'"  7°"  5-,  on  devra  reproduire  SaSg^  17''  10^;  ainsi,  il 
faut  encore  diviser  le  second  nombre  parle  premier. 
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>I& 


3259*   17-'"    10** 

128 


26072 

65x8 

fWur   1  o-^ . 
5.. 

3259 
..    64 

32 

2. . 

12 

16 

6.. 
3.. 

3 
I 

r 

4 
12 

I . . 

0 

10 

8 

417266^ 

-2/ 

8»* 

85776 
19478 

1 

20 

389562 
58072 

24923 

12 

299084 

743 


258tb  i"  n"»  5?"" 
2 

577 

8 


4143 
8^ 

33i49 


û3i^9 


12^^     II 


/     Q* 


Après  avoir  converti  le  diviseur  en  un  seul  nombre  frac- 
tionnaire, suivant  la  rè(;le  du  n°69,  on  trouve  pouv  ce  diviseur. 


33i4 


49 


,  puisque  (n°  68)  le  f-.ros  est  La  128'  partie  de  la  livre 
1 20 


33r40 

128 


il    faut 


^loids;  mais  pour  diviser  3259*  17-^  lo**  par 

(n°62)  multiplier  le  dividende  parle  dénominateur  128,  ce  qui 
donne,  comme  on  le  voit  de  l'autre  part,  417^-66*  2-^8**,  et 
diviser  ce  produit  par  le  numérateur  33 149;  celte  dernière 
opération    rentre  daus  celle  (ie  l'exemple  précédent ,  et  I'or 

Uouve,  pouv  le  prix  demandé,  12^  h-'"q*'  v^ir-T' 
^  ^3i49 

8.. 
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Ces  exemples  suffisent  pour  niettie  au  fait  de  la  marche  qu'il 
faut  suivre  dans  tout  autre. 

80.  Second  cas. — Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  même 
nature ,  réduisez  (n°  C9)  les  nombres  en  unités  de  la  plus  petite 
des  subdivisions  qu'ils  renferment , puis  effectuez  la  division  du 
premier  résultat  par  le  second,  enexprimanl ,  suivant  la  règle 
du  n°  70 ,  le  quotient  en  un  nombre  complexe  de  la  nature 
indiquée  par  l'énoncé  de  la  question. 

Ceci  va  s'éclaircir  sur  des  exemples. 

PREJIIER    EXEMPLE. 

La  toise  d'un  certain  ouvrage  coûte  47*  19"^  5**^  on  Je— 
mande  le  nombre  de  toises  que  Von  peut  faire  exécuter  pour 
2728*  17-^  10^. 

Si  l'on  connaissait  le  nombre  de  toises  demandé,  il  est  clair 
qu'en  multipliant  le  prix  d'une  toise,  ou  47*^  19*^  5^,  par  ce 
nombre,  ou  devrait  reproduire  2728^  17-''  10^;  donc  il  faut 
.liviser  2728*"  17-^  10*  par  47*  19-^5*. 


2728^  17-^ 

10^ 

Al* 

19-^  5^ 

654934 

ii5i3 

20 

20 

79284 

10206 

6 

56T'5P3P9» 

54577 

9^9 

12 

12 

V-^ 

6 1230 
3671 

654934 

I  i5i3 

12 

44^52 

95i3 

12 

1 I 4 I 56 

reste 

10539 

Après  avoir  réduit  en  deniers  les  deux  nombres  propose's, 

,  654q34  j    ,.  , 

on  trouve  que  le  premier  revient  a  — j —  de  livre,  et  le  se- 


240 
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cond  à  — -, —  de  livre.  Or,  Bour  diviser  le  premier  nombre  i  ar 
240 

le  second  ,  il  faut  (n"  G2)  renverser  la  fraction  diviseur,  ce  qui 

sic  1  .  V      654934  240  . 

donne  — >-^,  et  multiplier  — — -^  par  — ^^  ;    mais  le  fac- 
ii5i3  240     "      ii5i3 

teur  240  entrant  à  la  fois  dans  le  produit  des  nume'rateurs  et 
dans  celui  des  dénominateurs,   on  peut  le  supprimer,  et  il 

vient  —  •  "^  ;  donc,  tout  se  réduit  à  diviser  654934  par  i  i5i3 , 

ce  qui  est  conforme  à  la  rè[;le  établie  plus  haut.  Nous  n'en- 
trerons dans  aucun  détail  sur  cette  division  ,  qui  s'effectue, 
comme  on  le  voit  ci-dessus,  d'après  la  règle  du  n°  70;  nous 
observerons  seulement  que,  suivant  l'énoncé  de  la  question,  le 

65'^q34 
nombre  fractionnaire  ■ — —^~  doit  être  évalué  en  toises,  pieds, 
ii5i3  ^ 

pouces ,  etc. . . . 

On  trouve  ainsi  pour  résultat ,  56^  5^  3?  q^  — ;^. 
^  -^   ii5i3 

SECOND    EXEMPLE. 

On  a  payé  i^  ijour  i5^  4^  1^  d'un  certain  ouvrage;  on  de- 
mande  la  somme  qu'il  faut  paj^er  pour  32g^  5^  i  iP  8^ 

Si  l'on  connaissait  la   somme  demandée ,    en  multipliant 
i5^  4^  7^  P^^  cette  somme,  on  devrait  reproduire  329'^  5^. . .  ; 

ou  bien  encore,  autant  de  fois  329^  5^ contiendront 

i5^  4^  7^j  autant  de  livres,  sous ,  et  deniers  ,  on  devra  payer. 
D'où  l'on  voit  qu'il  faut  diviser  les  deux  nombres  donnés 
l'un  par  l'autre  ;  et  le  quotient  exprimera  en  livres,  sous,  et 
deniers,  la  somme  demandée. 


ii8 
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329T 

6 

5? 

iiP 

8' 

l5T 

6 

94 

12 

4^ 

7P 

285n6 

12716 

20 

iSGio 

[20^  i8-^  8»^ 

Ï979 

12 

254320 

I 18120 

9160 

12 

23759 
12 

ii35 
12 

285ii6 

13620 

I 09920 
960 

Après  avoir  réduit  les  deux  nombres  en  lignes  (  parce  queîa 

ligue  est  la  plus  faible  des  subdivisions  qui  y  entrent)  on  trouve 

or     c 

que  le  premier  équivaut  à  de  toise ,   et  le  second  à 

004. 

13620  j        .        j,    .  1,        .  , 

-QCf  ■  "6  toise  ;  d  ou  1  on  tire,  en  multipliaut  le  premier  par  le 

,  ,     285ii6 

second  renverse,  — — ;: — •  convertissant  ce  nombre  iraction- 
i3d2o 

naire  en  un  nombre  complexe  de  la  livre  ,  on  obtient  pour  le 

quotient  cherché    20*  18^  8^  — :„ —   ou . 

10020         227 

i\\  B.  — Si  l'un  des  termes  de  la  division  était  incomplexe, 

il  n'en  faudrait  pas  moins  réduii'e  les  deux  nombres  en  unités 

de  la  plus  petite  subdivision  qui  se  trouverait  dans  l'autre. 

81.  Remarque. — Toutesles  fois  que  le  dividende  etle  diviseur 
sont  de  même  nature  par  rapport  à  l'unité  principale,  l'énoncé 
seul  de  la  question  indique  quelle  doit  être  la  nature  de  l'unité 
principale  du  quotient.  Mais  lorsque  le  dividende  etle  diviseur 
sont  de  nature  différente,  le  quotient  doit  être  de  même  nature 
que  le  dividende,  puisque  le  dividende  étant  un  produit,  doit 
être  (11°  77)  de  même  nature  que  l'un  de  ses  facteurs. 

82.  Quant  à  la  preuve  de  la  division,  elle  pourrait  s'eflec— 
tuer  par  la  multiplication  ;  mais  il  estplus  commode  de  doubler 
les  deux  termes,  ou  d'en  prendre  la  moitié,  et  d'effectuer, 
sur  les   deux   nombres    ainsi    modifiés ,    une   nouvelle    di- 
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vision  ;  le  quolieul  doit  ("'(re  le  même  (n°  45)  que  le  piécedent. 
Voici  (le  Mouviiles  apjnicalions, 
1°.  Déleiniim-r  le  prix  da  Vaune  d'une   certaine  clojje ,  <n 

supjjosanl  que  69"  —  aient  coûte  2728*  1  7-^  9^. 

rxtsiillat  :  3q^  ^-^  /^^  ^], 

2°.  Diviàcr^Scf'  1 1-^  '-j^  j)or  89^  4^  7^  'o^ 

Résultat  :  <f  w-^  5^  -         '. 

OOyOvS 

3°.  Diviser  i347^  '^  7Pjr;ar9^5^  7P  10',  /i'  quotieni  devant 

l'ire  exprimé  en  livres ,  sous  et  deniers. 

zî(36 

Résultat  :  i35*  1  o-'^  2**  ,-,^-. 
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CHAPITPxE  IV, 

Des  Fractions  décimales ,  et  dn  nouveau   Sjstème 
de  poids  et  mesures. 

§  l".   Des   Fractions  décimales. 

3ô.  De  toutes  les  siiauières  de  subdiviseï  ruuilé  piineipalc, 
la  plus  simple  et  !a  plus  comniotle  pour  les  calculs,  est,  sans 
contiedit ,  la  subdivision  en  parties  successives  de  dix  en  dix 
fois  plus  petites.  Il  eu  résulte  des  fractions  qui  ont  pour  dé- 
nominateur l'unité  suivie  d'un  ou  de  plusieurs  zéros ,  et  que 
l'on  nomme  des  yrac//o/25'  décimales.  Ce  mode  de  subdivision 
de  l'unité  offre  de  grands  avantages,  en  ce  qu'il  ramène  immé- 
diatement ,  ou  du  moins  à  i'aide  de  transformations  extrême 
ment  faciles,  les  opérations  sur  les  nombres  fractionnaires,  à  de 
simples  opérations  sur  des  nombres  entiers.  C'est  ce  que  nous 
développerons,   après  avoir  fait  conuailre  la  numération  des 
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fractions  décimales,  c'est-à-dire  leur  uoiiienclaturc  et  la  ma- 
nière de  les  écrire  en  chiffres. 

De  même  qu'eu  décuplant  successivement  l'unité  ,  on  forme 
de  nouvelles  unités  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  dixaines, 
centaines ,  mille,  dixaines  de  mille,  efc... y  de  même  aussi,  l'on 
a  conçu  l'unité  divisée  en  lo  parties  égales  que  l'on  a  appelées 
dixièmes,  chaque  dixième  divisé  en  lo  parties  que  l'on  a  appe- 
lées centièmes  (parce  que  l'unité  principale  contient  lo  fois  lo, 
ou  loo  de  ces  nouvelles  parties)  .  ensuite  le  centième  divisé 
en  lo  parties  appelées  millilvies,  chaque  millième  en  lo  par- 
ties nommées  dix-millièmes ,  et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  a  donné 
des  cent-millièmes,  millionièmes ,  dix-millionièmes ,  etc. 

En  second  lieu  ,  il  résulte  (n°o)  du  principe  fondamental  de 
la  numération  écrite  des  nombres  entiers,  que  les  chiffres,  en 
remontant  de  droite  à  gauche,  ont  des  valeurs  relatives  de  dix 
en  dix  fois  plus  grandes,  ou  bien,  en  descendant  de  gauche  à 
droite  ,  ont  des  valeurs  de  dix  eu  dix  fois  plus  petites.  D'où  il 
suit  que  si,  à  la  droite  d'un  nombre  entier  déjà  écrit  en  chiffres, 
on  place  de  nouveaux  chiffres,  en  ayant  soin  toutefois  de  dis- 
tinguer par  un  signe  quelconque,  une  virgule  par  exemple,  ces 
nouveaux  chiffres,  du  nombre  entier,  on  aura,  par  cela  même, 
représenté  des  parties  successives  de  l'unité  de  dix  en  dix  fois 
plus  petites  ,  c'esl-à-uire  des  dixièmes ,  des  centièmes ,  des  77iil~ 
lièmes ,  etc.. . 

Ainsi,  l'ensemble  des  chiffres  24,75  exprimera  24  unités, 
7  dixièmes ,  et  5  centièmes  ;  5,478  exprimera  5  unités,  ^dixiè- 
mes, -j  centièmes ,  et  8  millièmes. 

84.  Soit  proposé  d'eno/zcer  en  langage  ordinaire  le  nombre 
écrit  en  chiffres 56,35o6. 

Ce  nombre  peut  d'abord  s'énoncer  ainsi  :  56  unités,  3  dixiè- 
mes,  5  centièynes ,  o  millièmes ,  et  6  dix-millièmes  ;  mais  ob- 
servons que  3  dixièmes  valent  3o  centièmes,  ou  3oo  millièmes, 
ou  Sooo  dix -millièmes  ;  de  même ,  5  centièmes  valent  5o  mil- 
lièmes ou  5oo  dix-millièmes  ;  donc,  le  nombre  total  revient  à 
56  unités  35o6  dix-millièmes  ;  c'est-à-dire  que  ,  pour  énoncer 
en  langage  oi-diuaire  un  nombre  fractionnaire  décimal  écrit  en 
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chiffres,  il  faut  énoncer  séparément  la  pailie  entière,  ou  la 
partie  à  la  gauche  de  la  virgule,  énoncer  ensuite  la  partie  qui 
est  à  la  droite,  comme  si  elle  exprimait  un  nombre  entier,  et 
placer  à  la  fin  de  l'énoncé  le  nom  de  l'unité  de  la  dernière 
subdivision  décimale. 

Ainsi,  '7,493o5 représente  7  unités,  t^Xxxs  ^<^Zo5  cent-milliè- 
mes. De  unième,  2^9, 00 7056 représente  249  unités,  plus  ^oSô  mil- 
lionil-mes. 

On  peut  encore,  si  l'on  veut,  comprendre  dans  un  seul 
énoncé  la  partie  entière  et  la  partie  décimale.  En  eff"et ,  repre- 
nons pour  exemple,  le  nombre  56,35o6;  comme  une  unité 
vaut  10  dixièmes,  ou  100  centièmes,  1000  millièmes,  loooo 
dix-millièmes,  il  s'ensuit  que  56  unités  équivalent  à  56oooo  dix^ 
niillihnes  ^  et  par  conséquent  56,35o6  représente  5635o6  dix" 
millièmes ^  de  même,  7  unités  valant  -00000  cent-millièmes, 
le  nombre  7,493o5  revient  à  7493o5  cent-millièmes  ;  c'est-à- 
dire  qu'//  suffit ,  après  avoir  énoncé  le  nombre  comme  s'il  n'y 
avait  pas  de  virgule,  de  placera  la  Jin  de  l'énoncé  le  nom  de 
la  dernière  subdivision.  Mais  il  est  d'usage  d'énoncer  la  partie 
entière  séparément  (*). 

Kéciproquement,  on  propose  d'écrire  en  chiffres  une  fraction 
décimale  énoncée  en  langage  ordinaire. 

Soit  à  écrire  le  nombre  vingt-neuf  unités,  trois  cent  cin- 
quante-quatre millièmes.  Écrivez  d'abord  la  partie  entière  29  ; 
ensuite,  comme  3oo  millièmes  reviennent  à 3  dixièmes , et  que 
5o   millièmes  forment  5  centièmes,  placez  une  virgule  à  la 

(*)  Nous  proposerons,  pour  énoncer  la  partie  décimale,  nn  autre  moyea 
qui  est,  en  gc'niral,  plus  commode  dans  la  pratique.  Après  avoir  énonce'  la 
partie  entière  comme  il  vient  d'être  dit,  séparez  mentalement  la  partie 
décimale  en  tranches  de  trois  chiffres  à  partir  de  la  virgule  (  la  dernière 
tranche  pouvant  n'avoir  que  un  on  deux  chiffres)  j  énoncez  ensuite  chaque 
tranche  séparément,  et  placez  à  la  fin  de  chaque  énoncé  partielle  nom  de 
Vunité  qu''exprime  le  dernier  chiffre  de  cette  tranche. 

Exemples.  Le  nombre  2,74986329  s'énonce  :  2  unités  749  millièmes 
863  millionièmes  29  cent-millionièmes. 

De  même,  14,0280000764  s'énonce:  14  unités  23  millièmes  o  million 
aièmes  76  bitlionièmes  4  dix-billionièmes. 
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droite  de  2g,et  écrivez  ensuiie  successivenienf  les  cliiffres  3,5, 
et  4  ;  iî  viendra  ?.g,354  pour  !e  riOmbre  énoncé.  Pareillement, 
cent  neuf  unités  deux  mille  trois  dix-niillièmes  s'écriront 
iog,2oo3. 

Soit  encore  à  écrire  le  ?7ombre  8  unités  87  uiillièmes. 

Comme  3o  millièmes  font  3  centièmes  ,  et  qu'il  n'v  a  pas  de 
dixièmes  dans  l'énoncé,  on  écrit  8.037  :  c'esl-A-dire  que  l'on 
met  à  la  droite  delà  virj>ulc,  un  o  pour  tenir  lieu  des  dixièmes 
qui  manquent,  et  donner  ainsi  aux  chiffres  cjui  suivent,  leur 
véritable  valeur. 

PiÈCLE  GÉNÉRALE.  —  Pour  éciire  en  chiffres  un  nombre  dé- 
cimal énoncé  en  lanfjaj^e  o\{\\\\s.\ve,  commencez ])ar  écrire  la 
partie  entière  j  et  placez  une  virgule' puis  écrivez  successivement 
à  la  droite  de  cette  virgule,  les  chijjres  qui  représentent  les 
dixièmes ,  centièmes ,  etc. ,  que  renfcrrne  l'énoncé  ,  en  ayant 
scinde  remplacer  par  des  zéros,  les  dijjferens  ordres  qui  peuvent 
manquer. 

S'il  n'y  a  pas  de  partie  entière,  c'est-à-dire  si  le  nombre 
proposé  est  une  fraction  proprement  dite,  écrivez  un  o  pour 
tenir  lieu  de  bi  partie  entière,  et.  opérez  ensuite  comme  on  vient 
de  le  dire.  Ainsi,  dix-sept  centièmes  se  représentent  par  0,17  ; 
cent  vingt-cinq  dix-milliemes ,  par  0,01 25;  douze  mille  deux 
cent  quatre  millionièmes ,  par  o,oi2?.o4. 

Enfin,  dans  l'énoncé  du  nombre,  la  partie  entière  peut  ne 
pas  être  distinguée  de  la  partie  décimale  ;  alors  le  nombre  n'en 
est  que  plus  facile  à  écrire  en  chiffres.  Il  faut  écrire  le  nombre 
comme  s'il  exprimait  des  unités  entières ,  et  ensuite  placer  une 
virgule,  de  manière  que  le  dernier  chiffre  à  droite  exprime  des 
unités  de  In  dernière  subdivision  que  comporte  l'énoncé. 

Par  exem.ple,  pour  f^crire  le  nombre  quatre  mille  deux  cent 
quatorze  cenli'emes,  écrivez  «l'abord  ^zi^;  et  comme  le  dernier 
chiffre  doit  exprimer  des  centièmes;  placez  la  virgule  entre  2 
et  I  ,  ce  qui  donne  42, 1 4- 

De  morne,  deux  cent  cinquante-trois  mille  vingt-neuf  dix- 
millièmes  se  reprcscntcia  par  25,3o2q;  et  ainsi  des  autres. 

8i>.  On  sent  déjà  tout  l'avantage  que  présente  celte  manière 
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d'écrire  les  fractions  décimales.  Une  fraction  se  compose  ordl- 
nairenienl  de  deux  nondjres  placés  l'un  au-dessus  de  l'autre, 
savoir  ;  le  numérateur  et  le  dénominateur.  Ici,  la  place  de  la 
virgule  suflil  pour  indiquer  le  dénominateur,  qui  est  égal  à 
Vunitc  suùïe  d'autant  de  zéros  qu'il j'  a  de  chijfres  décimaux , 
c'est-à-diredecliifTresàla  droite  de  la  virgule.  Quantaunumé- 
rateu-,  il  se  compose  de  l'ensemble  des  chiffres  qui  sont  à  la 
droite  de  la  virgule;  ou  bien  ,  si  l'on  considère  l'entier  comme 
réduit  en  fraction  .  c'est  le  nombre  proposé ,  abstraction  faite 
de  la  virgule. 

Ainsi  le  nombre  aS^SoS^  mis  sous  la  forme  ordinaire  d'une 

...  .        .     „    SoS-  sSSoS':    ,  ,  , 

Iraction,  revient  a  10 '--  ou  -;  le  nombre  2,00400 

loooo  10000 

.  .     1  >         4^0  aco^oq         „  ^,    .      . 

*st  égal  a  2 '-—  ou ^^  ;  enfin,  0,0002164.  équivaut  u 

looooo         1 00000 

2i54 

looooooo* 

53  2o53 

Réciproquement  j  2  • ou  se  chan;ient  eii    2,o53v 

^  1000         1000  " 

172049     , 

~  en  in ,2040. . . 

10000  '  ^ 

Ces  transformations  de  fractions  décimales  en  fractions  ordi- 
naires, et  de  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales  ,  sont 
d'un  usage  continuel  dans  le  calcul. 

86.  Il  résulte  d'abord  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  c[ue ,  si, 
dans  une  fraction  décimale ,  on  avance  la  viigule  d  un  ou  df 
plusieurs  rangs  vers  la  droite,  on  multiplie  le  nombre  par 
10,  100,  1000,  e/c. y  et  qu'au  contraire,  en  la  reculant  d'un 
ou  de  plusieurs  rangs  vers  la  gauche ,  on  divise  le  nombre  par 
jo,  100,  1000.... 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  103,07295  ,  et  supposons 
quon  avance  la  virgule  de  3  rangs  vers  la  droite,  ce  qui 
donne  153072,95 j  je  dis  que  le  nombre   est  rendu  1000  fois 

i53o''2o5 

plus  grand.  En  effet ,  le  nombre  primitif  revient  à '—^^i 

'        "  '  ^  100000 
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et  lorsque  la  virgule  est  déplacc'e,  il  devient —^  ,  frac- 
tion dont  le  denoinlnateur  est  looo  fois  plus  petit  que  celui  de 
l'aulre  fraction  ;  donc  (n°  4o  )  la  seconde  fraction  est  looo  fois 
plus  grande  que  la  propose'e. 

Au  contraire,  si  l'ou  recule  la  virgule  de  2  rangs   vers  la 

gauche,  il  vient  i  jSSonaqS  ou  '         ,  fraction  dont  le  de'- 

looooooo 

Dominateur  est  100  fois  plus  grand  c[ue  celui  de  la  fraction 

I o3o^  2o5 

proposée,  ^    •     ;  donc  la  nouvelle  fraction  est  100  fois 

I 00000 

plus  petite  c[ue  celle-ci. 

On  peut  encore  démontrer  cela  en  observant  que,  parle 
déplacement  de  la  virgule,  la7)aleur  relatù'e  de  chaque  chiffre 
devient  10,  100,  1000,  etc.  ,  fois  plus  grande  ou  plus  petite. 
Ainsi,  en  coiiiparant  lÔSo^a.gS  à  iSSjO-jaqS,  on  voit  que  le 
chiffre  3 ,  qui  exprimait  dans  celui-ci  des  unités  simples ,  ex- 
prime maintenant  des  mille ^  le  chiffre  5  à  la  gauche  du  3,  qui 
exprimait  des  dixaiues,  représente  maintenant  des  dixaines  de 
mille;  et  ainsi  des  autres  chiff"res. 

87.  En  plaçant  un  nombre  quelconque  de  zéros  à  la  droite 
d'une  fraction  décimale ,  on  n'en  change  point  la  valeur. 

Ainsi,  3, 4ï5  équivaut  à  3,4i5o,  ou  3,4i5oo,  ou  3,4i5ooo...  ; 

en  effet ,  ces  nombres  peuvent  (n°  82)  se  mettre  sous  la  forme 

34i5     SiiSo     34i5oo  ,      ,  3       ••        r      .• 

-^î —     — î — î . . .  ;  or  les  deux  dernières  fractions  ne 

1000     loooo     looooo 

sont  autre  chose  que  la  première  dont  on  a  multiplié  les  deux 

termes  par  10,  100,  ce  qui  n'en  change  pas  la  valeur  (n"  46). 

Ou  bien,  on  peut  observer  que  les  zéros  placés  à  la  droite 
des  chiffres  déjà  écrits  n'en  changent  pas  la  valeur  relative  ; 
et,  comme  ces  zéros  n'ont  aucune  valeur  par  eux-mêmes,  la 
fraction  reste  toujours  la  même. 

Cette  dernière  transformation  sert'  à  réduire  des  fractions 
décimales  au  même  dénominateur.  Par  exemple ,  les  fractions 
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12407  I  0,25  I  7,o45G  i  ?.3,4j»evienneutà  12,4070  j  o.oGoo  | 
7,0456  I  23, 4000;  et,  sous  celte  forme,  elles  ont  loooo  pour 
de'nominateur  commun. 

Ces  notions  e'tablies,  nous  pouvons  passer  aux  ope'ralious  sur 
les  fiactious  décimales. 

88.  Addition  et  Soustraction.  —  On  effectue  l'addition  des 
iVactions  décimales  de  la  même  manière  que  celle  des  nombres 
entiers ,  après  les  avoir  toutefois  réduites  au  même  dénomina- 
teur, et  en  ayant  soin  de  séparer  par  U7ie  virgule  j  au  résultat, 
autant  de  cliiJJ'res  décimaux  quil  y  en  avait  dans  celui  des 
nombres  cjui  en  renfermait  le  plus. 

Un  seul  exemple  suffira  pour  éclaircir  cette  règle. 

Onpropose  d'ajouter  les  nombres  32,4o56  J  245,379!  12,04761 
9,38  J  et  459,2375. 

J'écris  d'abord  un  o  à  la  droite  du  second  nombre,  et  deux  à 
ladroitedu  quatrième  ;  puis  je  place  les  nombres  ainsi  préparés, 
les  uns  au-dessous  des  autres,  de  manière  que  les  unités  d'un 
même  ordre  se  correspondent,    et  je  fais 
l'addition  comme  à  l'ordinaire.  32 ,  4o56 

Je  trouve  pour  résultat  7584497;  o"»  se-         245,3790 
parant  4  cbitlVes  décimaux  vers  la  droite,  12,0476 

758,4497  »  parce  que  les  nombres  qu'on  a  9,3800 

ajoutés,  expriment  des  unités  de  l'ordre  des         4%?  23-5 

dix-mi llihnes.  ~^    77 

T                        y^^>4497 
Dans  la  pratique,  on  peut  se  dispenser        ■ 

d'écrire  des  zéros  à  la  droite  des  nombres         ^^^  zz^^ 

qui   ont    le   moins  de  chiffres   décimaux , 

pourvu  que  l'on  ait  bien  soin  de  disposer  les  unités  d'un  même 

ordre  dans  une  même  colonne. 

La  soustraction  s'effectue  aussi  comme  pour  les  nombres 

entiers,  après  que  l'on  a  réduit  les  fractions  décimales  au  même 

dénominateur  (n°  87). 

Par  exemple,  soit  à  soustraire  23,0784  de  62,09. 

J'écris  deux  zéros  à  la  droite  de  62,0g,  ce  qui  me  donne 
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62,0900  ;  puis  j'effectue  la  soustraclion 
comme  à  rordinairc;  j'ai  soin  seulement         62,0900 
de   séparer  4  chiliVcs  dcciinaux  vers  la         23,0'j84 
droite  du  résultat.  7,  'Z 

Ces  procédés  sont  lonclés  sur  ce  que         _; 

ks  uuitcs  de  difféiens  ordres,  dans  les         62,0900  preuve. 
fractions   décimales ,    ayant  les  mêmes 

ripports  de  grandeur  les  unes  à  i'cgard  des  autres ,  que  dans  les 
iiombrt-'S  entiers,  il  doit  en  cire  pour  les  retenues,  ou  pour 
les  emprunts  aux(}uels  on  est  conduit  ,  comme  s'il  s'agissait 
d'opérer  sur  des  nombres  entiers. 

89.  Mulliplicalion  desjraclions  décimales.  —  Pour  effectuer 
cette  opération,  midlipliez  les  deux  nombres  proposés  V  un  par 
Vautre ,  sans  faire  alienlion  à  la  7^irgule  qui  s'y  trouve  )  et 
lorsque  vous  aurez  obtenu  le  produit  total,  séparez  vers  la 
droite  j  par  une  virgule ,  autant  de  chiffres  décimaux  qw'ilj- 
en  a  dans  les  deux  fadeurs. 

'Soit,  par  exemple,  à  multiplier  35,407  par  1 2 , 54- 

Poumons  rendre  compte  du  pvocédéprescrit, 

observons  que  les  doux  nombres  proposés  peu-  35, 407 

35407       1254  ^  12,54 

vent  se  mettre  sous  lalorme ^  et .Or,         ^ 

1000          100  ,    r-   o 

.                        ,,  141020 

Dour  Uiultiplierdeux  fraclionsl  unepar  l  autre,  -r 

il  faut  (n"  S9)  multiplier  numérateurpar numé- 
rateur, et  dénominateur  par  dénominateur; 
juais  les  deux  numérateurs  ne  sont  autre  chose 


70814 
35407 


que  les  nombres  proposés,  abstraction  faite  de  444>*^*''^7^ 
la  virgule  ;  on  doit  donc  premièrement  multi- 
plier ces  deux  nombres  l'un  par  l'autre,  ce  qui  donne  ^^ooZ']^. 
On  a  ensuite,  pour  le  produit  des  dénominateurs,  looooo, 
c'est-à-dire  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres 
décimaux  dans  les  deux  facteurs;  et  il  faut  diviser  le  produit 
obtenu,  par  100000,  ce  (jui  revient  évidemment  a  séparer 
5  chiffres  décimaux  vers  la  droite  ;  on  trouve  ainsi  pour  résul- 
tat 444>o<*37S.  doue,  etc. 
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Aulrement  :  en  ôlanl  la  vhfjule  dans  le  inulliplicande ,  on  le 
multiplie  evidcnuuent  par  looo,  puis;|u'il  expiiMinU  d'abord 
des  1000^*,  et  qu'il  exprime  maintenant  des  unîtes  niincipalcs  ; 
donc  ,  Lii  vertu  des  principes  du  n"  45,  le  produit  est  par-li 
rendu  looo  fois  tiop  grand;  de  inènie  ,  comme  en  ùiant  la 
virp.ule  darws  le  multiplicateur,  on  le  rend  loo  fois  plus  ijraiid, 
il  s'en.'<uit  que  le  ])roduil  est  de  nouveau  rendu  loo  lois  trop 
{^rand  ;  il  est  donc,  par  la  suppression  des  deux  virgules,  rendu 
looooo  fois  trop  [;rand  ;  et ,  pour  le  ramener  à  sa  juste  valeur  , 
il  faut  le  diviser  par  looooo,  ou  séparer  5  cliiffres  de'cimau> 
vers  la  droite. 

Le  raisonjîement  serait  analogue ,  si  l'on  avait  un  pins  ou 
moins  ;;rand  nombre  déchiffres  décimaux  dans  les  tieux  facteurs. 

Il  peut  arriver  ([ue  l'un  des  deux  nombres  seulement  ren- 
ferme des  décimales.  Dans  ce  cas,  on  sépare  vers  la  droite  du 
produit ,  autant  de  chijjfres  décimaux  qu'il  j  en  a  dans  ce 
nombre.  La  démonstration  est  trop  facile  pour  que  nous  nous 
y  arrêtions. 

On  trouvera  d'après  ces  rè';les  ,  que 

1°.  le  produit  de  4jo56'-  par  y.SoS  est  é;",al  à  38,55o820i  •, 

2°.  le  produit  de  4,ooi5  par  29  est  i6,o435; 

3°.  le  produit  de  o,o3o54  par  o,o23  est  o,ooo'^o242. 

N.  B. — Ce  dernier  exemple  mérite  quelque  attention.  En  fai- 
sant abstraction  delà  virgule  dans  les  deux  facteurs,  eteflectuant 
la  multiplication,  on  trouve  pour  produit,  '^o?42;  mais  comme 
il  y  a  cinq  chiftrcs  décimaux  dons  le  multiplicande  ,  et  trois 
dans  le  multiplicateur,  il  eu  faut  huit  au  produit  qui  cependant 
ne  i"enferine  que  cinq  chilfres.  Pour  lever  la  didiculté,  on  ob- 
serve que,  le  produit  devant  exprimer  des  imités  du  8*  ordre 
décimal ,  il  suffit  d'écrire  ,  à  la  gauche  de  7024^  ,  des  zéros  en 
nombre  sufiisant  pour  qu'en  plaçant  ensuite  la  virgule,  le  der- 
nier chiffre  2  occupe  le  8*^  ran^  décimal.  Ici  ,  l'on  duit  en  écrire 
quatre ,  en  comptant  celui  qui  doit  tenir  la  place  des  entiers;  • 
et  l'on  trouve  o,ooo';o2:'[2. 

90.  Division  des  fractions  décimales.  —  Cette  opération 
n'offre  pas  plus  de  ifilucullé.  Commencez  par  réduire  le^deux 


ib 
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nombres  proposés  au  viéme  dcnominaleur  (n"  87);  effectuez 
ensuite  la  dii'ision  en  faisant  abstraction  de  la  virgule  ^  vous 
obtenez  ainsi  le  quotient  demandé. 

Soit  à  diviser  43,o47/'a/' 2,53698. 

Je  commence  par  écrire  deux  ze'ros         43o47°^  I  ^SSGgS 
à   la  droite  de  4^,047 ,  ce  qui  donne  1767720 

43,04700  ;  puis  je  divise  4^04700  par  aJSSSa 

2536g8,  et  j'obtiens,  pour  le  véritable 

^  245532 
quotient,  ib  ^^,.  „. 
^  253ogb 

En  effet ,  après  avoir  écrit  deux  zéros  à  la  droite  du  di- 
vidende, ce  qui  n'en  change  pas  la  valeur,  on  peut  mettre  les 

,    -,             4304700        2536q8 
deux  nombres  proposes  sous  la  lornie —  et  =^. 

'        ^  lOOOOO  lOOOOO 

Or,  pour  diviser  le  premier  par  le  second ,  on  doit  (n°  62)  mul- 
tiplier la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 
On  aura  donc,  en  observant  aue   looooo  est  facteur  commun 

T       ,  1-1        4304700      ,        ,     ...  ,.,    y 

des  deux  termes,  le  résultat  — ^-^-h-r^;  cest-a-dire  au  il   jaut 

2ô3ogo 

faire  la  division  des  deux  nombres  considérés  sans  la  virgule, 

après  avoir  toutefois  ramené  le  nombre  des  chiffres  décimaux 

à  être  le  même  de  part  et  d'autre. 

On  peut  dire  encore  que  ,  les  deux  fractions  décimales  étant 
réduites  au  même  dénominateur,  si  l'on  ôte  la  virgule  dans 
les  deux  termes  ,  on  rend  le  dividende  et  le  diviseur  le  même 
nombre  de  fois  plus  grands;  donc,  le  quotient  ne  chanre  pas 
(n°-45). 

On  trouvera  par  ce  procédé,  que  le  quo-       04700 
tient  de  la  division  de  3^4 ;03  par  0,027, 


270 


23o3 
143 


o    143 

est  12S  -1-. 
270 

Celui  de  o.5q6par  0,00201  est  2q6   . 

91.  Dans  les  exemples  précédens  ,  on  a  obtenu  facilement 
a  partie  entière  du  quotient  de  la  division  ;  mais  les  fractions 
propres  à  compléter  le  quotient,  ay  ant  des  termes  très  grands, 
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sont  difficiles  à  évaluer.  Il  est  alors  naturel  de  cliercher  à  expri- 
mer cette  fraction  en  parties  plus  simples  de  l'unité  principale  , 
par  exemple,  en  dixièmes,  centièmes,  millièmes ,  etc... 
Proposons-nous  donc  cette  nouvelle  question  générale  : 
Une  fraction  quelconque  de  l'unité  principale  d'une  certaine 
nature  étant  donnée ,  évaluer  cette  fraction  en  décimales ,  ou 
bien,  la  convenir  en  fraction  décimale. 

Soit  proposée  d'abord  la  fraction  —.  / 

Le  nombre  proposé,  étant  rapporté  à  l'u-         3(io    op^ôSg.. 

i3  ^ 

nité  principale,  exprime  les  7—  de  cette  uni-  ^  ° 

^        ^      '      ^  47  280 

té;  mais  ,  comme  une  unité  simple  vaut  10  ^5o 

....  ...         .  i3        .        ,    i3o  __ 

dixièmes ,  il  s  ensuit  que  -7-  revient  a  —, —  -^1 

kl  47 

de   dixième;   ainsi,   lorsqu'on  a  disposé 

les  deux  nombres  i3   et  47  comme  dans 

la  division  ordinaire ,  si  l'on  met  d'abord 

un   zéro  au  quotient  pour  tenir  lieu  des 

entiers,  que  l'on  place  une  virgule,  et  c|u'on  divise  i3o  par  47  > 

le  quotient  2  ainsi  obtenu,  et  écrit  à  la  droite  delà  virgule, 

représente  le  nombre  de  ff/.r/èmej^  contenus  dans—  ;  c'est-à-dire 

47 

que  —  est  égal  à  2  dixièmes f-^Xxx?,  -7—  de  dixième.  Pareillement, 

47  47 

36 
comme  i  dixième  vaut  10  centièmes,  il  s'ensuit  que     -z-   de 

4" 

,•    ..  .    1  .  36o  ,  .,  „ 

dixième  est  égal  a  — — de  centième ,  ou,  enectuant  cette  nou- 

47 

velle  division,  à  7  cenn'ème.s  plus—   de    centième.    En  écri— 

47 
vaut  un  nouveau  o  à  la  droite  de  3 1,  et  divisant  3ic  par  47 >  on 
trouve  pour  quotient  6  millièmes  c|ue  l'on  écrit  à  la  droite  des 
deux  chiffres  précédens,  et  pour  reste  28  à  côté  duquel  on  pose 
un  nouveau  o  pour  en  faire  des  dix-milliemes ;  ainsi  de  suite. 
En  poussant  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  5  cIiifTies 

9 
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,3  2" 

décimaux  ,  on  trouve  que  7—  équivaut  à  o,2'j65q,  plus  — '-   de 

■47  .  ^  ^"^ 

cent-milliènie ,  h-Rcùon  qu'on  peut  négliger;  et  l'on  dit  alors 

que  o  27660  est  la  valeur  de  -v-  à  moins  d'un  cent-millième 

47 
près,  attendu  que  la  fraction  néjjligée  est  moindre  que  l'unité 

•de  cet  ordre. 

En  [général,  pour  convertir  une  fraction  ordinaire  en  frac- 
lion  décimale,  dispo.,ez  les  deux  nombres  comme  dons  la  di- 
vision; éci-ivez  un  o  au  quotient ,  et  à  la  droite  de  ce  zéro  une 
virgule.  C An  posé,  mettez  un  o  à  la  droite  du  numérateur ,  et 
dii'isez  le  nombre  résultant  par  le  dénominateur  j  vous  obtenez 
Mn  quotient  qui  exprime  les  di:\1Ème.s  ,  et  un  certain  reste.  Pla- 
cez un  o  à  la  droite  de  ce  reste,  et  divisez  le  nombre  résultant 
par  le  dénominateur  ;  vous  obtenez  un  quotient  qui  exprime  les 
CENTIÈMES,  et  un  nouveau  reste  ;  écrivez  un  o  à  la  droite  de  ce 
reste,  et  divisez  le  nombre  résultant  par  le  dénominateur;  vous 
obtenez  un  quotient  qui  exprime  /ci^ millièmes,  et  un  troisième 
/r^/e  sur  lequel  vous  opérez  delà  même  manière.  Enfin,  vous 
continuez  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  que  vous  ayez  ob- 
tenu autcinl  de  cliiffres  détimaux  que  vous  désirez  eu  avoir,  ou 
que  la  question  l'exi^.e.  S'il  y  a  un  reste,  la  fraction  décimale 
<iue  vous  obtenez  ainsi ,  ne  diffère  de  la  fraction  proposée  que 
d'une  quantité  moindre  que  l'unité  de  l'ordre  déciînal  auquel 
vous  avez  arrêté  le  quotient. 

Si  le  nuinéraleur  de  la  fraction  est  plus  grand  que  \^  déno- 
îninateur,  vous  commencez  par  extraire  les  unités  ;  vous  les 
écrivez  au  quotient,  et  vous  posez  une  virgule  pour  les  séparer 
des  cliifFres  de  la  partie  fractionnaire. 

Il  est  aisé  d'apercevoir  l'analogie  c[ui  existe  entre  cette  opé- 
ration et  celle  q'.ii  a  pour  objet  de  convertir  un  noinbie  frac- 
tionnaire d'une  unité  principale  quelconciue,  en  un  nombre 
complexe,  c'est-à-dire,  en  unités  principales  et  subdivisons  de 
cette  unité.  {Voyez  n"  70.) 

Nous  allons  maintenant  faire  rapj)licatioT)  de  cette  règle 
aux  exemples  de  division  traités  dans  le  numéro   précédent. 
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Soit  propose  de  dh'iser  43,o47  /^«^  2,58698,  et  d'évaluer  le 

rjuolienl  a  moins  de •  près. 

^  1000 

Après   avoir   trouve,    comme    pré-  4304700      ^58698 

cédemment,    le    quotient  16   avec  le  1-^67720     76~q6" 

reste  245532,   on  considère   ce   reste  2455320 

comme  le  numérateur  d'une  fraction  1  "20880 

dont    le    dénominateur    est    253698;  1081020 

«t  alors  on  écrit  un  o  à  la  droite  de  oofioH  ' 

ce  reste  ;  puis  on  continue  la  division , 

ce  qui  donne  ^dixièmes  pour  quotient,  et  pour  reste  172038, 
à  la  droite  duquel  on  écrit  encore  un  o;  puis  on  divise  le 
résultat  par  le  même  diviseur  ;  on  obtient  pour  quotient 
Ç»  centièmes ,  et  pour  rcsîe  198192,  à  côté  duquel  on  place 
un  o;  on  divise  de  nouveau  par  le  même  diviseur,  ce  qui 
donne  pour  quotient  7  millièmes,  avec  un  reste  qu'on 
néglige. 

On  obtient  ainsi  16,967   pour  le  quotient   à  moins  de 

près,  puisque  la  quantité  négligée  est  une  fraction  de  mil- 
lième. 

On  trouverait  également  pour  le  quotient  de  la  division  de 
3,4708  par  0,027  ^  rnoins  de  0,0001  près ,  128,5296. 

De  même,  0696  divisé  par  0,00201  doime  pour  quotient 
à  moins  de  0,01  près ,  296,51 . 

Nous  reviendrons  plus  tard,  v^  chapitre  ,  sur  la  conversion 
d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale,  parce  que  celte 
opération  présente  plusieurs  propriétés  remarquables  que  nous 
ne  pouvons  développer  d'une  manière  complète  pour  le 
moment. 

92.  Lorsque,  dans  la  division  ,  le  diviseur  est  un  nombre 
entier,  ou  renferme  moins  de  cliifnes  décimaux  que  le  divi- 
dende,  au  lieu  d'écrire  à  sa  droite  des  zéros  pour  le  le' luire 
au  même  dénominateur  que  le  dividende,  il  est  plus  simple 
d'opérer  ainsi  qu'on  va  le  voir. 
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1°.  Soit  à  diviser  ^i^Z'-.^^^'i.S par  56. 
La  division  pouvant  ici  être  consi- 
dérée   comme  ayant  pour  objet  de 
prendre  la  56*  partie  du  dividende, 
on  prend  d'abord  le  56^  de  437,  ou 
l'on  divise  437  par  56,  ce  qui  donne 
pour  quotient  7  unités,  et  pour  reste 
45  qui,  suivi  des  4  dixièmes  du  di- 
vidende ,  forme  454  dixièmes  dont  il  faut  prendre  encore  le 
56^;  c'est-à-dire  que  l'on  divise  454  par  56,  et  l'on  trouve 
pour  qiîoticnt  8  dixièmes  qu'on  écrit  à  la  droite  du  7,  après 
avoir  placé  une  virj.ule. 

Le  reste  6,  suivi  des  8  centiimes  du  dividende,  donne  68 
centièmes  dont  le  56^  est  i  centième ,  et  il  reste  12  qui,  suivi 
des  2  millièmes  du  dividende  ,  forme  122  inillièmes  ^  divisant 
122  par  56,  on  obtient  pour  quotient  2  millièmes,  et  pour 
reste  10,  à  côté  duquel  on  abaisse  le  dernier  chiffre  5;  on  a  io5 
qui,  divisé  par  56,  donne  au  quotient  i  dix-millième ^  donc 
enfin,  le  quotient  demandé  est  7,8121. 

Ce  quotient  n'est  exact  que  jusqu'aux  loooo^'"^^;  mais  si 
l'on  voulait  obtenir  un  plus  grand  degré  d'approximation ,  il 
faudrait  poser  un  o  à  la  suite  du  reste  49»  et  continuer  suivant 
la  règle  du  numéro  91. 

11  est  facile  de  reconnaître  que  cette  manière  d'opérer  est 
plus  simple  que  si  l'on  eût  d'abord  écrit  4  zéros  à  la  droite 
du  diviseur,  afin  de  le  réduire  au  même  dénominateur  que  le 
dividende. 

Ou  trouverait  de  même  que  1 4,37586,  divisé  par  21g,  donne 
pour  quotient  0,06564,  ^  nioins  de  0,00001  près. 

2°.  Soit  à  diviser  3,4o567  par  0,039. 

Observons  d'abord  c[u'en  vertu  des 
principes  démontrés  aux  numéros  43  et 
66,  on  peut,  sans  altérer  le  quotient 
d'une  division,  multiplier  le  dividende 
et  le  diviseur  par  un  même  nombre. 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  le  divi- 
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seur  par  looo  ,  ce  qui  revient  (u°  86)  à  supprimer  la  virgule, 
et  qu'on  multiplie  le  dividende  par  looo,  ce  qui  revient 
(  même  numéro  )  à  avancer  la  virgule' de  trois  ran^s  vers  la 
droite,  on  aura  ramené'  la  question  à  diviser  3406,67  parSq, 
opération  qui  rentre  dans  dans  le  cas  précédent. 

Règle  généf.ale.  —  Toutes  les  fois  que  le  dividende  ren- 
ferme plus  de  chiftres  décimaux  que  le  diviseur,  supprimez 
d'abord  la  virgule  dans  le  diviseur,  puis  avancez  la  virgule  , 
dans  le  dividende,  d'autant  de  rangs  vers  la  droite  qu'il  j- 
avait  de  chiffres  décimaux  dans  le  diviseur^  et  effectuez  la 
division  comme  dans  le  cas  où  le  dividende  seul  contient  des 
chiffres  décimaux. 

Par  une  raison  semblable  ,  si  le  diviseur  est  un  nombre  en- 
tier terminé  par  un  ou  plusieurs  zéros  ,  on  peut  les  sup- 
primer, pourvu  qu'on  ait  le  soin  de  reculer  la  virgule  dans  le 
dividende,  d'autant  de  rangs  vers  la  gauche  qu'il  y  avait  de 
zéros  à  la  droite  du  diviseur. 

Ainsi,  par  exemple,  diviser  284, i5  par  8900  revientàdivi- 
ser  2,341 5  par  8g,  puisqu'on  n'a  fait  autre  chose  que  rendre  en 
même  temps  1 00  fois  plus  petits  les  deux  termes  de  la  division^ 

Au  reste,  nous  n'avons  présenté  ces  dernières  règles  que 
comme  des  moyens  plus  simples  d'opérer  dans  la  pratique  ;  car 
la  règle  établie  précédemment  (n°  90)  convient  à  tous  les  cas» 

95.  Voici  de  nouvelles  applications  : 

Déterminer  :  1°.  le  quotient  de  21,234  P*^^  ^9;37469  O» 
à  0,001  près ^ 

Résultat  0,357  y 

2°.  Le  quotient  de  1^^ par  7,356,  à  0,0001  près  y 

Résultat  39,9673; 

3°.  Le  quotient  de  0,004736 ^par  o,o34,  ^  0,00001  pres^ 

Résultat  0,1392g. 

Il  est  inutile  de  dire  que  les  preuves  de  ces  opérations  se  font 


(*)  Pour  abréger  le  discours,  nous  disons  ici  à  0,001  près,  tandis  qu'il 
serait  pins  exact  (n»  gi)  de  dire  :  a  moins  de  0,001  près.  INous  faisons  cette 
observation  une  fois  pour  toutes. 
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par  la  multiplication  ,  et  les  preuves  des  exemples  de  multipli 
cation ,  par  la  division. 

5  II.  Sjsthne  des  nouveaux  poids  et  mesures. 

Nous  sommes  maintenant  en  ëtat  d'appiécier  tous  les  avan- 
tages que  présente  le  calcul  des  fractions  de'cimales  sur  celui 
des  fractions  d'une  espèce  quelconque  ,  et  de  juf,er  combien  il 
serait  important  d'établir  un  système  de  poids  et  mesures  qui 
fût  lié  au  Système  décimal.  C'est  à  quoi  les  savans  sont  par- 
venus ,  lîon  sans  beaucoup  d'efforts,  et  malgré  les  oiistacies  oc- 
casionés  par  l'ignorance  et  les  préjugés.  Commençons  parfaire 
connaître  la  nomenclature  de  ce  Système. 

Mesures  linéaires  ou  de  longueur. 

94.  L'unité  de  longueur,  à  laquelle  ou  a  donné  le  nom  de 
MÈTRE,  est  la  dix-millionieme partie  de  la  distance  du  pôle  à 
l'équateur,  comptée  sur  le  méridien  qui  passe  à  Paris. 

D'après  des  opérations  exécutées  et  vérifiées  avec  la  plus 
gi*ande  précision  ,  on  a  reconnu  que  le  mètre,  évalué  en  pieds, 

pouces,  lignes,     etc.,  vaut  3^  oVii^,ic^6,   à  de  ligne 

près. 

Pour  désigner  des  mesures  plus  grandes  ou  plus  petites  que  le 
mètre,  ou  est  convenu  d'employer  les  mots  (tirés  du  grec  et  du 
latin)  : 

MYRIA,    KILO,    HECTO,    DEÇA,       DÉCI  ,  CENTI  ,  MILLI  , 

(|  »'i  signifient  : 

dii  mille  ,  vûlle  ,       cent ,       dix,  dixième  de  ,  centième  de  ,  millième  de, 

et  que  l'on  place,  au  besoin,  en  tète  du  mot  mètre. 
On  a  formé  ainsi  le  tableau  suivant  : 
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3Ij'n'amèlre ,  ou  mesure  de  dix  mille  mètres; 

Kilomètre  mille  iiièties; 

Heclometre  ,  cent  mètres  ; 

Dccamelre  dix  mètres  ; 

Mètre  unilé  principale; 

Décimètre  dixième  de  mètre  ; 

Ccnlimelie  centième  de  mèlie; 

Millimelre niillième  de  mètre, 

A'.  B .  —  Le  myriamètro  et  !e  kilomètre  sont  les  mesures  ili- 
ûcraires  acluellemenl  adoptées;  lemyriamètrt-  c?t  un  peuplas 
que  le  douùlede  la  lieue  de  ?.5oo  toises;  le  kilomètre  en  est  uu 
peu  plus  que  le  cinquiime ,  ou  bien,  est  un  peu  plus  que  le 
quart  delà  lieue  Cit poste  ou  de  2000  toises. 

Mesures  de  superjîcie  (*) . 

9S.  L'unité  naturelle  des  surfaces  est  lo  mètre  carré ^  mais 
quand  il  s'a^;it  de  p^^randes  surfaces  agraires  ,  on  prend  pour 
unité  un  décamètre  carré ,  c'est-à-dire  un  carre  <[ui  a  pour 
côte,  un  décamètre  ou  dix  mètres ^  et  cette  unité  se  nomme 

ARE. 

Les  multipies  de  l'are  se  dési;^ncnt  à  l'aide  des  mots  mjria  , 
lilo ,  heclo , . .  .  employés  au  nuuiero  94  ;  ainsi  , 

Mjyria-are  ou  wTjr/a/e,  signifie  dix  mille  ares  ; 

Kilo- are      ou  hilare  u'.illeares; 

Hecto-are    ou  hectare  cent  ares; 

Déca-are    ou  décare  dix  ares; 

Are  unité  principale  ; 

Déclare  dixième  d'are  ; 

Centiare  centième  d'are  ; 

Milliare  millième  d'are. 


(*)  Pour  rinttili^cncc  conijilèlc  de  ctriains  ti-rnu-s  cl  cIl*  Lcri^ines  is(ir«s- 
sions  dont  nous  nous  son  irons  dans  le  rcsie  de  la  nonicnc.'ature'dts  bOUfeUcs 
nieii'.ns,  n;iBS  sommis  oblige  de  ren\ovcr  à  la  GéomÉtriE. 
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N.  B.  — .  Le  myriare  ,  l'hectare  ,  l'ave,  le  centiare,  sont  les 

seules  mesures  usite'es;  l'hectare  remplace  l'arpent,  dont  il  est 

environ  le  double  ;  le  centiare  n'est  autre  chose  que  le  mètre 

carré. 

Mesures  de  solidité. 

96.  L'unité  de  solidité'  est  le  biètre  cube;  c'est  un  cube 
(forme  de  de'  à  jouer)  qui  a  un  mètre  de  côté.  Les  multiples  et 
les  sous-multiples  du  mètre  cube  n'ont  pas,  en  général ,  reçu 
de  dénominations  particulières;  cependant  le  looo*  du  mètre 
cube  est  appelé  décimètre  cube,  parce  qu'en  effet  c'est  un  cube 
qui  a  un  décimètre  de  côté  ;  le  loooooo®  du  mètre  cube  s'ap- 
pelle aussi  centimètre  cube,  parce  que  c'est  un  cube  qui  a  un 
centimètre  de  côté  ,  etc 

Lorsque  les  mesures  de  solidité  s'appliquent  au  bois  de 
chauffage  ou  aux  matériaux  de  construclion,  l'unité  principale, 
ou  le  mètre  cube,  s'appelle  stère.  On  considère  ensuite  le  déca- 
stere,  mesure  de  dix  stères.  Le  ^/ère  est  à  peu  près  la  demi^ 
voie  ancienne  ;  ainsi  le  déca-stère  vaut  cinq  voies  environ. 

Mesui'es  de  capacité  pour  les  liquides  et  pour  les  grains. 

97.  L'unité  actuelle  de  capacité  est  le  décimètre  cube,  qu'on 
nomme  litre.  Quant  aux  multiples  et  aux  sous-multiples 
décimaux,  voici  ceux  dont  on  fait  principalement  usage  : 

Hectolitre  ou  mesure  de  cent  litres; 

Décalitre dix  litres  ; 

Litre unité  principale  ; 

Décilitre dixième  de  litre  ; 

Centilitre centième  de  litre. 

N.  B.  —  Le  litre  remplace  la  pinte  pour  les  boissons ,  et  le 
litron  pour  les  grains.  Il  est  un  peu  plus  grand  que  la  pinte  et 
le  litron. 

Le  décalitre  tient  lieu  du  boisseau,  pour  la  mesure  du  blé 
et  de  toutes  sortes  de  graius  ;  l'hectolitre  remplace  le  seticr. 
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On  l'emploie  encore  à  évaluer  les  futailles  de  vin  ou  de  tout 
antre  liquide. 

Le  kilolitre ,  qui  a  la  capacité  d'un  mètre  cube,  elle  mjria- 
lilre,  ne  sont  guère  usités. 

Des  poids. 

98.  L'unité  de  poids  actuelle  est  le  poids  d'un  centimètre 
cube  d'eau  distillée  et  ramenée  à  son  maximum  de  densité  ; 
on  lui  a  donné  le  nom  de  gramme. 

Sa  valeur  en  poids  anciens  est  de  18"'''""^,  827 15 ,  c'est-à-dire 
un  peu  plus  qu'u/z  quart  de  gros. 

Voici  le  tableau  de  ses  multiples  et  sous-multiples  décimaux  : 

Mjriagramme ,  valant  dix  mille  grammes  ; 

Kilogramvie          mille  grammes  ; 

Hectogramme       cent  grammes  ; 

Décagramme        dix  grammes  ; 

Gramme              unité  principale  ; 

Décigramme          dixième  de  gramme; 

Centigramme       centième  de  gramme  ; 

Milligramme        millième  de  gramme. 

N.  B.  —  Le  kilogramme  étant  mille  fois  plus  fort  que  le 
gramme,  qui,  comme  nous  l'avons  dit,  est  égal  à  i8f'',827i5, 
équivaut  à  18827?'',  i5;  mais  la  livre  poids  étanc  (n°  60)  de 
9216  gi'ains  ,  il  s'ensuit  que  le  kilogramme  vaut  un  peu  plus 
que  le  double  de  la  livre  :  ainsi ,  un  demi-kilogramme  peut 
remplacer  la  livre  poids  ancienne  (*). 


(*)  Les  savans  auxquels  on  ('oit  le  Système  décimal  des  poids  et  mesures, 
avaient  'd'abord  eu  l'idée  de  prendre  pour  unité  de  poids  ,  celui  d'un 
décimètre  cube  d'eau  distillée,  parce  que  ce  poids,  qui  correspond  au  kilo- 
gramme actuel,  était  très  propre  à  remplacer  l'unité  ancienne  ou  la  litre, 
dont  il  est  à  peu  près  le  double  5  et  ils  lui  avaient  donne  le  nom  de  gratte  ; 
mais  ils  ne  tardèrent  pas  h  reconnaître  les  inconve'niens  suivans: 

l*.  Les  multiples  du  grave  étaient  le  décagrauc ,  Vhectngrai'e ,  le  hilo- 
grai'e  et  le  myriagrat'e ;  or,  le  poids  d'un  dtcagrave  étant  égal  à  plus  de 
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Des  monnaies. 

99.  La  nouvelle  unitci  de  monnaie  est  le  fua>c.  Poui" 
l'obtenir,  on  a  pesé  cinq  grammes  d'un  lingot  renfermant  9 
dixièmes  d'ra-.«cnt  pur  et  un  dixième  d'alliage;  c'est  la  valeur 
tle  celte  partie  du  lin;j[ot  ([ue  l'on  a  appelée  franc.  Par  un  heu- 
reux iiasard  ,  il  a  été  reconnu  avoir  à  peu  près  ia  même  valeur 

que  la  //Vre  tournois.  Il  y  a  cependant  une  difFérence  de  3-  en 

00 

faveur  du  franc  ;  c'est-à-dire  qu'un  franc  vaut  1*  •5-,oupr-  de 

00        00 

livre  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  80  fraiics  valent  8i  livres. 

Le  dixième  d'un  franc  a  élé  appelé  décime ,  et  le  centième 

d'un  frajiC,  centime.  Quant  à  ses  niuhiplcs  décimaux,  on  n'a 

pas  jugé  à  propos  de  leur  donner  de  dénomination. 

•100.  Conclusion-.  —  Tel  est  l'exposé  de  la  nomenclature  des 
nouvelles  mesures.  Ou  peut  juger  dès  à  présent  des  avauta;^e.s 
que  ce  Système  présente  sur  l'ancien. 

1°.  —  Il  est  uniforme  et  simple  ,  en  ce  que  les  unités  princi- 
pales et  subdivisions  de  ces  unités  suivent  toutes  entre  elles  la 
loi  du  Système  décimal  de  nuniération  ;  et  l'on  sait  déjà  com- 
bien le  calcul  des  fractions  décimales  est  facile. 

0°. —  Il  est  fixe  ,  invariable,  «t  susceptible  d'être  adopté  dans 


ao  livres,  les  antres  iiuilti|>Ics  se  lionvait-nt  <lc  beaucoup  àupciieurs  aux  poids 
eiirplnjcs  (i;ins  les  ar:s  et  le  roniniercc. 

a'^.'Lts  sotis-niiiltiples  ttaieat  le  déci^rave. ,  le  cenligrai-e  ei  la  niillifçrai'e. 
Coniirie  ce  •lernicr  poids  n^■^t  nutie  rliose  que  le  gramme  actuel,  il  équivaut 
î»  If)  trrnins  environ  ,  et  il  csi  par  roii'-eqnent  <!e  beaucoup  supérieur  à  ceux 
qu'on  emploie  dans  les  ptsees  un  peu  delicales;  en  sorte  que  Ion  avait 
t'U;  oI>ligi;  d'etaulir  de  iioiivelk's  suLdiviMuns,  telles  fjnc  le  Jijc-ntiUi^rav'c, 
le  cenl-tnillif^raue  et  le  millioui^rave.  A  la  vérité  ,  les  savatis  avaient  affecté 
on  fiorn  pailiciilier  au  mil.'igirtve  et  en  avaient  formé  une  unité  secoudaiic 
appelée  ^rtit'et ,  d'»à  ils  av;/ient  déduit  le  décigrai'el ,  le  centiffa:i^et  et  le 
viilliiiiiU'el.  La  réijid  :iilé  de  la  nomcnclaluic  .-.e  irtuivait  ainsi  <lélruite  La 
noiivdie  n'olFre  f>lus  b  s  loi-Hies  inconvnÉicns  ,  et  eJle  compiejul  tuus  les 
P'iids  dont  on   se  sctl  oi'dinaireiDcr.l- 


DE    POIDS    ET    MESURES    SLR    l'aNCIEN.  1 3q 

tons  les  pays,  puisqu'il  n'appartient  ù  aucun  climat,  à  aucune 
nation  en  particulier. 

Toutes  ces  mesures  dccoulcnt  d'une  mesure  priniliive, 
îe  mi-lrc ,  cjue  l'on  a  einprunleo  aux  dimensions  du  vlojie 
terrestre.  Les  monnaies  elles-mêmes,  qui  semblent  d'a- 
foord  n'offrir  aucun  rapprochement  avec  cetle  mesure,  s'y 
vattaclicnt  indirectement,  puisqu'on  a  vu  f|ue  le  franc  est  la 
valeur  de  cinq  grammes  d'i'aQent  allie,  et  que  le  gramme  est 
le  poids  d'un  centimelre  cube  d'eau  disîille'e. 

101.  L'apjdicalion  des  quatre  règles  do  rAritîimclique  au 
nouveau  Système  t!es  poids  et  mesures,  ne  pouvant  présenter 
aucune  difficulté  d'après  ce  qni  a  été  dit  sur  les  fractions 
décimales,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas.  Mais  nous  ferons 
connaître  les  moyens  de  résoudre  deux  questions  dont  l'i»;— 
porlance  se  fera  sentir  tant  que  l'ancien  Svstème  ne  sera  jîas 
entièrement  aboli.  Ce  n'était  pas  tout,  en  effet,  de  substitut  r 
un  nouveau  système  à  l'ancien  :  il  fallait  encore  que  la  pro- 
portion se  soutînt  entre  le  prix  et  la  quantité  des  objets  de 
commerce,  évalués  dans  les  deux  sysiènies. 

Le  problème  suivant  éclaircira  ce  que  nous  venons  de 
dire. 

l'ji  marchand  de  drap  avait  vendu  jusque  alors  l'aune  d'un 
certain  drap,  36^  i '-"^  6^;  on  demande  à  combien  de  francs , 
en  proportion,  doit  revenir  le  mètre  du  même  drap? 

Ce  problème  sera  évidemment  résolu,  si  l'on  parvient  à 
trouver,  d'un  côté,  la  valeur  de  36^  i'y'^6^  en  francs,  décimes 
et  centimes  ,  ce  qui  donnera  le  prix  de  l'aune  en  francs  ,  et  de 
l'autre  côté,  la  valeur  du  mètre  en  aunes;  car  cette  deiinière 
indiquera  la  partie  qu'il  faut  prendre  du  prix  de  l'aune  réduit 
en  francs  ,  pour  avoir  celui  du  mètre. 

Nous  somntes  donc  conduits  à  résoudre  ces  deux  questions  : 
1°.  Exprimer  la  valeur  d'un  nombre  complexe  de  Vancien 
Sjsieme  au  moyen  de  l'unité  analogue  et  des  subdivisions 
décimales  de  celte  unité,  considérées  dans  le  nouveau  S js terne} 
3.°. Réciproquement  ,eT/;rm7er//rt  certain  nombre  d'unités prin- 
eipales  du  nouveau  Sj's'.ème  et  dd  subdivisions  de  celle  unité. 
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au  moyen  de  runité  analogue  et  des  subdivisions  ordinaires 
de  cette  unité ,  considérées  dans  V ancien  Système. 

Nous  traiterons  successivement  ces  deux  questions,  par  rap- 
port aux  monnaies ,  aux  mesures  de  longueur,  et  aux  poids , 
parce  que  ce  sont  les  mesures  les  plus  usuelles  ;  il  sera  facile 
d'en  conclure  la  marche  qu'il  faudrait  suivre  pour  d'autres 
espèces  de  mesures. 

102.  Commençons  par  les  monnaies. 

1°.  —  On  propose  de  déterminer  la  valeur  de  i^S^  ig-^  7* 
en  francs ,  décimes  et  centimes? 

Nous  avons  dit  (u°  99)  qu'un  franc  vaut  ^-  de  plus  que  la 

livre  :    or  rr-  de  livre  fait  ^  ou  -  de  sou,  c'est-à-dire  3  de- 

80  00        4 

niers  ;  ainsi ,  i  franc  vaut  1*  o-^  3^,  ou  z^Z  deniers.  D'un  autre 
côte',  245*  19^  7*  réduits  en  deniers  ,  donnent  pour  résultat 
5go35  deniers,  comme  on  le  voit  ici.  245^     ig-^  7^ 

Donc,  si  l'on  cherche  combien  de  fois  20 

5qo35  deniers  contiennent  2^3  deniers,  TZT"! 

49^9 
ou  si   l'on   divise  5go35  par  243,  le 

quotient,  évalué  en  décimales  (n"  91) , 


243 


242,942 


exprimera    le    nombre    demandé     de         5go35 
francs,   décimes,  centimes.   Ce   quo-  ïo43 

tient,  poussé  jusqu'aux  millièmes ,  est  r^iS 

•z^Q-f^g^i;  ainsi,  245^  ig-^  7^  équiva-  22go 

lent  à  242^  94%  à  un  centime  près.  io3o 

D'où  Ton  voit  que, pour  évaluer  en  58o 

francs,  décimes  et  centimes j  un  cer-  al 

tain  nombre  de  livres,  sous  et  deniers , 

il  faut,  après  avoir  réduit  en  deniers  le  nombre  proposé, 
diviser  ce  nombre  de  deniers  par  243  (qui  exprime  en  de- 
niers la  valeur  de  i  franc) ,  puis  évaluer  le  quotient  en  déci- 
males ,  en  poussant  l'opération  jusqu'aux  centièmes. 

La  preuve  de  cette  dernière  opération  se  fait  par  la  question 
inverse,  comme  nous  allons  le  voir. 

2".   On  demande ,  en  livres ,  sous  et  deniers,  la  valeur  de 
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n^^f'  94s  OU  plutôt  de  2^zf'.ç^^2.  (Nous  considérons  ici  les 
millièmes  de  franc,  afin  que  la  véridcalion  soit  plus  complète.) 


Puisque  i  franc  vaut  i  livre  plus  —  de  livre,  il  s'ensuit  que 

2^2f,Q^2  valent  2^2^, ^^2,  plus  q-  de  242^,942  ;   donc  il  faut 

prendre  le  80'  de  ce  dernier  nombre,  et  l'ajouter  à  ce  même 
nombre,  ce  qui  donnera  en  livres  et  fraction  décimale  de 
livre,  la  valeur  de  242-'^,942.  Il  restera  ensuite  à  évaluer  en 
sous  et  deniers  la  fraction  décimale. 

Pour  obtenir  le  80^  de  242,942,  il  sufiit  d'en  prendre  le  8", 
ce  qui  donne  30,36775,  et  de  diviser  ce  résultat  par  10,  ou 
bien  (11° 8G)  de  reculer  la  virgule  d'un  rang         242    ,94^ 
vers  la  gauclie  ;  on  trouve  3,o367';5  qui,  3   ,036775 

ajouté  avec  242,942,  donne  245^,978775,  245^  q-8-'-5 

Pour  évaluer  la  fraction  o*". 978775  en 

sous ,  il  faut  {\\°  70;  la  multiplier  par  20, ■_ • 

ce  qui  donne  1 9-^,575500  ;  enfin,  pour  éva-  ^9   ?    ;     ° 

luer  0-^,575500  en  deniers,  on  multiplie         

par  12,  et  Ton  trouve  6*^,906000,  ou  plutôt  6^,906000 


•7  deniers,  à  — de  denier  près;  àQucen^n,         2^5>*    19-''  7^ 
10 

242^,942  équivalent  à  245*  19-^  7^. 

Règle  générale.  —  Pour  convertir  en  livres,  sous,  et  deniers, 
un  certain  nombre  de  francs  ,  décimes,  et  centimes ,  écrivez 
d'abord  le  nombre  proposé ,  et  au-dessous  le  80®  de  ce  même 
nombre  (lequel  s'obtient  en  prenant  d'abord  le  8^  et  reculant 
la  virgul-j  d'un  rang  vers  la  gauche)  ;  puis  ajoutez  ces  deux 
nombres;  vous  obtenez  ainsi  le  nombre  proposé,  exprimé  en 
livres  et  fraction  décimale  de  la  livre. 

Multipliez  ensuite  par  20  la  fraction  décimale  (abstraction 
faite  de  l'entier  qui  expiime  les  livres)  ;  il  en  résulte  un  pro- 
duit dont  la  partie  entière  exprime  les  sous. 

Enfin ,  multipliez  par  12  la  fraction  décimale  de  ce  résultat , 
et  vous  obtenez  un  produit  dont  la  partie  entière  exprime  les 
deniers  ;  vous  négligez  d'ailleurs  la  partie  décimale  ,  à  moins 


142  CO.WERSIOX    DES    ANCIENNES    ÎIESCRES 

que  le  chiffre  des  rlisicnies  ne  soit  égal  on  supc'rieuvà  5 ,  auquel 

cas  vous  auginoiitez  d'un  le  nombre  de  deniers. 

Appliquons  encore  Us  deux  règles  à  TeNemple  suivant: 

On  demande  en  francs,  décimes  et  ceniimes  ,  la  valeur  de 

oy-^cf  17-^  8'^.  iSous  nous  coiileijterojis  de  donner  le  tableau 

tles  calculs. 


Premiire  question. 


Seconde  question. 

3i4o   ,625 
39  ,2678125 

Si  79*, 8828 12,5 
20 


0140,625 


17-'  ,65625oo 

Î2 

7^    ,8760000 


Rép. 


79" 


.s  83 


1620 
620 
i34o 

Rép.  3 140/  63^ 

/\ .  B.  —  Dans  la  pi  cmière  question  ,  comme  le  cliiffre  des 
millièmes  du  quotient  est  5,  et  que  ce  chiflie  est  suivi  de  plu- 
sieurs autres  ,  on  a  pris  pour  réponse  3i4o/  63*^,  parce  qu'alors 
l'erreur  commise  en  plus  est  plus  petite  que  celle  que  l'on 
commettrait  en  moins  si  l'on  négligeait  le  chiffre  5  et  les 
suivans. 

Dans  la  seconde  question,  l'entier  du  dernier  ^é^ultat  est 
71  deniers,  et  ccpendai\t  on  a  pris  8  deniers,  parce  que  le  chiffre 
des  dixictncs  est  9,  nombre  plus  grand  c|ue  5. 

On  trouvera  pareillement  que  50275-^,97'  ont  pour  valeur 
5697C)*  d)^  5^  ;  ou  réciproquement. 

Mesures  Une  ai  rés- 
ida. Avant  de  passer  à  la  résolution  des  deux  questioHS  du 
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numéro  !01,  il  est  nécessaire  de  rprhei  cher  d'al;oid  la  valeur 
delà  toise  en  mètre  ,  et  du  mètre  eu  toise,  c'est-ii-ùiic  dVar— 
primer  l'unilé  lim'aire  ancnnne   en  mesures  nouvelles ,    et 
récijMi)queuient,   la    nouvelle    unité  l.nt'aire  en  mesures    an- 
ciennes. 

Cr  on  sait  que  !a  toise  vaut  864  ligi^es;  d'un  autre  cùtè,  le 
mètre  équivaut  (n"  94j  à  3*'  o?  i  i\2c,6,  ou  ,  réduisant  en  lignes, 
à  44^':29^-  D^''C  si  l'on  divise  b64  par  443,296,  ou  plutôt 
864000  par  443296  ,  le  quotient ,  rcdiîit  en  décimales  ,  expri- 
mera la  valeur  de  la  toise  en  mètre. 

On  trouve,  tout  calcul  fait,  que  la  loise  équivaut,  en  mètre , 
à  i'",g49o36 ,  c'est-à-dire  à  i  mètre  cj^q  miWmèlres,  à  un  dix^ 
millimètre  près. 

De  même  ,  si  l'on  divi.-e  443;296  par  864  ,  d'après  !a  règle 
du  nume'ro  92,  on  obtiendra  la  vali  ur  du  u;ètre  en  toise  et 
fraction  décimale  de  toise. 

Ce  nouveau  calcul  étant  effectué,  on  reconnaît  que  le  mètre 
équivaut,  en  toise,  à  o^,5i3o'j4o,  à  0,0000001  de  toise  près. 

Conséquence.  Le  myriamètre  étant  égal  à  loooo  mètres, 
vaut  donc  10000  fois  o^,5i3o'j4o,  ou  5i3o^,'j4o;  ce  qui 
prouve  que  le  mj-riameire  est  un  peu  plus  fort  que  le  double 
de  la  lieue  de  aSoo  toises,  comme  nous  l'avons  énoncé  au 
numéro   94. 

Cela  posé  ,  1°.  on  demande  en  mètres,  décimètres ,  centi- 
mètres ,  etc. ,  la  valeur  de  1  ■^  '  S**  4^  ^^  ^ 

Commencez  par  réduire  ce  nombre  en  lignes ,  ce  cjui  donne 
15464  lignes;  puis  divisez  16464  par  443.296  (nombre  de 
lignes  que  renferme  le  mètre) ,  ou  bien  16464000  par  4432q6; 
il  vient  pour  quotient  34, 884i45  ^   o.ooooi  près. 

Donc,  I  "^  5^  4^  S^  équivalent  à  34'",884  i4»  c'est-à-dire,  à  34 
vôtres  834  millimètres ,  à  un  millimètre  près. 
>    a*.  On  demande  la  valeur  de  34"'.884i4  >  ^^  toises  ,  pieds  , 
pouces^  lignes? 

Puisque  1  mètre  vaut  en  toise  o^.5i3o~4i  il  s'ensuit  que 
pour  avoir  la  vahur  de  34.88414  ;  '^  ^^{ff^^  <^^  multiplier 
o^ .^iZo']^  par  34,88414?  e'- le  produit  que  l'on  obtiendra, 
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exprimera  en  toises  et  fraction  décimale  de  toise,  la  valeur 
cherchée;  il  restera  ensuite  à  com'ertir  celte  fraction  décimale 
en  pieds  ,  pouces ,  lignes. 

Voici  le  tableau  du  calcul  : 

On    prend    de  préférence   34,884i4  34,88414 

pour  multiplicande,  parce  que  l'opéra-  o,5i3o74 

tion  est  plus  simple.  On  trouve  pour  K-\t\K(\ 

produit   17^898,  en  négligeant  les   8  aL^SSqS 

derniers  chiffres  décimaux.  . -j.    , 

I  oADO?.A2 

Pour  convertir  o'^,8g8  en  pieds  ,  on  ,    , 

multiplie  par  6,  ce  qui  donne  5^,388. 

Multipliant  0.388  par   12,  pour  en         _LL1 — '. 

faire  des  pouces,  on  obtient  4p,656.  171^89814524636 

Multipliant  enfin  o,656  par  12  ,  pour  6 

avoir  des  lignes,  on  trouve  7^872  ,  ou  5?, 388 

simplement  8  lignes  ^  àowc,  34'";884i4  12 

équivalent  à  i n^  5^  4^ 8^  ;  ce  qui  vérifie  .     ^^.^ 

la  première  opération. 

tS.  B.  —  Dans  cette  dernière  opéra-         

tion,  on  a  négligé  les  8  derniers  chif-  1  1  872 

fres  décimaux  du  produit,  lorsqu'on  a 

voulu  l'évaluer  en  pieds,  pouces,  lignes.  En  voici  la  raison  : 
comme  multiplier  un  nombre  successivement  par  6 ,  12  ,  et  12, 
revient  (n°  26  )  à  le  multiplier  parle  produit  de  ces  trois  nom- 
bres ou  par  864  ,  on  voit  que,  si  l'on  ne  tient  compte  que 
des  1000^'  du  produit  17'^, 89814. .  •  • ,  le  dernier  résultat  sera 

exact  à  — —  de  ligne  près ,  c'est-à-dire ,  à  moins  d'une  ligne 
1000 

près.  Cette  observation  abrège  de  beaiîcoup  les  calculs. 

Soit  encore  à  évaluer  en  mètres  et  fraction  décimale  du 
mètre  la  taille  d'un  homme  de  5^  6?  7'? 

Réduisons  ce  nombre  en  lignes  ;  il  vient  799  lignes  ;  divisant 
799  par  443,296 ,  ou  799000  par  44^296 ,  on  trouve  pour  quo- 
tient i'",8o2  millimètres,  à  1  millimètre  près. 
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Four  les  étoffes. 

i04.  On  sait  que  l'aune  vaut  S''  8?  ou 44  pouces,  c'est-à-dire 
SaSlignes;  donc,  en  divisant  628  par 443, 296,  ou  528000  par 
443296,  on  obtiendra  la  valeur  de  l'aune  en  mètie. 

Efïecluant  cette  division ,  on  trouve  eue  Vaune  apour  valeur 
i^'.igi  millimètres,  ou  plus  exactement,  i'",  191077. 

Réciproquement ,  443,296  divisé  par  5'2S  ,  donne  pour  quo- 
tient o.SSqS^G,  à  • près;    donc  5    1    mèlre  équivaut  à 

"^    '  lOOOOOO    i         '  '  1 

o.SSqS^G  d'aune. 

On  demande  la  valeur  de  20  aunes  —  ,   en  mèlres  et  frac-' 

^12  "^ 

lion  dîcimale  du  mètre  ? 

On  pourrait,  comme  pour  la  toise  et  ses  subdivisions,  conver- 

•  "  ■  "        355 

tir  20  aunes -^  en  12^'  de  ligne,  en  multipliant  20-^  ou 

•^12  °  ■*  -^  12  12  ' 

par  528,  nombre  de  lignes  que  renferme  l'aune;  convertir  pa~ 
reniement  le  vtetre ,  ou  443',2q6,  en  12'*  de  ligne  ,  en  mul- 
tipliant ce  nombre  par  12,  puis  diviser  les  deux  résultats  ainsi 
obtenus ,  l'un  par  l'autre,  et  évaluer  le  quotient  en  décimales. 
Mais  il  est  plus  simple  d'ope'rer  ainsi  cju'il  suit  : 

L'expression  de  l'aune  en  mètre  étant,  comme  on  l'a  vu 
plus  baut,  i"",  191 077,  on  multiplie  d'a- 
bord ce  nombre  par  29,  ce  qui  donne  les  i ,  laxo-n 
deux  produits  10,719693  et  23,82 î54o.  20 -1- 

Après  quoi,  décomposant  —  en  —  et  10,719693 

1  '^6        '^  .■      "^^'Ç-'^^o 

— ,  on  prend  d'abord  pour   — ,1a  moi-  71-  •  .0,095538 

12         ^  "^  12  , 

lie  de  1,191077,  qui  est  0,090530,  et  ^^ 

qu'on  écrit  au-dessous  des  produitsdéjà  35j236o2^ 

obtenus;  puis, pour  — ,  le  6*  de  o, 595538,  qui  est  0,099256, 

et  qu'on  place  au-dessous  des  produits  précédens.  Addition- 
nant tous  les  produits  ,  on  obtient  pour  résultat  35,236o2'7. 

10 
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n 

Donc  2Q  aunes  —équivalent  à  35"j236  nullimètres.à  i  mil- 

•'  12 

lim'clre  près. 

On  pouvrait  ('gaiement  appliquer  ce  jnocedé  aux  toises, 
pieds,  pouces,  etc.  ,  en  partant  tie  la  valeur  d'une  toise  en 
ruetre  ;  mais  on  serait  entraîne  dans  des  calculs  beaucoup 
plus  coiiiplique's. 

lOo.  Poids. —  On  sait  que  la  livre  poids  contient  9216  grains 
( /^'07'ez  n°  68).  Nous  avons  dit  également  (  n°  98)  (jue  le 
kilogramme  vaut  i882';f",i5:  donc,  en  divisant  C)2 16  ])ar 
18827,15,  ou  921600  par  1882715,  on  obtiendra  la  valeur 
de  la  livre  poids ,  en  hilogrannnes  et  subdivisions  décimales 
du  Kilogramme.  Réciproquement  ,  si  l'on  divise  1882715  par 
Q2i6,  le  quotient,  évalué  en  décimales,  exprimera  la  r^aleur 
du  kilogramme  en  livres  poids  et  subdivisions  décimales  de  In 
livre  poids. 

En  effectuant  ces  deux  opérations  qui  n'offrent  aucune  dif- 
ficulté, on  trouve 

î°.  c'WG  la  livre  poids  équivaut  II  o^'',4895o585; 

2°.  que  le  hilogramme  est  égal  à  2T^,o  [287662. 

JÇ.B.  — Ce  dernier  résultat  indique  que  le  kilogran:tne  sur- 

4  I  .  . 

passe  le  double  de  la  livre,  de ou  de  -—  de  livre,   environ  ; 

*^  100  20 

I  5i 

c'est-à-dire  qu'un  kilo!>rauime  vaut  2  livres  — ?.,ou  — i,  de  livre 

*■  20  25 

à  peu  près,  ou  bien,  que  25  kilogiarames  l'ont  5i  livres,  ou 
que  100  kilogrammes  valent  204  livres  poids. 

Maintenant ,  on  demande  la  valeur  de  69-^  o'^"  7°"  4^  29^"^  <'" 
kilogrammes  et  subdivisions  décimales  du  kilogramme? 

Le  nombre  proposé,  réduit  en  grains  d'après  la  méthode 
comme,  donne  64o253  grains;  donc,  si  l'on  divise  640253 
par  18827,  1 5,  ou 64025300  par  188271 5,  le  quotient 34.006899, 
que  l'on  obtient  par  cette  opération  ,  est  le  nombre  demandé  ; 
c'e.sl-à-dire  que  69!^  o"  7=""  4^  29^'  équivalent  à  34^,006899, 
ou  bien  ,  à  34  kilogrammes,  6  grammes,  et  899  milligrammes. 

Kéciproquement,  on  propose  d'évaluer  34'',ooG899  t-nZ/V/'f*, 
marcs,  onces, c[c.7 
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Nous  avons  vu  tout  à  l'iieure  qu'un  kilogiaimne  vaut 
^tt),o428^652-,  donc  34*,oo6899  est  égal  au  produit  de  ces  deux 
nombres,  évalue  en  livres  poids. 

Ceproduitdoitrenfcrmer  1 4  de'ciniales;                ^9tt>;47 189 
«lais,  en  ne  tenant  compte  que  des  ciuq 
premières  à  gauche,  on  trouve  6c)tfe,47 189.  — 

Mullipliant  0,47  189  par  2  pour  avoir  **' >9t'^7" 

des  marcs,  on  obtient  o"', 94378.  ^ 

Multipliant  ce  dernier  nombre  par  8,  7'"',55o24 

on  trouve  7'"',55o24.  8 

Multipliant  0;55o24  par  8,  on  a  4'.-4*''92-  /e   / 

Enfin,   mullipliant  0,40192  par   -ja  ,  on 
trouve  28?'',93824. 


Donc.  34^oo6899  équivalent  à 00004 

Gglb  o'"  '"Z"  4^  ^9°'  ;  ^c  q'^i  vérifie  l'opération  ^"'•^-!4 

précédente.  28^'',  90824 

N.  B. —  On  n'a  tenu  compte,  dans  le  premier  produit,  que 

des  5  premiers  chiffres  décimaux  ,  parce  que  la  multiplication 

par  2 ,  8,  8,  et  72,  revenant  à  la  multiplication  par  9216,  l'er- 

•    j  0216     ,  .  .         . 

reur  commise  est  moindre  que  — =^ de  îïiain,  approximation 

luoooo        "         '     ir 

plus  que  suffisante. 

106.  Il  existe  des  tableaux  de  comparaison  des  anciens  poids 
et  mesures  aux  nouveaux ,  et  réciproquement,  à  l'aide  desquels 
on  peut  aisément  opérer  toutes  les  réductions  dont  nous  venons 
de  parler.  Voici  le  moyen  de  former  ces  tableaux  : 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  construire  le  tableau  de  compa- 
raison des  mesures  linéaires  anciennes  eux  nouvelles ,  ou  réci- 
proquement. 

On  a  d'abord  «léterminé  la  valeur  delà  toise  en  mètres,  va- 
leur qui ,  calculée  (u°  103)  avec  huit  chiffres  décimaux,  est 
é{>ale  à  1'" .94903631. 

De  là  ,  en  multipliant  par  2,  3,  4>  •  •  <^j  on  déduit  les  va— 
i-eurs  de  2,3,4-  ••  -9  toises. 

Avançant  successivement,  dans  tous  ces  résultats,  la  virgule 

10. . 
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i^un,  de  deux ,  de  trois. .  . .  rangs  vers  la  droite,  on  obtient 

les  valeurs  de  i  o ,  20 ,  3o ,1 00,  200 ,  3oo . .  . ,  1 000 ,  2000 , 

3ooo. . .  toises  ;  et  ainsi  de  suite. 

D'un  autre  côte,  si  l'on  prend  le  6'^  de  i,g4go363i,  on 
en  déduit  la  valeur  à.\xpied,  et,  par  suite,  celles  de  2,  3,4» 
5  pieds. 

Prenant  le  12*^  de  la  valeur  àxipied,  on  a  la  valeur  du  pouce, 
et,  par  suite,  celles  de  2,  3,  . .  .  .  1 1  pouces. 

Même  opération  pour  les  lignes. 

Quant  au  tableau  inverse,  sa  formation  est  absolument  sem- 
blable ,  pourvu  qu'on  parte  de  la  valeur  du  mètre  en  toise,  va- 
leur que  l'on  a  trouvée  égale  à  o^,5i3o'j4o7- 

Cela  posé,  soit  à  évaluer  en  mètres,  décimètres ,  centimè- 
tres, etc.,  254^  3^  7P  11^ 

On  prend  successivement  dans  le  tableau  ,  les  valeurs  de 
4^,  So"^,  200'^,  puis  celles  de  5^,  7P,  11^  ;  et  l'on  ajoute  toutes 
ces  valeurs.  On  obtient  ainsi  les  valeurs  demandées,  par  de 
simples  additions. 

Dans  la  question  inverse ,  on  trouve  d'abord  la  valeur  d'un 
certain  nombre  de  mètres  et  subdivisions  décimales  du  mètre, 
exprimée  en  toises  et  fraction  décimale  de  la  toise  ;  on  conver- 
tit ensuite  cette  dernière  fraction  cnpieds,  en  la  multipliant 
par  6;  puis  on  multiplie  la  fraction  décimale  résultante  par  12, 
pour  en  faire  des  pouces  ,  etc. 

Mais,  outre  que  ces  tableaux  peuvent  être  fautifs  ,  leur  usage 
même  ne  donne  pas  toujours  le  degré  d'approximation  que  l'on 
désirerait  obtenir.  Joignez  à  cela,  qu'on  peut  ne  pas  les  avoir 
à  sa  disposition  à  l'instant  où  l'on  en  aurait  besoin.  Il  était 
donc  nécessaire  de  développer  les  moyens  d'opérer  ces  trans- 
formations ,  en  admettant  ce.^  seuls  résultats  :  la  valeur  du 
mètre  e5Z3'*oP  1 1',296;  celle  du  kilogramme  est  18827^'"'"^,  i5; 

81 
le  franc  vaut  5-  de  livre. 
''  80 

107.  Reprenons  actuellement  le  problème  dun°  101  qui  nous 

avait  arrêtés,  faute  de  données  suffisantes. 

Ln  marchand  de  drap  avait  vendu  jusqu'alors  l'aune  d'un 
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certain  drap ,  36*  i^  6^;  on  demande  à  combien  de  francs , 
en  proportion,  doit  revenir  le  mètre  du  même  drap? 

Réôuisons  d'abord  36*  17-^6^  eu  francs,  décimes,  etc.,  soit 
par  le  moyen  des  tableaux ,  soit  d'après  la  rè[;lc  du  11°  102  ;  il 
vient  36-'^;4ig7  pour  la  valeur  de  l'aune. 

D'un  autre  côté,  le  mètre  exprime'  en  aune  (n°  lOï),  a  pour 
valeur  o^jSSgS'jG  ;  donc  ,  le  prix  du  mètre  est  e'gal  à  une  partie 
de  36-^,4' 97 '"^'^^'4'^''^^  parle  produit  des  deux  nombres  36.4197 
et  0,839576.  Cette  multiplication  étant  effectuée,  on  trouve 
30,577106047?. 

D'où  il  suit  que  le  prix  du  mètre  doit  être  de  3o^  58". 

Soit  encore  proposée  cette  question  :  La  livre  poids  d'une 
certaine  marchandise  coulant  25*  ii-''  9^,  on  demande  le  prix 
de  375''''  175?  de  la  même  marchandise? 

D'abord,  le  nombre  25*  1 1-^9^  réduit  en  francs,  etc. ,  revient 
à  25-'',  271605  ;  ce  qui  donne  déjà  le  prix  de  la  livre  poids  en 
francs ,  etc 

D'ailleurs,  375^'^  175  réduits  en  livres  poids,  d'après  les  ta- 
bleaux ,  ou  d'après  la  règle  du  n°  lOo  ,  donnent  pour  résultat 
766^,436198  (en  ne  tenant  compte  que  des  six  premiers  chiffres 
décimaux ,  ce  qui  suffit) j  donc,  si  l'on  multiplie  25-'^,27î6o5  par 
766,436198,  le  produit  seraiâ  prix  demandé. 

On  trouve  pour  ce  produit,  à  un  centime  près,  19369,07; 
donc  3'-j5'"',X'-j5  gram?J7es  coûtent  19369-^,07"  (*). 


(*)  Avant  la  iSt^.  c'dilion,  nous  avions  terminé  ce  chapitre  par  l'expositioa 
fie  deux  méthodes  abrége'es,  Tune  pour  la  multiplication,  l'auttc.  pour 
la  division,  lorsque  les  termes  de  ces  denx  opérations  sont  composes 
d'un  grand  nombre  de  chiffres,  et  que  l'on  n'a  besoin  d'obtenir  les  résultats 
qu'à  un  certain  degré  d'approximation.  Mais  ces  méthodes  abrégées  font 
maintenant  partie  d'une  note  placée  à  la  fin  de  l'ouvracje,  et  ayant  pour 
tilre  :  Note  sur  les  approximations  numériques. 
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SECONDE  PARTIE. 


CHAPITRE  V. 

Pwpriétés  générales  des  Nombres^ 

108.  Introduction.  —  Avant  de  pénétrer  davantage  dans  la 
science  des  nombres,  et  pour  en  découvrir  plus  facilement  de 
nouvelles  propriétés,  il  est  indispensable  d'emprunter  à  l'Ai- 
j^èbre  quelques-uns  de  ses  matéi-iaux,  tels  que  les  lettres  elles 
signes  ,  à  l'aide  desquels  on  indique  d'une  manière  générale  et 
abrégée  les  opérations  et  les  raisonnemens  que  comporte  la 
résolution  d'une  cfuestion. 

Ces  élésnens  sont  au  nombre  de  dix  principaux,  que  nous 
allons  faire  connaître  successivement. 

1°.  Les  lettres ,  qu'on  emploie  à  la  place  des  chiffres  pouv 
représenter  les  nombres. 

Leur  usa.ge  offre  à  la  fois  une  écriture  plus  concise  et  plus 
générale  que  celui  des  chiffres;  il  fait  mieux  ressortir  l'exis- 
tence de  telle  ou  telle  propriété,  par  rapporta  une  ou  plu- 
sieurs classes  de  nombres. 

2".  T,e  signe  -}-  ,  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
«ieux  ou  plusieurs  nombres,  et  fjui  s'énonce  :  plus. 

Ainsi ,  45  --f-  ?.3  s'énonce  :  45  plus  23  ,  ce  qui  signifie  ^5aug- 
jnenté  de  23;  de  même,  a-\-b  -\-c  s'énonce  :  a  plus  b  plus  c, 
c'est-à-dire  le  nombre  désigné  par  o,  augmenté  du  nombre 
exprimé  par  b  ,  et  du  nombre  exprimé  par  c. 

3".  Le  signe  — ,  qui  s'énonce  :  moins^  et  que  l'on  place  devant 
un  uoîubre  c|u'il  s'agit  de  soustraire  d'un  autre  nombre. 
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Ainsi,  -jS  —  49  s'énonce  :  7^  moins  4p  ,  c'est-à-dire  -jS  di- 
minué c!c  49»  o"  ïjic"  cr.corc ,  l'excès  de  ^S  sur  49  ;  «  —  b 
s'énonce  a  moins  b. 

4°-  ^^  si;;ne  de  la  mu'.tijilicalion ,  qui  est  ><  ,  ou  Mn  point, 
que  l'on  place  entre  deux  nombres  ,  et  c[ui  s'énonce  :  multi- 
plie par. 

Ainsi,  29\^<35,  oî\  29.35,  s'énonce:  29  multiplié  par  ZS, 
t'cst-à-dire  le.  produit  de  o.^par  20  ;  a  X  ^  ,  ou  a.ù  ,  s'énonce  : 
a  multipiié  par  b. 

]\\  B.  —  Lorsque  les  nombres  dont  il  faut  indiquerla  multi- 
plication ,  sont  exprimés  j.ar  des  lettres,  on  convient  encore 
de  les  écrire  les  uns  à  la  suite  des  autres  sans  interposition 
de  sij;nc  ;  ainsi  ab  sifjnifie  encore  a  iuultiplic  par  b.  Mais  il 
est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ne  peut  ètve  employée  que 
lorsque  les  nombres  scr.l  àésir;nés  par  des  letires;  car,  si  l'on 
voulait,  par  exemple,  représenter  le  produit  de  5  par  6,  et 
que  l'on  écrivît  56,  on  confondrriit  celte  notation  avec  le 
noui'ore  cinquante-six.  Da!;s  ce  cas,  il  est  indispensable  d'em- 
ployer le  siyiie  X  ou  v.n point,  et  l'on  écrit  5x6  ou  5.6. 

Le  si(j;ne  de  la  division,  couqiosé  de  deux  points  ;  que  l'on 
place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore  d'une 
jjarre — ,  au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place  respecti- 
vement le  dividende  et  le  diviseur. 

•f      24     , .  •  .   .   , 

Ainsi ,  24  I  6  ,  ou  —T-,  s'énonce  :  24  divïsé par  6  ,  ou  le  quo- 
tient de  o.f[  par  6.  De  même,    a  '.  b,  ou  -,  s'énonce  :  n  divisé 

par  b.  La  notation  j  est  la  plus  usitée.  ^ 

6".  Le  coejjicienl,  sirjne  que  l'on  emploie  pour  indiquer  l'ad- 
dition de  plusieurs  nombres  égaux  exprimés  par  des  lettres. 
Ainsi ,  au  lieu  d'écrire  a  -f  «  -\-ci  -\-a-\-a  ,  qui  repré:-»ente  l'ad- 
dition de  5  nombres  éjjaux  à  a ,  on  écrit  5a.  De  même,  1  la  ex- 
prime l'addition  de  11  nombres  é^aux  à  «;  xiab,  l'addition 
de  12  nombres  é^;aux  au  produit  de  a  par  b. 

Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier,   écrit   à    la 
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gaucbe  d'un  awtre  exprime  par  une  ou  plusieurs  lettres,  et  qui 
marque  combien  de  fois  on  doit  prendre  la  lettre  ou  le  produit 
que  J'ejjrésenlent  ces  lettres. 

7°.  L'exposafit ,  signe  dont  ou  se  sert  lorsqu'un  nombre  de- 
signe  par  une  lettre  ,  doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur 
dans  un  produit.  Ainsi,  au  lieu  d'écrire  «X«><«X«X«, 
ou  aaaaa  ,  on  écrit  plus  simplement  a^,  que  l'on  prononce 
a  cinq ,  ou  plutôt  a  5^'"'^ puissance. 

On  appelle  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  de 
plusieurs  nombres  ëgau:-: ,  et  degré  de  la  puissance  ,  la  quotité' 
des  nombres  e'gaux  multipliés  entre  eux. 

U exposant ,  signe  de  ce  degré,  s'écrit  à  la  droite  et  un 
peu  au-dessus  d'une  lettre  ^  il  marque  combien  de  fois  la 
quantité  exprimée  par  cette  lettre,  doit  entrer  comme  focteur 
dans  un  produit.  (  Lorsque  l'exposant  de  la  lettre  doit  être  i , 
on  se  dispense  de  l'écrire.  Ainsi ,  a'  est  la  même  chose  que  a.) 

On  appelle  racine  2*^ ,  3* ,  4^, d'un  nombre  ,  un  second 

nombre  qui,  élevé  à  la  2^,  3%  4* puissance  ,  peut  pro- 
duire le  premier  nombre.  Ainsi,  3  est  la  racine  2*^  de  9,  parce 
que  3  fois  3  font  9  j  7  est  la  racine  2*  de  49 ,  parce  que  7  fois  7 
font  49;  4  <^s^  ^^  racine  3^  de  64 ,  parce  4  fois  4  font  16,  et 
que  4  fois  16  font  64. 

Les  racines  2*  et  3*  s'appellent  encore  racines  carrée  et  cu- 
bique. 

8°.  Le  signe  j/,  dont  on  fait  précéder  un  nombre  lorsqu'on 

veut  indiquer  que  l'en  a  à  extraire  de  ce  nombre  une  racine 

3 
^'un  certain  degré.  Ainsi ,  \/a  s'énonce  :  racine  troisième  de  û, 

\/b  s'énonce  :  racine  quatrième  de  b.    • 

Lorsqu'on  veut  indiquer  une  simple  extraction  de  racine 
carrée  ou  deuxième,  on  écrit  seulement  devant  le  nombre,  le 
signe  V/  sans  placer  aucun  nombre  en  dedans  du  signe  ;  ainsi , 
i/a  signifie  racine  carrée  ou  deuxième  de  a. 

9°.  Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quan- 
tités sont  égales.  Ce  signe  est  =  ,  et  s'énonce  :  est  égal  à  ^  ou 
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siiiipleu'ient ,  égale.  Ainsi  a=.b  si;^',nif:e  a  est  ëfjal  à  h  ^  ou  a 
éyalc  b. 

Pour  e.\j)iiincr  brièvement  que  l'excès  de  36  sur  aS  est 
égal  à  1  I,  on  écrit  36—  sS  =  1 1  ;  c'est-à-dire  36  moins  25 
égale  1 1. 

Les  expressions  a  =  Z» ,  36  —  26' ^=  1 1  ,  se  nomment  des 
égalités;  la  partie  à  {jauche  du  sif^ne  = ,  s'appelle  j3/-e/72zer 
membre ,  et  la  partie  à  droite,  second  membre. 

10°.  Le  sifj'ile  d'iné^jalité,  ]>  ou  <^  ,  dont  ou  se  sert  pour  ex- 
primer qu'une  c|uantite'  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une 
autre  (en  observant  que  l'ouverture  du  signe  doit  toujours  èlre 
tourne'e  du  côté  de  la  plus  grande  quantité).  Ainsi,  a'^b, 
signifie  a  plus  grand  que  b  ;  a<^b  ,  signifie  a  plus  petit  que  b. 

109.  Pour  donner  une  idée  de  l'emploi  de  ces  diiTérens  si- 
gnes ,  et  de  la  simplicité  du  langage  algébrique  ,  faisons  quel- 
ques applications. 

Supposons  d'abord  que  l'on  veuille  exprin)er  qu'un  nombre 
représenté  par  a  doit  être  élevé  à  la  ^""'  puissance,  que  le 
produit  résultant  doit  être  multiplié  3  fois  de  suite  par  b  ,  et 
qu'enfin  le  nouveau  produit  doit  être  multiplié  2  fois  de  suite 
par  c  ;  on  écrira  simplement  a^b^'c'-. 

Veut-on  exprimer  qu'il  faut  faire  la  somme  de  7  nombres 
égaux  à  ce  dernier,  ou  le  multiplier  par  7,  on  écrira  '•^a^'b'^c^. 

De  même  ,  6a^^*  est  l'expression  abrégée  de  6  fois  le  produit 
de  la  5'  puissance  de  «par  la  deuxième  puissance  de  b. 

3a —  5b  est  l'expression  abrégée  de  l'excès  du  triple  de  a 
sur  le  quintuple  de  b. 

o.a'^ —  Zab  -1-4^*  est  l'expression  abrégée  du  double  du  cari'é 
de  a  ,  diminué  du  triple  produit  de  a  par  b ,  et  augmenté  du 
quadruple  du  carré  de  b. 

On  appelle  monom.e ,  ou  quantité  à  un  seul  terme  ,  ou  sim- 
plement terme,  une  quantité  algébrique  qui  n'est  pas  com- 
posée de  parties  séparées  les  unes  des  autres  par  les  signes  de 
l'addition  ou  de  la  soustraction  ;  et  poljnome  ou  quantité  à 
plusieurs  termes  ,  une  expression  algébrique  composée  de  plu- 
sieurs parties  séparées  par  les  signes  -f-  et  — ;  ainsi ,  3a,  5a', 


l54  NOTIONS    ÉLÉMENTAIRES 

^a'W,  sont  des  monoir.es;  'ia  —  5/»,  àa'  —  Zah  4-  4^%  sont 
des  polynômes  ;  la  première  de  ces  deux  expressions  est  dite 
ï/rt  binôme  ,  parce  qu'elle  a  deux  terilTes  ;  la  seconde,  un  tri- 
nôme,  parce  qu'elle  en  a  Irois  ,  etc. .  . . 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  effectuer  sur  d-es 
c|uantite's  exprime'es algébriquement ,  les  opérations  fondanieti- 
tales  de  rAiiîhmétique,  en  nous  bornant  toutefois  aux  cas  les 
plus  simples ,  ceux  sur  lesqu^is  nous  aurons  à  nous  appuyer 
dans  ia  suite  de  ce  Traité. 

110.  yiddilion. —  Pour  exprimer  qu'il  faut  ajouter  les  deux 
nombres  a  cl  b  ,  on  écrit  simplement  a-\-b.  De  même  ^  a-\-  b 
-f-'  c  indique  l'addition  des  nombres  a,  b  ,c  ;  cela  résulte  des 
notalions  conTenues.  De  même,  a  —  b  et  c -{- d — f  ajoutés 
enseml^le  ,  forment  la  quantité  unique  a  —  b  -j~  c  -r-  d — /! 

Si  l'on  avait  a — b  et  b-^c  à  ajouter,  on  écrirait  a — b-\-  b — c  ; 
mais  comme,  d'une  part,  b  est  soustrait ,  et  que  ,  de  l'autre  , 
il  est  ajouté,  ces  deux  opérations  se  compensent;  d'où  il  suit 
que  l'expression  se  i^éduit  à  a -^  c.  Cette  simplification  se  dé- 
signe, en  Al}',èbre ,  sous  la  dénominslion  de  réduction  des 
lenncs  semblables. 

111.  Soustraction.  — Poursouslraire  6  de  a,  on  écrira  a — b. 
De  même,  si  l'on  avait  c  à  soustraire  de  a —  b,  on  écrirait 
n  —  b  —  c. 

Soit  nîainteuant  à  soustraire  l'expression  c — d  deTexpression 
a  —  b;  en  pourra  d'abord  indiquer  la  soustraction  ,  de  cette 
Hîanière  :  a — b —  {c — d) ,  en  écrivant  entre  deux  parenthèses  la 
seconde  quantité  c  —  d ,  et  la  faisant  précéder  du  signe  — . 
Mais  quand  on  veut  réduire  le  résultat  à  un  seul  polynôme  , 
voici  comment  il  faut  raisonner  : 

Si  Ton  avait  c  tout  entier  à  retrancher  de  a — b  ,  il  viendmit 
pour  résultat ,  a. — b — c  ;  or,  comme  ce  n'est  pas  c,  mais  bien  c 
diminué  de  d ,  c|ue  l'on  a  à  soustraire,  le  résultat  a  —  b  —  c  est 
trop  faible  du  ncnibre  d'unités  qui  se  trouvent  dans  d  :  ainsi, 
oh  ramènera  le  résultat  à  sa  juste  valeur,  en  ajoutant  d  à 
u-^b-^c,  et  il  viendra  rt-^i^- c -{- rf. 

D'où  il   résulte    que ,   pottr  soustraire  un   poljnome  d'un 
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aiilre,  il  faut  écrire  le  premier  à  la.  suite  du  sfcond ,  en  dion- 
geanl  les  signes  df  tous  les  termes  du  polynôme  à  soustraire. 

On  trouvera  il'yprès  cotte  rèc-c  »  et  par  des  iaisoniicmeiî!> 
analogues, 

Za  —  {ib  —  3c)  =  3a  —  -'.i  +  3c, 
5,,  __  4^_-  {6d^f-'r  g)  =  5a~  /^l,  —  6d^-f—g. 

112.  Multiplication.  —  Soit  à  multiplierai  par  Z>^? 
Oïl  écrira  a^  ><  Z»^,  ou  simplement  a^b-'. 

Mais  si  l'on  a  a^  à  multiplier  par  a'^,  on  observera  que  !o 
nombre  a  étant  5  fois  facteur  dans  le  multiplicande,  et  3  fois 
facteur  dans  le  multiplicateur,  doit  être  5  -f-  3,  ou  8  fois  facteur 
dans  le  produit:  ainsi  l'on  a  a^  y<,  a^  =z  a^  ;  c'est-ît-dire  que, 
quand  la  lettre  est  la  même  dans  les  deux  Jhc leurs  de  la  mul- 
tiplicalion ,  on  l'écrit  une  seule  fois  en  lui  donnant  pour  expo- 
sant la  somnjs  des  exposons  des  deux  facteurs.  On  trouve- 
rait de  mèuîe  a^b^  X  a'b'^z=  a^b^  ;  a'b  X  ab^^  ■=:  a^b^ ,  eu  se 
rappelant  (  u"  108  ,  -j")  que  b-=ib\  a-=za',  et  se  fondant  sur 
le  principe  général  établi  n'  28. 

Soit  maintenant  IL— h  à  multiplier  par  c": 
On   peut  d'abord   indiquer   le  produit  de   cette  manière  : 
{a  —  b)c. 

Mais  si  l'on  veut  obtenir  un  seul  polynôme  ,  on  remarquera 
que,  multiplier  {a  —  b)  par  c  revient  (u°  2d)  à  mulîiplier  c  par 
(a — b)  ,  c'est-;(-dire  à  prep.dre  c  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  a  diminué  de  ^;  si  donc  on  multiplie  d'abord  c  par  «  tout 
entier,  ce  qui  donne  ca  ou  ac ,  le  produit  est  trop  fort  de  celui 
de  c  par  b,  ou  de  bc;  ainsi,  il  faut  retrancher  bc  de  ac ,  et  l'on 
obtient  ac  —  bc  pour  le  produit  demandé. 
C'est-à-dire  que  (a  —  b)c  =  ac  —  bc. 
Soil  encore  (a  —  b)  à  multiplier  par  {c  —  d)? 
Le  produit  peut  d'abord  s'indiquer  ainsi  :  (a  —  b)  (c  —  d). 
Mais   pour  obtenir   un  seul  polynôme,  on  commence  par 
multiplier    (a — b)  par   c,     ce   qui    donne  ac-^bc;   et   Ton 
observe  ensuite   que  ce   u'est  pas  par  c  tout  entier  ([ue  l'on 
avait  à  multiplier   (a — b) ,  mais   bien  par  c  diminué  de  c/. 
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Ainsi  ,  le  produit  ac  —  bc  est  trop  fort  du  produit  de  {a  —  b) 
par  d,  c'est-à-dire  trop  fort  de  ad — bd.  Donc  ,  pour  ramener 
le  premier  à  sa  juste  valeur,  il  faut  retrancher  ad — bd  de 
ac — bc\  ce  <|ui  donne,  d'après  la  règle  de  la  soustraction, 
ac  —  bc  —  ad  -;-  bd. 

Pour  cjjecluei  la  mullipllcation  de  deux  binoTncs,  multipliez 
séparémenl  chacun  des  termes  du  multiplicande  par  chacun  des 
termes  du  multiplicateur,  en  observant  par  rapport  aux  signes 
des  produits  partiels,  la  règle  suivante  :  Si  les  d/ux  termes  que 
l'on  multiplie  sont  tous  les  deux  affectés  du  viême  signe ,  leur 
produit  doit  être  ajjecté  du  sigiie  -f-  ^  mais  s'ils  sont  affectés 
de  signes  différens ,  leur  produit  doit  cire  affecté  du  signe  — . 

On  trouvera  ,  d'après  ceJte  règle ,  que  {a-{-  b)  {c  —  d)  z= 
ac  -\-  bc  —  ad  —  bd;  (a  —  b)  (c  -\-  d)  ^z  ac  —  bc-{-  ad —  bd. 

115.  Dii'ision.  —  Nous  ne  conside'rerons  qu'un  seul  cas  de 
cette  opération.  C'est  celui  de  deux  monômes  composés  delà 
même  lettre. 

Soit  a'  à  diviser  jjar  3?  ? 

.,        a' 
On 'peut  d'abord  indiquer  le  quotient  de  cette  manière,  — ^ 

ou  a'  '.  a^.  Mais  observons  que  ,  comme  a'  est  un  produit  dont 
a^  et  le  quotient  sont  les  deux  facteurs,  l'exposant  "^  du  divi- 
dende doit  être  (n°  112)  e'gal  à  la  somme  de  l'exposant  3  du 
diviseur  et  de  l'exposant  inconnu  du  quotient  ;  donc  récipro- 
quement ,  celui-ci  est  égal  à  l'excès  de  l'exposant  du  dividende 
sur  V exposant  du  diviseur ,  c'est-à-dire  à  "j  —  3,  eu  à  4» 

a' 

a' 


Ainsi ,  —-;=a^  ;  en  effet ,  a^  x  o.'^  = 


On  trouvera  de  même  -ï-=  b^  ;    — r-  =  c'  ou  c  ;. 
b^  c^ 


— ^  •=  a'b'  ■=  cb. 


Far  analogie ,  on  trouvera  —  =  o  ,  — 3  =  o°,  -^  =a  , .  . .  ; 
c     comme    d'ailleurs    cliacune  des   expressions       —,    — 3 , 
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«^  •  1  r       •   . 

-—,...    a  pour  vraie   valeur  i  unile ,  on  en  tirera  cette  con- 

séquence  : n"  =  i . 

La  notation  «^  mise  quelquefois  à  la  place  de  l'unité,  offre 
Tavanta^je  de  conserver  la  trace  d'une  lettre  qui,  entrant  d'a- 
bord dans  le  calcul,  a  dû  disparaitre  par  l'effet  des  simpli- 
ficalious. 

Les  autres  cas  de  la  division  sont  inutiles  à  considérer  pour 
l'objet  que  nous  nous  proposons. 

Telles  sont  les  seules  notions  sur  l'Algèbre,  dont  nous  aurons 
à  faire  usage  dans  le  cinquième  chapitre  et  dans  les  suivans. 

114.  Pour  faire  ressortir  dès  à  présent  les  avantages  que  l'on 
peut  retirer  de  l'emploi  des  lettres  pour  représenter  les  nom- 
bres,  nous  résoudrons  les  deux  questions  suivantes  : 

1°.  Quel  changement  produit-on  dans  une  Jraction  en  ajou- 
tant un  même  nombre  à  ses  deux  termes  (cette  question  a 
déjà  été  traitée  n°  49)  ? 

Désignons  par  j  la  fraction  proposée  ,  et  par  rn  le  nombre 

que  l'on  ajoute  aux  deux  termes  a  et  b  de  cette  fraction,  ce 

•  j  1  n     r        .       a  ~  m 

qui  donne  la  nouvelle  traction  -; . 

^  b  -\-m 

Pour  comparer  ces  deux  fractions ,  réduisons-les  au  même 

!..  -1     •  1  .,       »       .         a{b  -\-m) 

dénominateur;  il  vient  pour  la  première  traction,  7-^ , 

^  '  b[b  -f  m)  ' 

1  1  (fi-r  "'>''-'  1   .  ne  1,1 

et  pour  la  seconde,  —, -7;  ou  L-ien,  enectuant  les  calculs 

'^  Jj  -'-  m)o 

1»       >     1       .    1       1  ..«      ab~\-am        ab -{- bm 

d  après  la  règle   du  n°  112  ,  - — -— —  et  — — ; — .— , 

^  ^  ^  b-  -^  bm       b"  -i-  bm 

Or,  les   deux  numérateurs   ab-\-am  et    ab-j-bm  ont  une 

artie  commune  ab ,  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est 

lus  grande  que  la  partie  am  du  premier,  puisque  l'on  a  b'^a. 

ne  aussi;,  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la  première. 

A'^i ,  Von  augmente  la  valeur  d'une  fraction  ,  en  ajoutant  un 

'wene  nombre  à  ses  deux  termes. 

Lavérité  de  la  proposition  exige  d'ailleurs  ,  comme  on  le 
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voil  par  le  raisonneiiient  pix;ceuent ,  que  .-    soit  une  traction 

proprement  dite,  ou  que  l'on  ait  a  <^  b  ;  si  au  contraire  ou 

avait   a^  b ,  la   lelalion  aurait  lieu  dans  un  ordre  inverse, 

puisque  alors  on  aurait   ab  -}-  b7?i  <^  ab  -\-  am. 

i\',  B.  —  Ce  moyen  de  deuionsiralion  ,  rigoureux  et  général 

tant  que  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres,  cesserait 

de  présenter  ce  caractère    si  l'on    voulait   l'appVKjuer  à  des 

nouibres   particuliers.   Par   exemple,  que  l'on  ait  la  fi action 

12  ,         .  ^       .    ,    ,  1  .,     .         i5 

—  ,  et  ou  on  ajoute  o  unîtes  a  ses  ceux  ternies  ,  il  viejit  — . 
17  ^  •'  20 

Réduisant  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur,  on  ob- 

tient,  i;our  la  preiuieie,   77-7-5  et  pour  la  seconae,  ttt-' 
'■  '■  ii^o         '■  340 

On  voil  bien  ici  (|ue  la  seconde  fraction  c^t  plus  grande 
que  la  première  ;  mais  rien  ne  prouve  que  ce  qui  a  lieu  dans 
<et exemple  particulier,  aurait  également  lieu  dans  tout  autre. 

La  démonstration  exj.oséc:  u"  49  est,  d'après  la  nature  de  ses 
raisonnen.ens  ,  aussi  générale  que  celle  qui  vient  d'être  don- 
née ;  mais  celle-ci,  c[uoique  moins  élégante  peut-être,  a 
l'avantage  d'être  plus  concise  ;  la  voici  réduite  à  ses  moindres 
termes  : 

Soient  T  <-'l  -r ■>  'es  deux  fractions  que  i  on  veut  com- 

b        b  -f-  m 

parer. 

.,  .  1    •  1  '        j  -         •  -1    •        ab  -\-am 

l'eduisons-les  au  même  dcnoinmaîcur  ;  il  vient  -, ,-  -  et 

b'  ■+■  bm 

•ob  -^  bm  ,  ,  .  ^7     j.   '  ^  / 

-; ; —  ;    or,   par  livpotiiese,  on  a   a<Zb,  d  ou  am<rbm; 

(j-   _|-    0771  '  '    -  -  *  ^ 

dor.c,  ab-{-a7n<^ab -^bm  ;  ainsi ,  la  seconde  fraction  est  plus 
grande  que  la  première. 

2".  On  dcvia77dc  le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres, 
multipliée  par  la  différence  de  ces  mêmes  nombres? 

Soient  a  et  b  les  {.\i;\\\  nombres  proposés;  leur  somme  sera 
exprimée  par  {a  -f-  b] ,  et  luur  dideience  ]);u-  (a —  b). 

Or,  si  l'on  effectue  la  inuUiràicalion  à^a-~b  par  «— Z',  d'après 
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les  règles  du  n"  112,  on  a  pour  produit,  a"  —  ah  -\-  ah  —  b\ 
ou  ,  omettant  les  d.  ux  termes  —  ab  ,  -]-  ab ,  qui  se  dctiuisent , 
û^—  ^»^;  donc.  .  .  .{a-\-b)  (a  —  b)r:zi  a'  — b' . 

Ce  qui  ])iouve  f[ue  la  sovime  de  deux  nombres  quelconques ^ 
viullipliée  par  leur  dijjêrence ,  donne  toujours  pour  produit, 
la  différence  de  leurs  carrés  ou  secondes  jwissances. 

Exenijile.  —  Soient  les  deux  nombres  0.5  et  i  2  ;  leur  somme 
est  37,  et  leur  différence  i3  ;  inuhipliant  87  pariS,  on  a  pour 
produit  481. 

D'un  autre  côte',   ?.5X25  donne  525  ;  I2><  12  donne  i44î 

d'où...  (25)»  — (12)=  =481. 

Donc     (25+  12)  (25—  12)=  (25)^—  (I2)^ 

Ces  derniers  raisonneniens  ne  sont  qu'une  ve'rification  de  la 
propriété,  faite  sur  deux  nombres  particuliers  ;  tandis  que  ceux 
qui  précèdent  forment  une  démonstration  rigoureuse  et  [;éné— 
raie,  puisque  les  nombres  y  sont  désir',nés  par  des  lettres  aux- 
quelles on  peut  atlribuer  toutes  les  valeurs  possibles. 

Les  questions  précédentes  suffisent  pour  mettre  les  corn— 
mençans  en  état  d'apprécier  les  avantages  qui  résultent  de  l'em- 
ploi des  lettres  pour  représenter  les  nombres.  Parleur  usage, 
non-seulement  on  rend,  les  raisonnemens  plus  généraux  et  sou- 
vent plus  concis,  mais  encore  on  conserve  la  trace  des  opérar- 
tions  à  effectuer  sur  les  nombres  qui  entrent  dans  l'énoncé  de 
la  question  ,  et  qui  ne  peuvent  ainsi  se  fondre  les  uns  dans  les 
autres  comme  lorsqu'on  opère  sur  des  nombres  particuliers. 

Ces  notions  étant  établies  ,  nous  allons  revenir  sur  nos  pas, 
c'est-à-dire  reprendre  quelques-uns  des  objets  traités  dans  la 
première  partie,  pour  les  approfondir  davantage  j  nous  par- 
viendrons ainsi  à  de  nouvelles  propriétés  ,  et  à  des  moyens  de 
modifier  ou  de  simplifier  les  procédés  des  diverses  opcratlon.s 
de  l'Aritlnnétique. 


l6o  THÉORIE    GÉNÉRALE 

«   §  F^   Théorie  des   différens  systèmes  de  miméralion. 

116.  Nous  avons  vu  (n°  S)  comment,  à  l'aide  de  dix  carac- 
tères ou  cliiflVes  ,  on  parvient  à  représenter  tous  ies  nombres, 
en  partant  de  ce  principe  de  convention ,  que  tout  chiffre 
place'  à  la  gauche  d'un  autre,  exprime  des  unités  dix  fois  plus 
grandes  que  celles  de  cet  autre  chiffre.  Nous  nous  proposons 
maintenant  de  faire  voir  qu'on  peut  également  écrire  tous  les 
nombres  avec  plus  ou  moins  de  dix  caiactères,  pourvu  qu'il 
y  en  ait  au  moins  deux  ^  et  que  le  zéro  en  fasse  partie. 

Ou  appelle,  en  général,  base  d'un  systèm.e  de  numération, 
le  nombre  des  chiffres  qu'où  emploie.  Le  système  où  l'on  fait 
usage  d'j  deux  chiffres,  se  nomme  système  binaire,  celui  où  l'on 
en  considère  trois  ,  système  ternaire ,  etc. 

Dans  tout'système  de  numération  analogue  au  système  déci- 
mal ,  on  convient  que  tout  chiffre  placé  à  la  gauche  d'un  autre 
exprime  des  unités  autant  de  fois  plus  grandes ,  par  rapport  à 
celles  de  cet  autre  chiffre,  qu'ilj"  a  d'unités  dans  i,a  Base,  c'est- 
à-dire  dans  le  nombre  des  chiffres  du  sjsteme.  Ainsi ,  dans  le 
système  binaire ,  les  unités  de  chaque  chiffre  acquièrent  des 
valeurs  de  deux  en  deux  fois  plus  grandes  à  mesure  que  l'on 
recule  d'uu  ,  de  deux ,  de  trois.  .  .  .  rangs  vers  la  gauclie  ;  dans 
le  système  ternaire,  les  valeurs  des  unités  de  chaque  chiffre 
sont  de  trois  en  trois  fois  plus  grandes;  et,  en  général,  dans 
un  système  dont  la  base  est  B  ,  les  unités  de  chaque  chiffre  ac- 
quièrent des  valeurs  de  B  en  B  fois  plus  grandes,  à  mesure  que 
l'on  recule  de  droite  à  gauclie. 

Lorsqu'un  nombre  est  écrit  dans  le  système  dont  la  base  estB, 
le  premier  chiffre  à  droite  exprime  les  unités  du  premier  ordre, 
le  chiffre  immédiatement  à  gauche,  les  unités  du  second  ordre , 
le  chiffre  à  gauche  de  ces  deux-l;'i,  les  unités  du  troisième  ordre, 
et  ainsi  de  suite.  Il  faut  B  unités  du  premier  ordre  pour  former 
l'unité  du  second  ordre,  B  unités  du  second  ordre  pour  former 
l'unité  du  troisième  ordre  ,  etc. 

117.  Ceci  bien  entendu  ,  passons  à  la  manière  d'exprimer  en 
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chiffres  un  nombre  en  lier,  quel  que  soit  le  système  qu'on  adopte. 
Pour  fixer  les  iciecs,  nous  considérerons  le  système  septénaire, 
ou  le  système  dans  lequel  on  emploie  sept  chiilVes.  Les  mêmes 
raisonnemens  pourront  s'appliquer  ensuite  à  tout  autre  sys- 
tème. 

Les  chiffres  du  système  septénaire  sont  o  ,  i ,  2  ,  3 ,  4»  5,  6  ; 
les  six  derniers  exprimant  les  six  premiers  nombres. 

Ajoutant  l'unité' à  six ,  on  forme  le  nombre  sejjt,  ou  l'unité 
du  second  ordre,  qui,  d'après  le  principe  e'noncé  ci-dessus, 
doit  s'écrire  10. 

Mettant  successivement  chacun  des  chiffres  du  système  à  la 
première  et  à  la  deuxième  place,  on  formera  évidemnîent  tous 
les  nombres  consécutifs,  compris  depuis  sept,  ou  lo,  jusqu'au 
nouîbre  représenté  par  66. 

Ce  nombre  étant  formé,  si  l'on  ajoute  une  nouvelle  unité, 
il  en  résultera  six  unités  du  second  ordre  ,  plus  sept  uniîés  du 
premier  ,  c'est-à-dire  sept  unités  du  second  ordre,  ou  une  seule 
unité  du  troisième  ordre,  qui  devra  s'écrire  ainsi  :  loo. 

Mettant  successivement  à  la  première,  à  la  seconde,  et  à  la 
troisième  place ,  les  différens  chiffres  du  système,  on  formera 
tous  les  nombres  consécutifs  compris  depuis  100  jusqu'au 
nombre  représenté  par  666. 

Raisonnant  sur  ce  dernier  nombre  comme  sur  66  ,  on  par- 
viendra d'abord  à  l'unité  du  4"*  ordre  qui  s'écrira  ainsi  : 
1000  ;  puis  on  obtiendra  successivement  tous  les  nombres  con- 
sécutifs compris  depuis  1000  jusqu'au  nombre  renréseuté  par 
6666  ;  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

D'où  l'on  voit  que  tous  les  nombres  entiers  possibles  sont 
susceptibles  d'être  e'crits  dans  ce  système. 

Quel  que  soit  le  système  adopté,  les  unités  de  différens  ordres 
sont  respectivement  représentées  par  i,  10,  100,  1000,  loooo, 
comme  dans  le  système  décimal  ;  mais  les  valeurs  relatives  de 
ces  unités  sont  essentiellement  différentes  suivant  les  systèmes. 

li^.N.B.  —  Nous  avons  dit,  n°  116,  que  le  chiffre  o  était  un 
caractère  indispensable  dans  tout  système  analogue  au  système 
décimal,  c'est-à-dire  dans  un  système  où  la  valeur  relative  d'un 

II 
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tiiiffre  dépend  du  rang  qu'il  occupe  à  la  gauclie  de  plusieurs 
autres.  A  la  ligueur,  on  pourrait  s'en  passer;  mais  le  système 
serait  moins  régulier,  comme  nous  allons  le  voii". 

Soit  proposé,  par  exemple,  d'établir  le  sysliw.e  leniaire,  en 
adoDtant  les  trois  ciiifïres  significatifs  1  ,  ?. ,  3. 

Les  trois  premiers  nombres  ocraient  d'abord  exp.rimés  par  ces 
chiftres. 

Pour  représenter  qiialvc,  cinq  ,  et  six,  il  suffirait  d'écrire  1  1  , 
12  ,  i3. 

Pour  exprimer  scj)l ,   hitil ,   Jici[f  ,   dix,  onze,  douze, 

on  écrirait  21,     22,       2H,       3i  ,     32,        33, 

De  même  iii,      112,      ji3,      121,      122,,      i23, 

exprimeraient  fre/ze,  quatorze,  quinze,  seize,  dix-sept,  dix  huit. 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin  pour  sentir  l<^s  incon- 
véniens  de  ce  système.  Son  printipal  délaut  consiste  en  ce  que 
des  unités  d'un  même  ordre  sont  exjtrimées  d'une  manière  dif- 
férente. Ainsi ,  dans  r3  et  23  ,  le  ciiilîre  3  exprime  une  unité  du 
second  ordre,  connue  les  chiflres  i  et  2  qui  sont  à  sa  gauche. 
Dans  123  ,  l'ensemble  des  cbiffres  23  exprime  neuf ,  ou  l'unité 
du  troisième  ordre  .  ainsi  fj^ue  le  thilTre  i  qui  est  à  la  gauche 
de  ces  deux-là. 

En  faisant  usage  du  chiftre  o,  il  suffit  de  déterminer  les  non\- 
bies  d'unités  de  dilYérens  ordres  qui  entrent  dans  le  non)bre 
proposé,  et  d'écrire  à  la  suite  les  uns  des  autres  ,  de  droite  à 
gauche,  les  chilTres  (jui  expriment  ces  nombres. 

119.  L'accord  ([là  existe  entre  la  nomenclature  actuelle  des 
nombres  et  la  manière  de  les  représenter  en  chiffres  dans  le 
système  décimal,  permet  de  les  écrire  facilement,  et  pour 
ainsi  dire,  sous  la  dictée  en  langage  ordinaire,  comme  aussi  de 
résoudre  la  question  inverse  qui  consiste  à  énoncer  en  langage 
ordinaire  un  nombre  cjuelconque  représenté  par  un  groupe 
de  chiilres  donné.  Il  en  serait  de  même  dans  tout  système  de 
numération  pour  lequel  on  aurait  établi  une  nomenclature 
spéciale.  INÎais  si  l'on  proposait,  par  ex enqjle ,  d'ec/vre  dans 
le  sjstemc  septénaire  le  nombre  tkois  cent  soixante-neuf  rap'* 
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porté  au  systcme  décimal ,  il  serait  difficile  de  reconnaître  à 
priori  quels  sont  les  cliiiFres  propres  à  expriuîer  les  unités  du 

premier,  du  second,  du  troisième ordre  septénaire  qu'il 

renferme.  Or,  comme  ce  nombre,  écrit  en  chiffres  dans  le 
système  décimal,  revient  à  869,  il  s'ensuit  que  la  question 
proposée  dépend  de  la  suivante  qui  est  beaucoup  plus  géné- 
rale :  Un  nombre  élant  énoncé  en  langage  ordinaire ,  ou  écrit 
dans  le  sjsiime  décimal ,  traduire  ce  même  nombre  dans  le 
sj'sl'tme  dont  la  base  est  B. 

Pour  résoudre  cette  dernière  question,  observons  que,  B  uni- 
tés du  premier  ordre  formant  une  unité  du  second,  autant  de 
fois  le  nombre  proposé  contiendra  la  base  B  ,  autant  il  ren- 
fermera d'unités  du  second  ordre  du  système  B  ;  c'est-à-dire  que , 
si  l'on  divise  ce  i;onibre  par  B,  le  quotient  exprimera  des  unités 
du  second  ordre  ;  et  le  reste,  qui  sera  nécessairement  moindre 
que  B,  exprimera  les  unités  du  premier  ordre,  du  nombre 
écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  B. 

De  même,  puisque  B  unités  du  second  ordre,  dans  le  sys- 
tèuieB,  forment  une  unité  du  troisième  ordre  dans  ce  mèuîe 
système,  si  l'on  divise  par  B  le  quotient  qui  exprime  des  uni- 
lés  du  second  ordre,  le  nouveau  quotient  qu'on  obtiendra,  ex- 
primcx'a  des  unités  du  troisième  ordre;  et  le  reste,  toujours 
moindre  que  B,  représentera  les  unités  du  second  ordre,  dvi 
nombre  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  B  ;  et  ainsi  de 
iiuite. 

D'où  l'on  voit  que,  pour  passer  du  système  déciinal  au  sys- 
tème dont  la  base  est  B,  11  faut  :  1°.  diviser  le  nombre  proposé 
par  la  base  du  nouveau  sj  s  terne  écrite  dans  le  sjsteme  décimal, 
ce  qui  donne  un  reste  que  l'on  écrit  à  part,  comme  exprimant 
les  unités  du  premier  ordre  dans  le  nouveau  sjrsteme  ;  0°.  di- 
viser le  quotient  obtenu j  par  la  même  base ,  ce  qui  donne  un 
second  reste  qu'on  écrit  à  la  gauche  du  premier,  comme  expri- 
mant les  unités  du  second  ordre  j  3",  diviser  le  second  quotient 
parla  même  base,  et  éciire  le  troisième  reste  qu'on  obtient 
ainsi  ,  à  la  gauche  des  deux pyrécédens ,  parce  qu'il  exprime 
les  unités  du  troisième  ordre  ;   continuer  cette  série  d'opéra-- 

II.. 
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tioiis  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  un  quotient  moindre  que 
la  base  du  nouveau  sjstèmej  ce  dernier  quotient  exprime  les 
unités  de  l'ordre  le  plus  élevé,  et  s'écrit  alors  à  la  gauche  de 
tous  les  restes  obtenus  successivement. 

Appliquons  cette  règle  au  nombre  ti^ois  cent  soixante-neuf 
ou  36g ,  qu'il  s'agit  de  traduire  dans  le  système  septénaire. 

369  1  7  restes 

^^ ^  (io35) 

7 3 

I o 

o I 

Divisant  369  par  7,  on  a  pour  quotient  62,  et  pour  reste  5 
que  l'on  écrit  à  part;  ce  sont  les  unités  du  premier  ordre  dans 
le  nouveau  système. 

Divisant  52  par  n,  on  trouve  pour  quotient  7,.  et  pour  reste  3, 
qui  exprime  les  unités  du  second  ordre  ,  et  qu'on  écrit  à  la 
gauche  du  chiffre  5. 

Divisant  7  par  7,  on  a  pour  quotient  i,  et  o  pour  reste, 
ce  qui  indique  qu'il  n'y  a  pas  d'unités  du  troisième  ordre;  et 
l'on  écrit  un  o  pour  en  tenir  la  place. 

Enfin,  comme  le  cjuotient  i  est  plus  petit  que  7,  il  exprime 
les  unités  du  quatrième  ordre  ;  et  le  nombre  traduit  dans  le 
système  septénaire  revient  à  (  io35). 

On  trouverait  de  même,  pour  le  nombre  5347  «l'^duit  dans 
le  système  de  huit  chitlres  ,o,i,2,3,4>5,6,  7,  l'ensemble 
des  nouveaux  chiffres  (  i2343). 

5347  I  8  restes 

668 3 

83 4  (  12343) 

10 3 

I 2 

o I 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  la  base  du  nouveau  sys- 
tème soit  plus  grande  que  dix  ou  celle  du  système  décimal. 
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Dans  ce  cas ,  il  y  a  une  observation  importante  à  faire  pour 
l'application  de  la  règle. 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  8423  à  traduire  dans  le  sys- 
tème duodécimal ,  ou  dans  le  système  de  douze  chiffres. 

En  convenant  d'employer  les  deux  lettres  grecques,  a,  Q, 
pour  désigner  les  nombres  dix  et  onze,  les  chiffres  de  ce  sys- 
tème seront  0,1,  2,  3,4)5,6,  7,8,9,»:,^. 

8423   I    12  restes 

70 1 1 1  oao 

58 5  (4«5C) 

4 10  ou  ri 

o 4 

La  base  douze  e'tant  exprime'e  par  12  dans  le  système  de'ci— 
mal,  on  divise  8423  par  12,  ce  qui  donne  le  quotient  701,  et  le 
reste  1 1  qui  exprime  les  unités  du  premier  ordre  dans  le 
nouveau  système.  Or,  11  écrit  dans  le  système  décimal  signifie 
onze  ,  et  par  conséquent  doit  s'écrire  C  dans  le  système  duodé- 
cimal. On  écrit  donc  à  part,  non  pas  1 1  ,  mais  Q,  comme  dé- 
signant le  chiffre  des  unités  du  premier  ordre. 

Pareillement ,  à  la  troisième  division  ,  on  obtient  pour  reste 
I  o  ou  dix  qui ,  dans  le  nouveau  système ,  s'écrit  et  ;  on  pose 
donc  «  à  la  gauche  des  deux  chiffres  déjà  trouvés.  On  obtient 
ainsi  (  4«5o)  pour  le  nombre  proposé  ,  traduit  dans  le  système 
duodécimal.    - 

120.  Réciproquement,  Un  nombre  étant  écrit  dans  un  système 
quelconque  dont  la  base  est  B  ,  on  peut  se  proposer  de  l'énoncer 
en  langage  ordinaire,  ou  ce  qui  revient  au  même ,  de  le 
traduire  dans  le  système  décimal. 

Soit,  en  général....  hgfdcba  un  nombre  écrit  dans  le  système 
de  B  chiffres;  a,  i,c,^,y,....  désignant  les  unités  du  i",  du2*,  da 
3',...  ordre. 

Il  résulte  du  principe  fondamental  établi  n°  116,  que  le 
chiffre  b  exprime  des  unités  B  fois  plus  grandes  que  s'il  était 
seul  ;  donc  sa  valeur  relative  est  égale  au  produit  de  b  par  B, 
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€t  peut  (n°  108)  se  représenter  par  Z»  xB  ,  ou  simplement  par 
1>B.  De  même  le  chiffre  c  exprime  des  unités  B  fois  plus  grandes 
que  celles  du  cliiiTre  0  ;  ainsi  sa  valeur  relative  est  égale  au 
pi'oduit  de  c  par  B  xB  ou  B",  et  peut  être  représenté  par  cB'. 
On  reconnaîtrait  pareillement  que  dB',Jïi^,  g-B^,  /tB^  ,....  sont 
les  valeurs  relatives  des  autres  chiffres. 

Donc  enfin  ,  le  nombre  proposé  a  pour  expression  , 

En  doïinanc  à  la  hase  B  et  aux  chiffres  a,b.  c ,  d,f,...  des  va- 
leurs particulières,  on  effectuera,  dans  le  système  décimal, 
toutes  les  opérations  arithmétiques  indiquées  par  cette  expres- 
sion; et  l'on  obtiendra  le  nombre  correspondant  à  ces  données 
particulières,  traduit  dars  le  système  décimal. 

[  L'csprcssian  ci-dcssus  se  nomme,  en  Algèljic,  xine  formule,  jjaice 
qaVIk*  r«-n ferme  sons  nne  forme  conrise,  le  système «IVpe'ra lions  arithmoii- 
t{U€S  à  «jiFeciiicr  sur  tlificrcns  nombres  pour  obtenir  la  rtponse  à  nne  fjiïistion 
gcncraic,  cl  parce  qu'un  peut  en  dc-iluire  toutes  lis  réponses  aux  quesiioiis  »lc 
même  cipé.;e,  dont  les  énonces  djlfèicnt  seulement  par  les  valeurs  numériques 
<!es  donnc'es.] 

Traduite  eu  langage  ordinaire ,  cette  formule  donne  lieu  à 
la  règle  suivante  ;  Fonuez  d'ahord  les  diverses  puissances  de 
la  base  B  écrite,  dans  le  sj'slhme  dccimal^  niullipliez  ensuite 

tous  les  chiffres ,  .  .      a,  b ^  c,  d^  f , 

traduits  également  dans  le  sj'it'eniç, dé- 
cimal, respectivement  par  les  nombies. .  .  i  ,B,B^,B'',B^,  ...  ; 
<ijoutçz  ensuite  tous  ces  produits  partiels,  et  vous  aurez  le 
nombre  demandé. 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  (67436)  écrit  dans  le  sys- 
tème de  huit  chiffres,  à  traduire  dans  le  système  décimal. 

A,près  avoir  reconnu  par  des  multiplications  successives^ 
que  les  puissances  de  8  jusqu'à  la  4'  inclusivement,  sent 
iî,  64,  5i2,  ^ocf>,  on  peut  disposer  ainsi  les  calculs: 
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i« I   X  6  =          6 

2° 8x3=         24 

3=^ 64  X  4  =      256 

40 5i2  X  7  —     35^4 

5° 4"9^  X  5  =  20480 

Donc  (57436)  Tz=  24350. 

Vérification  d'après  la  rè;;le  établie  n°  118, 

24350  i  8 

3043 6 

38o 3. 

47 4  (57436) 

5 7 

o 5 

121. On  peut  douiier  de  la  qiîestion  inveise  une  solution  [dus 
simple  et  suviout  plus  en  rapport  avec  telle  de  la  (luestion 
directe. 

Reprenons   le  même  nombre  (57436)  qu'il  s'aj^it  do   fnire' 
passer  du  système  de  /i?/// "uliiffi-e.'.  au  syslèine  décinial. 

D'après  le  principe  fondamental  du  n°  116,  le  prenuer  chiffre 
à  gauche  t[ui  est  5,  représente  des  unite's  8  fois  plus  grandes 
que  celles  du  second  chiffre  7;  donc  ,  en  Tnullij)lianl  5  par  8, 
et  ajoutant  7  au  produit,  ce  qui  donne  47  (on  quarante- 
icpt) ,  on  aura  le  nombre  total  des  unités  du  4*  ordre  (  système 
de  huit  chiffres)  que  renferme  le  nombre  propose.  Parla  même 
raison,  si  l'on  multiplie  47  pa''  8,  et  qu'on  ajoute  4  a»'  pro- 
duit, ce  qui  donne  38o  (ou  Irois  cent  quatre-vingt) ,  on  aura 
le  nombre  total  des  unite's  du  3**  ordre  (système  de  huit 
iliiffres  )  que  renferme  le  nombre  proposé. 

Pareillement ,  si  l'on  multiplie  38o  par  8  ,  et  qu'on  ajoute  3 
au  produit ,  ce  qîà  donne  3o43  ,  on  aura  le  nombre  total  d'u- 
nités du  second  ordre  que  renferme  le  nond^re  proposé.  Multi- 
pliant enfin  3o43  par  8  ,  et  ajoutant  6  au  produit,  on  obtient 
24350  pour  le  nombre  total  d'uiiités  du  premier  ordre  (eï- 
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primé  dans    le  système  décimal  )  que  icnferme  le  nombre 
proposé. 

Voici  comment  on  peut  disposer  le  calcul  : 

5  X  8  r=         4o,  -f  ^  =  47 

47  X  8  =       376,  +  4  =  38o 

38o  X  8  =     3o4o,  +  3  =  3043 

3o43  X  8  =  24344,  -h  6  =  24350. 

Règle  générale:  Multipliez  le  prejyiicr  chiffre  à  gauche, 
du  nombre  proposé ,  par  la  hase  B  écrite  dans  le  sjsievic  dé- 
cimal j  et  ajoutez  au  produit  le  second  chijff're  (en  partant  de 
la  gauche)  ;  multipliez  la  somme  ains^  obtenue  par  la  base  B, 
et  ajoutez  au  produit  le  3*  chiffre  }  et, ainsi  de  suite. 

Cette  règle  est  précisément  l'inverse  de  celle  nui  a  été  éta- 
blie n°  119,  ainsi  qu'on  peut  le  reconnaître  en  comparanf  le 
tableau  des  calculs  qui  viennent  d'être  exécutes  avec  celui 
qui  termine  le  numéro  précèdent. 

122.  Aux  deux  questions  des  n°'  119  et  120,  se  rattache 
une  troisième  question  plus  générale'qui  a  pour  but  de  paséer 
d'un  sj'stkme  dont  la  base  est  B  au  système  dont  la  base  est  B'. 

La  règle  à  suivre  dans  ce  cas  ,  consiste  à  faire^passcr  le  noiR- 
bre  proposé  du  système  B  au  système  décimal  (a"^  120),  puis 
de  celui-ci  au  système  B'  (n°  119).  \ 

Proposons-nous,  pour  exemple,  de  faire  p'asser  le  nombre 
(23io4)  du  système  quinaire  (ou  de  cinq  chiffres)  au  système 
duodécimal. 

Voici  le  tableau  des  calculs  : 

2X5=       10,  -{-  3  =  i3 

,3x5=       65,  4-  I  =  66 

66  X  5  =    33o,  -}-  o  =  33o 

33o  X  5  =  i65o,  +  4  =  1^54 

1654    I    12 

137. .. .   dix  ou  a 
II....  5     {C5u) 

o . . . .  onze  ou  C. 
Donc  (28104,  syst.  c/n^)  =  {C5x,sy st.  douze). 
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Ou  vérifierait  ce  calcul  en  reprenant  les  transformations 
dans  un  ordre  inverse,  c'est-à-dire  en  passant  du  système 
duodécimal  au  système  quinaire, 

i23.  Les  procédés  pour  effectuer  les  quatre  opérations  fon- 
damentales de  l'Arithmétique  sur  des  nombres  écrits  dans  un 
système  quelconque  ,  ne  diffèrent  pas  essentiellement  de  ceux 
qui  ont  été  établis  pour  le  système  décimal.  Seulement,  il  faut 
bien  se  rappeler  la  loi  qui  existe  entre  les  unités  de  différens 
ordres  ,  aCn  de  pouvoir,  au  besoin,  convertir  des  unités  d'un 
ordre  quelconque  en  unités  de  l'ordre  immédiatement  supé- 
rieur ou  inférieur. 

Pour  familiariser  les  commençans  avec  les  différens  sys- 
tèmes de  numération  ,  nous  proposerons  un  exemple  de  cha- 
cune des  opérations,  exécutée  dans  le  système  duodécimal , 
dont  les  caractères  sont,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  n"  119, 

o,  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  «4,  C. 
1°.  Suit  à  ajouter  les  nombres 

3'jo4«,      C2g56,      l'^CetS,      ^QotQ. 

En  commençant  d'abord  par  les  unités  3';o4<« 

simples,  on  dit  «  et  6  font  i4,  et  5  font  CagSô 

ig,  et  Ç  font  28.  On  pose  8  et  l'on  retient  ;?.']Cct5 

2  douzaines  pour  les  reporter  à  la  co-  ^SaC 

lonne  des  unités  du  2*  ordre.  iSaQnS 

On  dit  ensuite  :  2  et  4  font  6,  et  5  font 
C,  et  (K  font  19,  et  «  font  27.  On  pose  7  et  l'on  retient  2  pour  les 
reporter  à  la  colonne  des  unités  du  3*  ordre  ,  sur  laquelle  on 
opère  comme  sur  les  précédentes  ;  et  ainsi  de  suite.  On  obtient 
enfin  i5«678  pour  la  somme  demandée. 

2°,  Soit  à  soustraire  de 5stoo46 

Le  nombre 4  7*^^  ^ 

I2i577 
Comme  on  ne  peut  soustraire  Ç  de  6 ,  on  a  recours  à  l'artifice 
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du  11°  14,  el  l'on  dit  o  de  i6,  il  reste  7.  Passant  à  la  colonne 
suivante  ,  on  augmente  8  d'ime  unité  ,  et  l'on  dit:  9  de  i4  ,  il 
reste  7.  Ensuite  7  de  10.  il  reste  5  ;  C  de  10,  il  reste  1  ;  8  de  «, 
il  reste  2  ;  enfin  4  ^^  5  ,  il  reste  i .  Ainsi  121577  ^^'  ^^  résultat 
demande'. 

3°.  Soil  à  viuhiplier 34o-« 

par 5«ô8 

2285?8 
[Nous  sommes  censés  avoir  sous  les  1808^0 

■yeux  une   table  de    multiplication  ,  294664 

poussée  jusqu'à  C  {o\\  onze)   qui  est  i48332 

le  plus  haut  chiffre  du  système.  1  V  00  o 

'  ■  -■  I7';D0Ob2O 

En  mullipliant  d'abord  3407:1  par  8  ,  je  dis  :  8  fois  cl  font 
68;  je  pose  b  el  retiens  G.  Eusuile,  8  fois  7  font  48,  et  6  de 
retenue  font  52  ;  je  pose  2  et  retiens  5.  8  fols  o  font  o,  et  5  de 
retenue  font  5  ;  je  pose  5^,  8  fois  4  font  28  ;  je  pose  8  et  reliens 
2.  Enfin  8  fois  3  font  20,  et  2  de  retenue  font  22  :  je  pose  2  et 
avance  2.  Le  iriennier  j)rcduil partiel  est  doiie  228528. 

Quant  aux  autres  pioduits  partiels  du  mulliplicande  {lar  les 
autres  cliiflres  du  niult;piicati.;ur  ,  ou  prouverait,  par  des  rai- 
sonnemens  analogues  à  ceux  qui  out  éié  faits  (n°  21)  pour  le 
système  décimal,  que  tout  se  réduit  à  multiplier  suceessive- 
ment  le  muUiplican.le  par  chacun  de  ces  chiffres  considérés 
comme  exprimant  dis  unités  simples ,  et  à  écrire  chacun  des 
produits  au-dessous  du  ])récédent,  en  les  avançant  au  fur  et 
à  mesure  d'un  laii^  vers  la  yauche. 

Additionnant  enfin  tous  ces  produits,  on  trouve  pour  résul- 
tat, 177608328. 

4".  "S  Ciifions  Cflte  opération  par  la  division  j  il  suflit,  poui 

<ela,  de  diviser   le  produit  oh-  /-  nr.  o          r  ^o 

1      r                r  ro  J  77608828  1      5c=bb 

tenu,  par  1  un  de."  laeteurs.  5j68  /»     o  c 

1  ib:'-o8  J    -,  '^ 

par  exemple.  ^  ^j_,^          '^^"; 

Pour  oLrteuii  le  chiffre  des  uni- 
lés  les  j)lus  elevéesdu  (juoiient,  il 
faut  pi-endre  les  cinq  preuiiers 


33:082 

4«  968 
0000 
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chiffres  à  [;auche  du  dividende,  et  diviser  ly-jôo  par  5«68. 
Pour  cela,  on  cherche  eu  ir  combien  de  fois  5  ;  il  y  est  3  fois, 
pour  i3,  et  l'on  écrit  3  au  quotient.  Multipliant  le  diviseur 
par  3,  et  retranchant  le  proiluit,  du  premier  dividende  pr.r- 
tiel,  on  obtient  pour  reste  iCuo  qui,  suivi  duchiiireS,  donne 
Io«o8  pour  le  second  dividende  partiel,  sur  lequel  on  opère 
comme  sur  le  précèdent. 

Divisant  uaeoS  par  5x68,  ou  plutôt  lo  par  5,  on  a  pour 
quotient  4  ,  que  l'on  écrit  à  la  droite  du  précédent,  et  pour 
reste  de  la  nouvelle  division  partielle  ,  3zo. 

Comme  ,  le  chillre  suivant  8  étant  abaissé,  le  nouveau  divi- 
dende partiel  SatoS  ne  contient  pas  le  diviseur,  on  met  un  o 
au  quotient,  et  l'on  abaisse  le  chiffre  2  du  dividende;  ce  qui 
doune  3*082  pour  nouveau  dividende  parlieî. 

Opérant  sur  celui-ci  comme  sur  les  precédens,  on  trouve 
pour  quotient  "j ,  et  pour  reste  4*96- 

Abaissant  enfui  le  dernier  chi-Ore  du  dividende,  et  divisant 
4*968  par  5«68  ,  ou  obtient  ce  pour  quotient  et  o  pour  reste. 

Donc  ,  3407a  est  le  quotient  demandé. 

Nous  enya^eons  les  élèves  à  s'exercer  sur  d'auti'es  exemples 
pris  au  hasard,  et  dans  diiTérens  systèmes,  particulièrement 
sur  les  deux  dernières  opérations,  ces  exercices  étant  tiès 
propres  à  leur  donner  l'habitude  du  calcul. 

124.  La  question  du  n"  122,  qui  a  pour  objet  de  ];asser 
d'un  système  quelconque  B  à  un  autre  système  B',  peut  être 
résolue  directement ,  c'est-à-dire  sans  que  l'on  soit  oldi{],é 
de  passer  d'abord  du  système  B  au  système  décimal ,  et  en- 
suite de  celui-ci  au  système  B'.  Il  suffirait ,  pour  cela  ,  de  tra  - 
dtiire  la  base  B'  clans  le  système  B ,  et  d' appliquer  la  règle  du 
n°  119,  en  effectuant  les  opérations  dans  le  système  }i  ;  ou 
bien  encore  defoduire  la  baseB  dans  le  système  T>'  et  d'appli" 
quer  l'une  des  règles  des  n"'  120  et  121 ,  en  effectuant  les  opé~ 
rafigns/ians  le  système  B'. 

NouS' ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ces  operaùons 
qui  n'offrent  aucune  difficulté. 

123.     Remarque  générale.  —  Le  svstème  duodécimal  ofire 
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quelques  avantages  sur  le  système  décimal,  en  raison  de  ce 
que  sa  hase  douze  renferme  un  plus  f;rand  nombre  de  facteurs 
que  dix.  En  effet,  douze  est  divisible  par  2,  3,  ^  ,Q  ,  tandis 
que  les  seuls  facteurs  de  dix  sont  2  et  5.  Mais  on  ne  pourrait 
substituer  le  système  duodécimal  ,  ou  tout  autre,  au  système 
décimal ,  sans  modifier  la  nomenclature  de  manière  à  l'appro- 
prier au  système  adopté ,  et  à  lui  permettre  d'énoncer  con- 
formément à  ce  nouveau  système  de  numéi-ation,  les  nombres 
écrits   en  chiffres. 

Nous  aurons,  d'ailleurs,  plus  d'une  occasion  de  recon- 
naître que  la  plupart  des  propriétés  qui  ont  été  découvertes 
sur  les  nombres,  sont  indépendantes  du  système  de  nu- 
mération que  l'on  adopte.  Quelques-unes  semblent  apparte- 
nir au  système  décimal  en  particulier  ;  mais  leurs  analogues 
n'en  existent  pas  moins  dans  les  autres  systèmes.  L'emploi  des 
lettres  de  l'alphabet,  pour  représenter  les  nombres,  est  très 
propre  à  faire  ressortir  la  généralité  de  ces  propriétés  ,  en  ce 
qu'elles  sont  applicables  à  tous  les  nombres,  quel  que  soit  le  sys- 
tème de  numération  dans  lequel  ils  sont  énoncés  ou  exprimés. 

^  II.   Divisibilité  des  nombres. 

126.  La  propriété  dont  jouissent  certains  nombres  d'être 
exactement  divisibles  par  d'autres,  et  la  recherche  des  diviseurs 
d'un  nombre,  forment  une  des  théories  les  plus  importantes 
de  l'Arithmétique.  Cette  théorie  repose  sur  une  série  de  prin- 
cipes dont  l'exposition  exige  beaucoup  d'ordre  ;  nous  allons  les  , 
développer  successivement. 

Définitions  préliminaires. — On  dit  qu'un  nombre  entier 
est  exactement  divisible  par  un  autre ,  lorsqu'il  existe  un  troi- 
sième nombre  entier,  qui  ,  multiplié  par  le  second,  donne  le 
premier.  'V 

Tout  nombre  entier  qui  en  divise  exactement  un  autre,  est 
appelé  facteur,  diviseur,  ou  sous-multiple  de  ce  nombre;  et 
celui-ci  est  dit  multiple  du  premier. 

Tout  nombre  entier  qui  n'a  d'autres  ^/A'/^er/rj  qiielui-même 
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et  l'unité,  est  appelé  nombre  premier  absolu ,  ou  siinpleinent 
nombre  premier. 

Deux  nombres  entiers  sont  A\is premiers  entre  eux  lorsqu'ils 
n'ont  d'autre  diviseur  commun  que  l'unité'  (qui  est  diviseur  de 
tout  nombre). 

Il  resuite  de  là  qu'un  nombre /;rem/er  qui  ne  divise  pas  exac- 
tement un  autre  nombre  entier,  est  premier  avec  cet  autre 
puisque  alors  ils  ne  peuvent  avoir  de  diviseur  commun  que 
l'unité. 

Ces  définitions  ont  déjà  été  établies  au  numéro  oi. 

127.  Pkemier  principe.  —  l'out  nombre  entier  P  qui  divise 
exactement  Vun  des  facteurs  du  produit  A  XB,  divise  néces- 
sairement le  produit;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  tout 
nombre  entier  qui  en  divise  exactement  un  autre ,  divise  né- 
cessairement les  multiples  de  cet  autre  nombre.  (  Voyez 
n°  SI.) 

En  effet,  soit  Q  le  quotient  supposé  exact,  de  la  division  de 
A  par  P;  onaA  =  PxQ,  d'où  ,  multipliant  les  deux  membres 
de  cette  égalité  par  le  même  nombre  B, 

AXB=;PxQxB=PxQB  (n°26); 

on  voit  donc  que  P  divise  exactement  le  produit  AB. 

128.  Second  princîpEo  —  T'ont  nombre  entier  P  qui  divise 
exactement  un  produit  AB,  et  qui  est  premier  avec  Vun  des 
deux  facteurs ,  divise  nécessairement  Vautre  facteur. 

Supposons  ,  par  exemple,  que  P,  diviseur  exact  du  produit  ' 
AB  ,  soit  premier  avec  A  ,  je  dis  que  P  doit  diviser  B. 

En  effet ,  puisque  A  et  P  sont  deux  nomhxts premiers  entre 
eux,  il  s'ensuit  que,  si  on  leur  appliquait  le  procédé  du 
commun  diviseur  (n°o2},  on  parviendrait,  après  un  certain 
nombre  d'opérations  ,  à  un  dernier  reste  égal  à  i . 

Appelons R,  R',  R",  Pi'". ...  i,  les  restes  successifs  de  cette 
série  d'opérations  (  R',  R",  R'" s'énoncent  Rp^'="%  R^«onde^ 

TJ  tierce  N 

Cela  posé ,  si ,  au  lieu  d'opérer  sur  A  et  P  ,  on  appliquait  le 
procédé  aux  produits  AxB,  Px  B,  il  est  facile  de  voir  que, 
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dans  cette  nouvelle  série  d'opéralions  ,  on  obtiendrait  les 
niénies  quo tiens  que  dans  la  première  ;  mais  les  restes  seraient 
respectivement  Rx  B,  l'/x  B,  R'xB,  .  .,  i  X  B.  Par  consé- 
quent, comme  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  P 
est  I,  celui  des  produils  A  X  R  et  PxB,  est  nécessairement 
IX  B,  ou  B. 

D'un  autre  côté ,  il  suit  du  troisième  principe  établi  n°  'âl  , 
que  /<7///  îwniùre  qui  en  divise  deux  autres ,  divise  leur  plus 
^rand  commun  diviseur,  puisqil'en  vertu  de  ce  principe ,  il 
doit  diviser  le  reste  de  cLacune  des  divisions  auxquelles  donne 
iieu  le  procédé  du  n°  J>2.  Or  P  divise  A  X  B  par  hypothèse  ;  il 
divise  aussi  évidemment  P  X  B  ;  donc  il  divise  i  X  E  ou  B  ;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

N.  B.  —  Il  est  nécessaire  de  supposer  que  P  est  premier  avec 
l'un  des  deux  facteurs;  car,  par  exemple,  56  X  î5  ou  840  est 
divisible  par  40  et  donne  pour  quotient  2 1 ,  quoique  aucun  des 
nombres  56  et  i5  ne  soit  divisible  par  40.  Ci-la  tient  à  ce  que, 
40  étant  égal  à  8x  5,  le  premier  l'acteur  8  se  trouve  dans  56 
ou  "j  X  8,  et  le  second  facteur  5  se  trouve  dans  1 5  ou  5  X  3  ; 
donc  56  X  i5  est  égal  à  7  X  8x 5x  3,  ou  7  X  3  X  8  X  5,  ou 
enfin,  à  21X  ^o. 

129.  Troisième  PEixciPE. —  l'eut  nombre  premier  absolu'^  j 
qui  divise  exactement  un  produit  A  XB,  doit  diviser  l'un  des 
deux  fadeurs. 

En  effet ,  supposons  que  P  ne  divise  pas  A  ,  il  est  nécessaire- 
Awenipremier  avec  A  (n"  126)  ;  donc  il  doit  diviser  B  (n'^  128). 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

150.  1°.  7'out  nombre  premier  absolu  (jui  divise  A"",  et  en 
■général  une  puissance  quelconque  A"'  de  h.  ,  doit  diviser  A. 

En  effet ,  A°  est  la  même  chose  que  A  X  A.  Or,  tout  nombre 
premiev  qui  divise  ce  produit,  doit  (  n°  129)  diviser  l'un  des 
facteurs.  De  même  A*  étant  éj-al  à  A*  X  A  ,  tout  nornj)re  pre- 
mier fjui  divise  A^  doit  diviser  A  ou  A";  et  pour  diviser  ce 
dernier  facteur,  il  doit  diviser  A  ;  ainsi  de  suite. 

loi.  2°.  7 ou/  nombre  P,  premier  avec  chacun  des  deux 
fadeurs  d'un  produit  A  X  B ,  est  aussi  premier  avec  ce  produit. 
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Eu  effet,  un  nombre  premier  absolu  qui  diviserait  Ab*, 
devrait  diviser  A  ou  15;  aii.si  P  et  A  ,  ou  bien  P  et  R,  ne 
seraient  pas  premiers  ei-lre  eux;  ce  qui  serait  contre  la  sup- 
position. 

132.  S*'.  Lorsqu'un  nombre  N  a  éli'foiTiic par  la  muhipUca- 
tion  de  plusieurs  autres,  A,  B,  C,  D.  .  .  .  ,  ce  nombre  ne  peut 
iivoîr  d'autres  fadeurs  premiers  que  ceux  qui  tntreni  déjà 
dans  A  ,B,C,D. . . 

En  efi'et ,  tout  nombre  premier  qui  divise  le  produit  ABCD 
et  ne  divise  pas  D,  doit  diviser  ABC  (1.°  i29)  ;  de  même  ,  tout 
nombre  premier  qui  divise  ABC  et  ne  divise  pas  C  ,  doit  diviser 
AB  ,  et  par  conséquent  A  ouB. 

Ains;i ,  en  d'autres  termes,  un  nombre  étant  formé  parla  mul- 
tiplication de  plusieurs  autres ,  on  ne  j:eul  l'obtenir  de  nou- 
veau en  multipliant  des  nombres  qui  renfermeraient  des  fac- 
teurs premiers  dijjérens  de  ceux  qui  entrent  dans  les  nombres 
déjà  multipliés. 

133.  Quatrième  tT  dervier  principe. —  Tout  nombre  ?>' ,  di- 
visible par  deux  ou  plusieurs  nombres,  a,  b ,  c . . .  .  ,  premiers 
entre  eux,  est  divisible  par  leur  produit. 

En  eft'et ,  puisque  a  divise  K,  on  a.i\=aq,q  e'Lar.t  un  nombre 
entier  ;  mais  par  bypoihèsc,  b  divise  aussi  IS  ;  donc^  divise  aqi 
et  comme  a,  b,  sont  supposés  premiers  entre  eux,  il  faut 
(n"  128)  que  b  divise  exactement  q,  et  l'on  a  q  =^  bq';  d'où  l'eu 
déduit  jSr=  a  X  bq'  =;  ab  X  q'.  Ainsi  N  est  divisible  par  ab. 

Pareilleuieut,  c  divisant  K,  doit  diviser  «Z»  X  q  ;  d'ailleurs,  c 
est  premier  avec  a,  b  ,  et  par  conséquent  avec  ab  (  n°  151''. 
Donc,  c  doit  diviser  q',  et  l'on  a  q' =:  cq" ;  d'où  l'on  tue 
K  =  «^  X  cq''  =  abc'Xq".i  ce  qui  prouve  que  N  est  divisible 
par  abc  ;  et  ainsi  de  suite. 

134.  Conséquence.  —  Sla,  b,  c.  .  .^  étant  des  nombresy^re- 
miers.  entre  eux ,  chacun  entre  comme  facteur  dans  N  un  cer- 
tain nombre  de  fois  exprimé  [)ar  71,  j),  q.  .  .  ,  ie  nombre  î*î  est 
divisible  exactement  par  a^b^Ci .  .  .  ,  et  par  tous  ]vs  nombres 
f|u'ou  peut  obtenir  en  multipliant  deux  à  deux  ,  trois  à 
trois,  etc.,  les  diverses  puissances  de  fl,  A,  c...,  comprises  de- 
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puis  la  première  jusqu'à  celle  dont  le  degré  est  marqué  par  n 
pour  a ,  par  p  pour  b  ,  par  q  pour  c. . . . 

En  effet,  a^b^c...,  étant  des  nombres  premiers  entre  eux , 
il  en  est  de  même  de  a"  ,  bP ,  ci...  ;  donc  (n°  133)  leurs  produits 
deux  à  deux,  trois  à  trois...,  doivent  être  aussi  des  diviseurs 
exacts  de  N. 

Ce  principe  sert  de  base  à  la  recherche  des  diviseurs  d^un 
nombre ,  tant  simples  que  composés ,  question  dont  nous  nous 
occuperons  bientôt. 

13o.    Caractères  de  divisibilité  d'un  nombre  par  d'autres. 

Il  existe  des  signes  auxquels  ^on  peut  souvent  reconnaître 
qu'un  nombre  est  ou  n'est  pas  divisible  par  d'autres  nombres; 
ce  qui  est  utile  dans  la  pratique. 

Les  raisonnemens  dans  lesquels  nous  serons  entraînés  pour 
établir  ces  caractères,  reposent  sur  le  principe  suivant: 

Soit  un  nombre  A  décomposé  en  deux  parties  B  et  C ,  en  sorte 
qu'on  ait  A  =  B-f  C...  (i). 

1°.  Si  un  quatrième  nombre  D  divise  exactement  les  deux 
parties  B  ef  C,  il  divise  aussi  leur  somme  A.  (Voyez  n°  oi.) 

1°.  Si  le  nombre  D  divise  l'une  des  parties  B ,  sans  diviser 
l'autre  C,  il  ne  divise  pas  non  plus  A;  et  le  reste  de  la  division 
de  A  par  D  est  égal  à  celui  que  donne  la  division  de  C  par  D. 

La  première  partie  de  ce  principe  est  facile  à  démontrer.  En 
effet ,  divisons  par  D  les  deux  membres  de  l'égalité  (i)  ;  il  vient 

A        B       C       ,  . 

Or  les  deux  termes  du  second  membre  sont  des  nombres  en- 
tiers, puisque  B  et  C  sont,  par  hypothèse,  divisibles  par  D  ; 
donc  le  premier  membre  doit  aussi  être  un  nombre  entier  ;  au- 
trement ou  aurait  un  nombre  fractionnaire  égal  à  un  nombre 
entier,  ce  qui  serait  absurde.  Ainsi  A  est  divisible  par  D. 

Quant  à  la  seconde  partie ,  il  est  clair,  d'après  l'cgalilé  (2), 
que  si,  B  étant  divisible  par  D ,  C  ne  l'était  pas,  A  ne  le  serait 
pas  non  plus;  car  autrement,  il  en  résulterait  encore  un  nombre 
entier  égal  à  un  nombre  fractionnaire.  Mais  il  s'agit  actuelle- 
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ment  de  prouver  que  le  reste  de  la  division  de  A  par  D  est  égal 
au  reste  de  la  division  de  CparJ). 

Pour  cela  ,  observons  que ,  B  étant  divisible  par  D  ,  on  a 
B  =  DQ  (Q  est  un  nombre  entier)  ;  C  n'étant  pas  divisible  par 
D,  on  a  C  =  DQ'-fR. 

DoncB  +  CouA  =  DQ-|-DQ'-}-R=D(Q-fQ')+R  (n^^llS). 

D'où  l'on  voit  que  A  divisé  par  D  ,  donne  pour  quotient 
Q4-Q',  et  pour  reste  Pi,  qui  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  le 
reste  de  la  division  de  C  par  D  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer  (*). 

Passons  actuellement  au  développement  des  différens  carac- 
tères de  divisibilité. 

136.  Propriétés  des  nombres  2  et  5,  4  et  25  ,  8  et  i25 

1".  Tout  nombre  terminé  par  Tun  des  chijfres ,  o,2,zj,6,8^ 
est  divisible  par  2. 

En  effet,  ce  nombre  peut  être  décomposé  en  deux  parties  , 
savoir  :  la  partie  à  gauche  des  unités  simples ,  considérée 
avec  sa  valeur  relative  ,  et  le  chiffre  des  unités  simples.  (  Par 
exemple,  3 85 •; 6  revient  à  385'jo-[-6-)  Or  la  première  partie 
étant  terminée  par  un  o  ,  est  multiple  de  10  j  10  est  d'ailleurs 
divisible  par  2  ,  puisque  l'on  a  10  =  2  X  5;  donc  aussi  cette 
première  partie  est  divisible  par  2.  Mais  un  quelconque  des 
chiffres  o ,  2 ,  4 ,  6 ,  8  ,  est  divisible  par  2  ;  ainsi  (  n"  15S  )  le 
nombre  total  est  divisible  par  2. 

Si  le  nombre  est  terminé  par  l'un  des  chiffres  1,8,5,7,9, 
il  n'est  pas  divisible  par  2  ,  puisque  l'une  de  ses  parties  est  di- 
visible ,  et  que  l'autre  ne  l'est  pas. 

N.  B.  —  Tout  nombre  divisible  par  2 ,  ou  terminé  par  l'un 
des  chiffres  o ,  2,  4,  6>  8,  est  dit  un  nombre  pair.  Les  autres 
sont  des  nombres  impairs. 

Tous  les  nombres  pairs  sont  compris  dans  la  formule  2/2, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  et  les  nombres  impairs. 
dans  la  formule  (27î-|-i). 

(*)  Toutes  les  propositions  établies  depuis  le  n"^  127  jiuqu'.ai  uo  i3o  in- 
clusivement, sont  vraies  dans  tous  les  systèmes  de  numération. 
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%".  Tout  nombre  termine  par  un  o  ou  un  5 ,  est  divisible 
par  5.  —  Même  démonstration  que  pour  le  diviseur  2. 

Si  le  dernier  chiffre  est  différent  de  o  ou  de  5 ,  le  nombre  n'est 
pas  divisible  par  5  ;  et  le  reste  de  la  division  de  ce  nombre  par 
5,  est  égal  au  reste  de  la  division  du  dernier  chiffre  par  5 
(û"  13d)  ;  c'est-à-dire  que  le  reste  est  le  chiffre  lui-même  si 
celui-ci  est  moindre  que  5  ;  et  dans  le  cas  contraire ,  le  reste 
est  l'excès  de  ce  chiffre  sur  5. 

Ainsi  1827  divisé  par  5  donne  pour  reste  a  ,  qui  est  égal  au 
reste  de  la  division  de  7  par  5,  ou  ù  l'excès  de  7  sur  5. 

De  même,  34789  et  71436  donnent  respectivement  pour 
restes  4  et  i . 

3°.  Tout  nombre  est  ou  n'est  pas  divisible  par  4  ou  par  aS, 
suivant  que  le  nomhre  exprime  par  les  deux  derniers  chiffres 
est  ou  n'est  pas  divisible  par  ^  ou  par  aS. 

En  effet,  ce  nombre  peut  se  décomposer  en  deux  parties  :  la 
partie  à  gauche  des  dixaines,  considérée  avec  sa  valeur  relative, 
et  la  collection  dt^s  dixaines  et  unités.  (Par  exemple,  3548 
et  27875  reviennent  à  35oo  -+-  48  et  27800  -\-  75.)  Or  la  pre- 
naière  partie  étant  terminée  par  deux  zéros,  est  multiple  de 
1 00  ;  î  00  est  divisible  par  4  ou  par  25,  puisque  100  =  25x  4  î 
donc  cette  première  partie  est  aussi  divisible  par  4  ou  p!i>'  25; 
mais  la  seconde  partie  est  elle-même  ,  par  hypothèse  ,  divisible 
par  4  ou  par  25;  donc  le  nombre  total  est  divisible  par  4  ou 
par  25. 

Ainsi  3548  est  divisible  par  4  ,  parce  que  48  est  un  multiple 
de  4  ;  27875  est  divisible  par  25 ,  parce  que  76  est  un  multipk 
de  25. 

Mais  13758  n'est  pas  divisible  par  4  e^  donne  le  reste  2, 
c'est-à-dire  le  même  que  celui  de  la  division  de  58  par  4» 

25559  n'est  pas  divisible  par  25  et  donne  pour  reste  9 ,  ou  le 
i"este  de  la  division  de  59  par  25. 

N.  B.  —  Pour  le  notnbre  aS,  il  n'y  a  évidemment  que  les 
■ombres  terminés  par  oo,25,5o,  ou  75,  qui  soient  divisibles 
par  25. 

4".  Tout  nombre  est  ou  n'est  pas  divisible  par  8  ou  par  I25, 
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suivant  que  le  nombre  exprimé  par  les  trois  derniers  chiffres 
est  ou  n'est  pas  dii'isiOle  par  8  ou  jjar  i  iS. 

Noiis  ne  développerons  pas  la  démonstration  ,  parce  qu'elle 
est  analogue  aux  précédentes.  Il  nous  suffit  d'observer  qu'elle 
est  fondée  sur  ce  que  looo  =i25x8.  D'ailleurs,  cette  pro- 
priété n'est  guère  en  usage. 

15T.  Propriétés  des  noîibres  3  et  9.  —  Tout  nombre  dont  la 
somme  des  chijfres  ,  considérés  avec  leur  valeur  absolue  ,  est 
divisible  par  3  ou  par  9 ,  est  lui-même  divisible  par  3  ou 
par  9. 

Remarquons  d'abord  que,  si  d'une  puissance  quelconque  de 
10,  ou  de  l'unité  suivie  d'un  nombre  quelconque  de  zéros  ,  on 
retranche  1  ,  le  résultat  est  divisible  par  9;  car  ce  résultat  se 
compose  d'autant  de  chiffres  9  écrits  les  uns  à  la  suite  des 
autres  ,  qu'il  y  avait  de  zéros.  Or,  la  valeur  absolue  de  chaque 
chiffre  9  est  divisible  ,  soit  par  3  ,  soit  par  9;  donc  ii  en  est  de 
même  de  sa  valeur  relative,  qui  est  un  multiple  de  la  valeur 
absolue.  Ainsi ,  le  résultat  est  aussi  divisible  par  3  ou  par  9. 

Cela  posé ,  pour  généraliser  davantage  nos  raisonnemens , 
nous  appellerons  N  le  nombre  proposé  ,  et  nous  désignerons  par 
a,b  ,c,  d.. .  ,les  chiffres  de  ses  unités,  dixaines,  centaines, mille j.. . 
eu  sorte  que  l'on  aura  Ni=...  gfdcba,  ou  plutôt,  eu  vertu 
du  principe  l'ondamental  de  la  numération  décimale, 

K  =  û-f-  10^ -f-  io*c  -f-  10^  c-f-  io'c?  +  ... 

Or,  cette  égalité  peut  être  mise  sous  la  forme 


«={ 


_|-(io— i)^.-J-(io=  — i)c-{-(io"— iy-{-(io^-i/-f-. 


[Par  exemple  ,  lo'.  J=  io\  d — d-\-d^=^  (lo' —  \)d-}-d.] 

Or,  d'après  ce  cjui  vient  d'être  dit,  10 — i ,  lo*^ — i ,  10^ — 1... , 

et  en  général,  10"  —  i,  étant  divisibles  par  3  ou  par  9,  la  pre- 
mière ligne  horizontale  se  compose  d'une  suite  de  nombres 
multiples  de  3  ou  de  9  -,  ainsi ,  cette  première  partie  du  nom- 
bre N  est  elle-même  divisible  par  3  ou  par  9.  Doue,  si  la  se- 
ra. . 
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conde  partie  ,  qui  n'est  autre  chose  que  la  sonniie  des  chiffres 
du  nombre  proposé ,  considérés  avec  leur  valeur  absolue ,  si 
cette  seconde  partie,  dis-je  ,  est  divisible  par  3  ou  par  g,  le 
nombre  total  est  lui-même  divisible  par  3  ou  par  9. — C.Q.F.D. 

158.  Pour  obtenir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  quel- 
conque ,  par  g  ou  par  3  ,  il  suJfiL  défaire  la  somme  des  cliijjres 
considérés  avec  leur  valeur  absolue,  et  de  diviser  cette  somme 
par  g  ou  par  3.  Si  cette  division  ne  donne  pas  de  reste ,  le  nom- 
bre total  est  divisible  par  g  ou  par  3  ;  mais  si  l'on  obtient  un 
reste,  il  est  le  même  que  celui  qu'on  obtiendrait  en  divisant  le 
nombre  total  par  g  ou  par  3. 

C'est  une  conse'quence  du  principe  établi  n°  133. 

159.  Propriété  dc  nombre  ii.  —  Tout  nombre  est  divisible 
par  1 1  lorsque  la  différence  entre  la  somme  des  chiffres  de 
rang  impair,  à  partir  de  la  droite ,  et  la  somme  des  chiffres 
de  rang  pair,  est  o  ou  un  multiple  de  11. 

Avant  de  démontrer  cette  propriété,  il  est  nécessaire  de  re- 
marquer 

1°.  Que  toute  puissance  d'un  degré  pair,  de  10,  diminuée 
d'une  unité ,  donne  ut}  résultat  divisible  par  1 1. 

En  effet,  ce  résultat  est  nécessairement  composé  d'une  suite 
de  cliiffrcs  9  en  nombre  pair,  écrits  à  la  suite  les  uns  des  autres; 
or,  chaque  tranche  de  deux  chiffres,  considérée  seule,  forme 
gg  ou  g  X 1 1 ,  et  est  par  conséquent  divisible  par  1 1  ;  donc  la 
valeur  relative  de  chaque  tranche,  qui  est  un  multiple  de  la 
valeur  absolue  ,  est  elle-même  divisible  par  1 1 .  Donc  ,  en  gé-- 
néral ,  10'"  —  i  est  divisible  par  11  (in  exprimant,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit ,  un  nombre  pair). 

2°.  Que  toute  puissance  d'un  degré  impair,  de  10 ,  augmen- 
tée d^  une  unité,  donne  un  résultat  divisible  par  11. 

En  effet ,  une  puissance  d'un  degré  impair  quelconque  de  1 0, 
peut  être  exprimée  par  lo'-""*"'   (n°   156).   Or,  on  a 
jQ'.n+i  __  jQîn  v^  jQ  {^ojez  n"  112)  ; 

ou  bien  encore , 

jQ^n+i  __  io'"XlO 10   -f-   X0=:(l0'"— 1  )  10+10; 
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ajoutant  i  aux  deux  membies,  on  eu  conclut 

10'"+' 4-  i  =  (io"' — l)  10  +  I  I. 

Mais  10'" — 1  est  divisible  par  1 1 ,  d'après  la  première  remar- 
que; 1 1  est  d'ailleurs  divisible  par  lui-même  ;  donc  io'""^'-f-ï 
est  aussi  divisible  par  1 1. 

Cela  pose',  soit  N  =  . . .  hgfdcba  le  xiombre  proposé.  Ou  a, 
d'après  le  principe  fondamental  de  la  numération  décimale  , 

N=a-f-  io<^-|-io-c-f-io^c-f-  lo^éf-}-  lo^y-f-.  . .; 

égalité  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

f       -.;_(io  +  i^^>-|-(,o=-i)c-l-(io^-f  i,W-f(io*-i)/+... 
[  +  rt         —b  -\-c  —d  -i-f       —.. 

Or,  d'après  les  deux  remarques  précédentes,  la  première  li- 
gne se  comp'osc  dénombres  essentiellement  divisibles  par  ii, 
et  forme  par  conséquent  une  première  partie  qui  est  elle- 
même  divisiljîe  par  ii.  Donc  si  la  seconde  partie,  qui  n'est 
autre  clio<e  que  la  différence  entre  la  sovime  a ■\-c-\-  f  •\-li-\- ... 
des  chiffres  de  rang  impair,  cl  la  somme  b  -{-  d-\- g  -]-...  des 
chiffres  de  rang  pair,  est  divisible  par  ii,  comme  on  l'a  sup- 
posé, le  nombre  total  N  est  aussi  divisible  par  1 1. —  C.  Q.  F.  D. 

140.  Lorsque  la  différence  entre  la  somme  des  chiffres  de 
rang  impair  et  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair,  n'est  pas  o 
ou  un  multiple  de  1 1,  le  nombre  total  n'est  pas  divisible  par  1 1, 
puisque  l'une  de  ses  parties  est  divisible  et  que  l'antre  ne  l'est 
pas.  Mais  alors  il  y  a  deux  cas  à  considéier  relativement  à  la 
manière  d'obtenir  le  reste  de  la  division  : 

1°.  Si  la  sovime  des  chiffres  de  rang  impair  est  plus  grande 
que  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair,  la  différence  devra, 
être  ajoutée  à  la  première  ligne  horizontale  de  la  valeur  de  N. 
Désignant  donc  cette  première  ligne  par  B,  et  la  différence  à 
ajouter  par  C  ,  on  aura  N  =  B-f-C  ;  et  si  C  n'est  pas  divisible 
par  II,  /e  reste  de  la  division  de  ISpar  1 1  est  celui  qu'on  obtien- 
drait en  divisant  C  par  1 1  (n°  lc3). 

2°.  Si,  au  contraire  ,  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair  est 
plut  grande  que  celle  des  chiffres  de  rang  impair,  la  diffé- 
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lence  devra  être  soustraite  <le  la  première  ligne,  et  Ton  aura 
If  =  B — C;  C  désignant  toujours  la  valeur  numérique  de  la 
différence. 

Or,  B  étant  multiple  de  1 1,  et  C  renfermant  lui-même  ,  en 
général ,  un  certain  multiple  de  1 1  plus  un  reste  R  moindre 
que  1 1 ,  il  s'ensuit  que  N   ou  B  —  C  peut  être  mis  sous  la 

forme 

N—  iiX  "2  — R; 


oubien,  N=ii(m  —  O  +  ii  —  R. 

D'où  l'on  voit  que,  dans  ce  cas,  le  reste  de  la  division  de  N 
par  1 1  est  égal ,  non  pas  au  veste  de  la  division  de  C  par  il, 
jnais  ou  résiihat  qu'on  obtient  en  retranchant  R.  de  ii. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  le  nombre  47356708.  En  faisant 
la  somme  des  cbiffres  de  rang  impair,  à  partir  de  la  droite  ,  on 
trouve  27;  faisant  de  même  la  somme  des  cîiifFres  de  rang 
pair,  on  obtient  i3.  Or,  la  première  somme  est  plus  grande 
que  la  seconde.  Donc,  si  l'on  prend  la  différence  ,  ce  qui  donne 
i4,  le  reste  3  ,  de  cette  différence  divisée  par  ri,  sera  égal  à 
celui  de  la  division  du  nombre  total  ;  ce  qu'on  peut  véri- 
fier aisément,  en  effectuant  cette  dernière  division  comme  à 
l'ordinaiic. 

Mais  si  l'on  avait  le  nombre  870546345,  puisque  la  somme 
des  cliiffres  de  rang  impair  est  i5,  et  que  celle  des  chiffres  de 
rang  pair  est  22  ^  i5  ,  il  s'ensuit  que  ,  si  l'on  prend  la  diffé- 
rence entre  ces  deux  sommes,  ce  qui  donne  7,  le  reste  de  la  di- 
vision du  nombre  total  par  1 1,  n'est  pas  7,  mais  bien  11  —  7, 
ou  4  5  comn^.e  on  peut  s'en  assurer. 

141.  Pieuvcs  par  9  et  par  11  de  la  multiplication  et  de  la 
division.  —  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  un  moyen 
simple  et  très  commode  de  vérifier  la  multiplication  et  la  di- 
vision des  nombres  entiers.  En  voici  l'énoncé  : 

Faites  successivement  la  somme  des  chiffres  du  multiplia 
cande  et  la  somme  des  chiffres  du  multiplicateur,  en  ayant 
soin  doter,  au  fur  et  à  mesure ,  tous  les  c)  que  ces  deux  sommes 
renferment  ;  vous   obtenez  ainsi  deux  restes  qui  (n«  138)  ne 
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sont  autre  chose  que  les  restes  de  la  division  des  deux  facteurs 
par  9. 

Multipliez  ces  deux  restes  l'un  par  l'autre  ,  et  cherchez  de 
la  même  manière  le  reste  de  la  division  de  leur  produit  par  g. 

Enfin  ,  faites  la  somme  des  cltijjres  du  produit  obtenu  ,  en 
ôtant  tous  les  9  qui  se  trouvent  dans  cette  somme;  vous  obtenez 
un  nouveau  reste  qui  doit  être  égal  au  précédent  ^OUT  ([ue  l'o- 
péralion  soit  exacte. 

Soit ,  par  exemple,  à  multiplier  l'un  '^rTqf;       Q  1  ^ 

par  l'autre  les  deux  nombres  5-86  et                    ^  cr      — : — 
...                     '                           47^       7  1  ^ 
4'j5  ;  la  multiplication  étant  effectue'e  — 

d'après  le  procédé  connu,  on  fait  la  20930 

somme  des  chiffres  du  multiplicande,  en  40002 

ôtant  les  9  au  fur  et  à  mesure;  ainsi  l'on  ^o\i\i^ 

dit,  en  commençant   par  la  gauche   :  27.48350 

5  et  7  font  12  ;  de  12  ôtez  9,  il  reste  3  ;  3  et  8  font  i  !  j  de  1 1 
ôtez  9,  il  reste  2  ;  enfin  ,  2  et  6font  8  ;  c'est  le  reste  de  la  divi- 
sion du  multiplicande  par  9,  et  on  l'écrit  à  part. 

On  opère  de  la  même  manière  sur  le  multiplicateur  ;  ce  qui 
donne  pour  reste  7,  que  l'on  écrit  au-dessous  de  8,  comme  on 
le  voit  ci-dessus. 

On  multiplie  8  par  7  ;  Il  vient  5ô  et  l'on  dit  :  5  et  6  font  1 1  ; 
ôtez  9,  il  reste  2  qu'on  place  à  la  droite  de  8.  Enfin ,  l'on  opère 
sur  le  produit  total  comme  sur  les  deux  facteurs  ;  ce  qui  donne 
le  nouveau  reste  2  qui  doit  être  égal  au  précédent  pour  que^ 
l'opération  soit  exacte. 

Pour  rendre  raison  de  la  preuve  par  9  d'une  manière  gêné» 
raie,  désignons  par  A  et  B  los  deux  facteurs  proposés,  par 
Q,  Q',  R  et  R',  les  quotiens  et  les  restes  de  la  division  du  mul- 
tiplicande et  du  multiplicateur  par  9  ;  on  a  les  égalités  sui- 
vantes : 

A  =  9XQ4'R, 

B  =  9XQ'-V-R'- 

Multipliant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  obtient 
112)...  AB=9».  QQ'-f  9.  Q'R+9.  QR'-fRR'. 
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Or,  les  trois  premiers  termes  du  second  membre  de  cette 
nouvelle  égalité'  sont  e'videniment  des  multiples  de  g  ;  donc 
(n°  lôo)  le  reste  de  la  division  du  produit  AB  par  9,  doit  être 
e'gal  à  celui  que  donne  le  produit  P».R'  divise'  par  9  ;  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Si  l'un  des  deux  facteurs  de  la  multiplication  est  divisible 
par  g ,  le  produit  doit  l'être  également  ;  alors  R  ou  R'  est  nul. 
Il  en  est  de  même  si  le  produit  RR'  est  multiple  de  g. 

Quant  à  la  preuve  de  la  division ,  il  peut  arriver  deux  cas  : 
ou,  eu  effectuant  la  division  d'après  le  procédé  connu,  l'on 
n'obtient  pas  de  reste  ,  ou  bien  l'on  en  obtient  un. 

1° — S'il  n'y  a  pas  de  reste  ,  le  dividende  est  censé  le  produit 
exact  du  diviseur  par  le  quotient  obtenu;  et  dans  ce  cas,  on 
peut  applicjuer  la  règle  précédente  ,  en  regardant  le  diviseur  et 
le  quotient  comme  les  deux  facteurs  d'une  multiplication,  et 
le  dividende  comme  le  produit. 

2°. —  Si  l'on  obtient  un  reste  ,  comme,  en  appelant N  le  di- 
vidende total,  D  le  diviseur,  Q  le  quotient,  et  Rie  reste,  on 
a  l'égalité' 

N  =  DQ  -f-  R , 

il  s'ensuit  que  le  reste  de  la  division  de  N  par  g  doit  être  égal 
à  la  somme  du  reste  de  la  division  de  DQ  par  g,  et  du  reste  de 
la  division  de  R  par  g  (somme  qu'il  faut  toutefois  diminuer 
de  g  si  elle  est  plus  grande  que  ce  dernier  nombre). 

iV.  B.  —  Toutes  les  fois  qu'on  fait  usage  de  la  preuve  par  g, 
et  que  le  reste  trouvé  au  produit  total,  n'estpas  égal  au  3'  reste, 
on  peut  conclure  que  la  multiplication  n'a  pas  été  faite  exacte- 
ment; mais  si  le  reste  du  produit  est  égal  au  3%  il  est  présuma- 
ble  que  l'opération  est  juste  ;  cependant ,  on  ne  saurait  l'affir- 
mer, pour  deux  raisons  principales:  la  première ,  parce  qu'on 
a  pu  écrire,  soit  dans  les  produits  partiels,  soit  dans  le 
produit  total ,  des  zéros  pour  des  g ,  et  d'après  la  nature  de  la 
preuve,  on  ne  pourrait  s'apercevoir  de  l'erreur  ;  la  seconde  y 
parce  que  deux  chiffres,  soit  des  produits  partiels,  soit  du 
produit  total , peuvent  être  ,  l'un  trop  fort ,  l'autre  trop  faible 
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du  même  nombre  d'unités  ;  ce  qui  ferait  compensation  dans 
l'addition  des  chiffres  du  produit;  ainsi,  l'on  ne  s'apercevrait 
pas  encore  de  l'erreur. 

Cette  preuve ,  quoique  très  commode  dans  la  pratique ,  n'est 
donc  pas  rigoureuse  ;  et  l'on  ne  doit  la  regarder,  lorsqu'elle 
réussit,  que  comme  une  demi-preuve,  que  l'on  emploie 
seulement  lorsqu'on  est  presse'  par  le  temps;  mais  quand 
elle  ne  réussit  pas,  on  est  toujours  sûr  que  l'opération  est 
fausse. 

La  preuve  par  1 1 ,  qui  ne  diffère  de  la  preuve  par  9  que 
dans  la  manière  d'obtenir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre 
par  1 1  {yojez  n°  140),  est  préférable,  quoique  étant  elle-même 
sujette  à  quelques  erreurs;  mais  ces  erreurs  doivent  se  présen- 
ter beaucoup  plus  rarement. 

Du  reste ,  ces  preuves  sont  susceptibles  d'être  appliquées 
également  à  la  multiplication  et  à  la  division  des  fractions  dé- 
cimales, puisque  ces  opérations  s'effectuent  à  la  manière  de 
celles  des  nombres  entiers. 

142.  Il  existe  également  des  caractères  auxquels  ou  peut 
reconnaître  qu'un  nombre  est  divisible  par  les  nombres  pre- 
miers "j,  i3,  17...;  mais  les  règles  qu'il  faut  suivre  sont, 
dans  la  pratic[ue  ,  beaucoup  plus  longues  que  l'opération  qui 
consiste  à  essayer  directement  la  division  du  nombre  par  7,1 3... 
Ces  questions ,  de  pure  curiosité ,  exigent  d'ailleurs  d'autres 
notions  algébriques  que  celles  dont  nous  avons  fait  usage 
jusqu'à  présent. 

Nous  engageons  seulement  les  élèves  à  s'exercer  sur  la  ques- 
tion suivante  :  Quels  sont,  dans  un  sjrsteme  de  numération 
quelconque  dont  la  hase  est  B,  les  deux  nombres  qui  jouissent 
de  propriétés  analogues  à  celles  de  ^  et  de  \i  (onze)  dans  le 
système  décimal;  et  démontrer  ces  propriétés  ?  On  y  parvien- 
dra facilement  en  se  rappelant  que ,  dans  tout  système  de 
numération ,  une  puissance  quelconque  de  la  base  est  exprimée 
par  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
degré  de  la  puissance,  c'est-à-dire  par  10",  n  étant  ce  degré. 

145.  Quant  aux  caractères  de  divisibilité  d'un  nombre  par 
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les  multiples  6,  12,  i5,  18,  36,  4^,  des  nombres  premiers  a, 
3,  et  5,  ils  sont  assez  simples  pouc  trouver  place  ici. 

1°,  Un  nombre  est  divisible  par  6  ou  par  18  lorsque,  ce  nom- 
bre étant  pair,  la  somme  de  ses  chiffres,  considérés  dans  leur 
valeur  absolue ,  est  divisible  par  3  ou  par  g. 

Car  ce  nombre  est  alors  divisible  par  2  ,  et  par  3  ou  par  g  ; 
or,  2  et  3 ,  ou  2  et  g  .  sont  premiers  entre  eux  ;  donc  (n°  133) 
le  nombre  est  divisible  par  6  ou  par  18. 

2°.  Un  nombre  est  divisible  par  1 2  ou  par  36  lorsque  les 
deux  derniers  chiffres,  considérés  dans  leur  valeur  relative , 
formant  un  nombre  multiple  de  ^,\di  somme  des' chiffres  est, 
en  outre  ,  divisible  par  3  ou  par  g.  Car  alors,  le  nombre  est 
divisible  par  4  ,  et  par  3  ou  par  g  ;  donc  il  est  divisible  par  4x3 
ou  par  4X  g,  c'est-à-dire  par  12  ou  par  36. 

3*.  Enfin,  un  nombre  est  divisible  par  \S  ou  par  ^5\oxs~ 
q_ue,  le  dernier  chiffre  étant  un  o  ou  un  5  ,  la  somme  des  chif- 
fres est  divisible  par  3  ou  par  g  ;  car  alors  le  nombre  est 
divisible  par  5,  et  par  3  ou  par  g,  et  par  conséquent  par  i5  ou 
par  45. 

Passons  actuellement  à  la  recherche  de  tous  les  diviseurs 
d'un  nombre  ,  tant  simples  que  composés.  Comme  celte  ques- 
tion est  d'uiTG  très  jurande  importance ,  nous  allons  l'exposer 
d'une  manière  complète  et  générale. 

144.  Soit  N  ux  xombp.e  dont  il  faut  trocver  tous  les  divi- 

SEUPvS  TANT  sniPLES  QUE  COMPOSIS. 

Désifjnons  par  a  le  plus  petit  nombre  premier ,  à  partir  de 
2  ,  qui  divise  N ,  et  effectuons  la  division  de  N  par  a  au- 
tant de  fois  successives  qu'il  est  possible  ;  soit  n  le  nombre 
de  fois  que  la  division  a  pu  s'effectuer,  en  sorte  qu'on  ait  N  = 
û"XN',  N' ne  renfermant  plus  le  facteur  a.  Puisque  tout  nom- 
bre premier  différen',  de  a,  cjui  divise  N  ,  doit  (n°  129)  diviser 
Is'',  il  s'ensuit  que  la  recherche  des  facteurs  premiers  de  N , 
autres  que  a.  est  i\imenée  à  celle  des  facteurs  premiers  Ae  N*^, 
nombre  plus  simple  que  N. 

Désif;nons  de  même  par  b  le  plus  petit  nombre  premier  qui 
divise  N',  et  par  y>>  le  nombre  de  fois  que  ce  facteur  y  entre,: 
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on  aura  ]S'  =  Z>?  x  N",  d'où  l'on  déduit  N=:  «"i'-X  N",  N"  n« 
reDfermant  plus  les  facteurs  premiers  a  et  ^. 

Désignons  encore  par  c  le  plus  petit  nombre  premier  c^ui  cîi- 
TÏse  N",  et  par  q  le  nombre  de  fois  ({ue  ce  facteur  y  entre  ;  ou 
trouvera  N"  =  c»  X  N",  et  par  conséquent  ^■=a"bPci  X  N". 

Eu  continuant  cette  série  d'opérations,  on  obtiendra  bientôt 
un  quotient  qui  sera  un  nombre  premier  ou  une  certaine  puis- 
sance d'un  nombre  premier  (circonstance  qui  se  reconnaît  à  ce 
(ju'en  prenant  ce  nombre  premier  pour  diviseur,  autant  de  fois 
successives  qu'il  est  possible,  on  finit  par  irouver  un  quotient 
.égal à  V unité). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  W  soit  égal  à  d^,d 
étant  un  nombre  premier;  on  aura  alors  N=  à"bPc'^d'^ 
a,  b,  Cf  d,  représentant  (n"lô2)  les  seuls  facteurs  premiers 
que  puisse  rcnferiner  N. 

Le  nombre  N  est  dit  alors  décomposé  en  ses  facteurs  simples. 

Si  l'on  veut  ensuite  former  les  diviseurs  composés,  il  faudra 
(n°  134)  déterminer  tous  les  produits  qu'on  peut  obtenir  eu 
multipliant  deux  à  deux,  trois  à  trois  ,  etc..  ,  les  puissances  de 
ces  facteurs  premiers  ,  comprises  depuis  la  première  jusqu'à 
la  puissance  n''"^'  pour  a,  p'""'  pour  b ,  q-'^"'"  pourc. , . 

Pour  être  sûr  d'obtenir  tous  les  diviseurs,  il  est  convenable 
de  suivre  un  certain  ordre;  et  pour  cela,  on  forme  les  deux 
tableaux  suivans  : 

Soit  proposé  le  nombre  588o. 

Premier  tableau.  —  RecLerche  des  diviseurs  simples. 


58So 

2 

2940 

2 

'470 

2 

735 

3 

245 

5 

49 

7 

7 

7 

Après  avoir  tracé  à  droite  de  588o  une  barre  verticale ,  on 
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écrit  2  qui  est  le  plus  petit  diviseur  de  588o  ,  à  côte'  de  la 
barre,  et  sur  la  même  ligne  que  588o  ;  pais  on  effectue  la  di- 
rision,  et  l'oji  place  le  quotient  2940  au-dessous  de  588o. 

2940  e'tant  encore  divisible  par  2  ,  on  e'crit  ce  nouveau  di- 
viseur au-dessous  du  précédent,  et  le  nouveau  quotient  1470 
au-dessous  de  2g4o. 

1470  étant  encore  divisible  par  2  ,  on  place  ce  nouveau  di- 
viseur au-dessous  du  précédent ,  et  le  nouveau  quotient  735 
au-dessous  de  1470- 

Le  quotient  '■j35  n'est  plus  divisible  par  2,  mais  il  l'est  par  3, 
nombre  premier  le  plus  simple  après  2.  On  écrit  3  au-dessous 
du  dernier  diviseur  2  ,  puis  on  divise  735  par  3  ,  ce  qui  donne 
pour  quotient  245  qu'on  place  au-dessous  de  735. 

245  n'est  plus  divisible  par  3  ,  mais  il  l'est  par  5  que  l'on 
écrit  au-dessous  du  diviseur  3  ;  et  l'on  a  pour  nouveau  quo- 
tient 49?  qu'on  place  au-dessous  de  245. 

49  n'est  plus  divisible  par  5,  mais  il  l'est  par  7,  qu'on  écrit 
sous  le  diviseur  5.  Le  cjuotient  de  49  par  7  est  7,  qu'on  place 
au-dessous  de  49- 

Enfin ,  7  étant  un  nombre  premier,  on  l'écrit  de  nouveau 
comme  diviseur,  dans  la  colonne  à  droite  ;  et  l'opération  est 
terminée. 

On  obtient  alors,  pour  le  résultat  de  toutes  ces  opérations, 

58Sor=2'^X3x5X7^ 

et  le  nombre  se  trouve  ainsi  décomposé  en  ses  facteurs  sim- 
ples. 

Second  TABLEAU.  — Formation  de  tous  les  diviseurs,  tant 
simples  que  composés.  (Fiyes  la  page  suivante,) 

Pour  obtenir  tous  ces  diviseurs ,  on  écrit  d'abord  sur  une 
même  ligne  horizontale  les  quatre  nombres  1,2,  4»  8,  qui 
sont  évidemment  diviseurs  de  588o  ,  puisque  i  est  diviseur  de 
tout  nombre,  et  que,  d'après  la  décomposition  opérée  ci- 
dessus,  588o  a  pour  facteurs  2',  2"^,  2^. 

Cela  posé,  on  multiplie  tous  les  termes  de  cette  première 
ligne  par  le  facteur  3 ,  et  l'on  obtient  une  nouvelle  ligne  de 
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diviseurs,  3,6,  la,  24,  qu'on  place  respectivement  au-des- 
sous des  precedens. 

Passant  au  facteur  5,  on  multiplie  tous  les  termes  des  deux 
lignes  précédentes  par  ce  facteur,  et  l'on  obtient  deux  nou- 
velles li;>,nes  de  diviseurs,  5,  10. .  ,  i5,  3o. . . 

Passant  au  facteur  7  qui  entre  deux  fois  dans  le  nombre 
proposé ,  on  multiplie  d'abord  tous  les  termes  des  quatre 
lignes  pi'écédentes ,  par  ce  facteur,  ce  qui  donne  quatre  nou- 
velles lignes  de  diviseurs,  puis  tous  les  termes  de  ces  quatre 
dernières  lignes  ,  par  le  même  facteur  7  ,  ce  qui  donne  encore 
quatre  nouvelles  lignes  de  diviseurs. 

On  a  donc,  en  tout,  12  lijjnes  de  4  uombres  chacune,  ou48 
nombres  qui  sont  autant  de  diviseurs  de  588o. 

8  =  2^ 
24  =  2^  X  3 
40 

120    =    2^    v^    3    v^    5 

56 
168 
280 

840  =  2'  X  3  X  5  X  7 
392 
1176 

245,     49<*>     9S0,   i960 
735,   1470,   2g4o,   588o  =  2^  X  3  X  5  X  f- 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  1°.  que  tous  les  produits  ob- 
tenus dans  cette  opération  ,  sont  des  diviseurs  du  nombre 
proposé  (cela résulte  de  l'expression  588o  =  2^.  3.  5.  7^);  2°.  que 
ce  nombre  ne  saui-ait  eu  avoir  d'autres.  (^Vojez  n"  132.) 

N.  B.  —  Dans  la  pratique,  il  convient ,  pour  la  formation 
du  second  tableau ,  d'écrire  sur  la  première  colonne  horizon- 
tale ,  les  puissances  du  facteur  premier  qui  entre  le  plus  de  fois 
dans  le  nombre  proposé  ;  l'ordre  des  autres  facteurs  est  ensuite 
tout-à-fait  indifférent. 

Nous  proposerons  pour  exercice ,  de  trouver  tous  les  dJTÏr 


I, 

2, 

4, 

3, 

6, 

12, 

5, 

10, 

20, 

i5, 

3o, 

60, 

7» 

^4, 

28, 

21, 

42, 

84, 

35, 

70» 

140, 

io5, 

210, 

4.20, 

49» 

98, 

^9^» 

147  > 

294, 

588, 
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seurs  des  nombres 

1^64,         i665,  5670,     SoSay, 

que  l'on  reconnaîtra  respectivement  e'gaux  à 

2\3\7%      3\5.37,     2.3^5.7,     7^89. 

14o.  Dès  qu'on  a  opère'  la  de'compositlon  d'un  nombre 
en  ses  facteurs  simples,  on  peut  aisemetit  obtenir  l'expression 
du  nombre  total  des  divisturs  que  renferme  le  nombre  propose' , 
sans  être  oblige'  de  former  le  second  tableau. 

Reprenons  en  ellet  l'expression  p,cnérale 

N  =  a"  b?  cl  d' , 
€t  conside'rons  la  première  ligne  de  diviseurs 

i  ,a^ ^a^,a^.  .  .  .  ,a" , 

dont  le  nombre  est  exprimé  par  (n  -{-  0* 

Eu  multipliant  tous  les  nombres  de  cette  pren^ière  ligne, 
successivement  par  les  termes  b\  ^',  i', .  .  .  b^,  qui  sont  en 
nombre  p  ,  on  forme  uu  nombre  p  de  nouvelles  lignes  de  divi- 
seurs de  (ra-j- 1)  termes  cbacune,  ou(n-fi)X/^  diviseurs, 
auxquels  il  faut  ajouter  les  (n-f-i)  diviseurs  de  la  première 
ligne,  ce  qui  donne  {n-{-i)  p -]- {n-{- i),  on  {n-\- 1)  (p -\-i). 
[^  Tous  ces  diviseurs  sont  des  puissances  de  «  et  de  ^  prises  iso- 
lément ou  combinées  deux  à  deux.] 

Multipliant  maintenant  tous  les  termes  de  ces  différentes  li- 
gnes de  diviseurs,  successivement  par  les  termes  c\c'',c^,,..&'f 
qui  sont  en  nombre  q  ,  nous  obtiendrons  un  nombre  de  nou- 
Telles  lignes  de  diviseurs,  exprimé  par  (n  r  ï)  C/' 4-0  >^  5^» 
auquel  il  faudra  ajouter  le  nombre  («+  i)  (p  +  ï)  <ies  divi- 
seurs formés  précédemment. 

iUusi  le  nombre  total  des  diviseurs  déjà  obtenus  est  ex- 
primé par 

(n+i)  (^+i)x<7  4-("+0  (p-{-  ^),  ou  (ni-i)  '(p-\-ï)  {qi-i)i 

et  ainsi  de  suite. 
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D'où  l'on  déduit  cette  règle  :  aiigrnenlez  d'une  unité  chacun 
des  exposons  n  ,  p  ,  q ,  des  dijjerens  fadeurs  premiers  qui  en- 
irenl  dans  N ,  puis  multipliez  entre  eux  ces  exposans  ainsi 
augmentés  d'une  unité;  le  produit  exprime  le  nombre  total 
des  diviseurs  de  N  ,j'  compris  l'uni  te'  et  le  nombre  lui-même , 
qui  doivent  l'un  et  l'autre  entrer  en  ligne  de  compte. 

Dans  l'exemple  traite'  ci-dessus,  coninie  on  a  trouve' 

588o=2>x3'x5'x  7% 

on  doit  avoir  (3-j-i)  (i  +  i)  (i-f-i)  (2+1),  ou  4-2.2.3,  ou  48, 
pour  le  nombre  total  des  diviseurs;  c'est  en  eft'et  ce  qui  re'- 
sulte  de  la  formation  du  second  tableau. 

146,  Eemarque.  —  Il  arrive  quelquefois  qu'en  essayant  la 
division  d'un  nombre  N  par  les  facteurs  premiers  2,3,5,7..., 
on  n'en  trouve  aucun  qui  le  divise  exactement.  Or,  lorsqu'on 
a  poussé  l'épreuve  jusqu  à  la  partie  entière  de  la  racine  carrée 
de  N  {vojrez  le  numéro  108,  7°),  sans  trouver  aucun  diviseur 
exact,  il  est  inutile  d'essayer  de  nouveaux  diviseurs ,  et  l'on 
peut  assurer  que  N  est  un  nombre  premier . 

Ainsi,  73  est  un  nombre  premier;  car  la  racine  carrée  de  78 
est  compi'ise  entre  8  et  9,  et  aucun  nombre  entier  jusqu'à  8  in- 
clusivement, ne  divise  exactement  73. 

Pour  de'montrer  cette  proposition,  soient  deux  nombres  A 
et  B  ,  dont  le  produit  est  e'gal  à  JN  ;  et  désignons  par  R  la  ra- 
cine carrée  de  N. 

On  a  AxB=RxR. 

Or,  pour  que  cette  égalité  subsiste,  il  faut  évidemment  que, 
si  l'on  a  A  >  R  ,  on  ait  par  compensation  ,  B  <;^  R;  ce  qui 
prouve  qu'il  ne  peut  exister  un  diviseur  de  N  ,  plus  grand  que 
R.,  par  cela  seul  qu'il  n'y  en  a  pas  de  plus  petit.  Ainsi  le  nom- 
bre est  premier. 

Les  jeunes  gens  qui  savent  déjà  extraire  des  racines  carrées 
reconnaîtront  sans  peine,   d'après   la   remarque   précédente 
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que  113,719,977,3329,8123....,  sont  des  nombres  pre- 
miers (*). 

147.   Formalion  d'une  table  des  nombres  premiers. 

Soit  proposé ,  par  exemple  ,  de  former  une  table  de  tous  les 
nombres  premiers  depuis  i  jusqu'à  1000. 

Eu  concevant  les  1000  premiers  nombres  e'crils  à  la  suite  les 
uns  des  autres,  on  commence  par  supprimer  1°.  tous  les  nom- 
bres pairs,  autres  que  2;  2°.  tous  les  nombres  multiples  de  3  , 
autres  que  3  (n°  157)  ;  3'^.  tous  les  nombres  terminés  par  un  5, 
autres  que  5  (n°  136). 

Ces  premières  suppressions  opérées,  on  peut  déjà  affirmer 
que  tous  les  nombres,  compris  depuis  i  jusqu'à  7  X  7  ou  49 > 
et  qui  n'ont  pas  été  effacés,  sont  des  nombres  premiers  (puis- 
que le  plus  petit  multiple  de  7  restant,   ne  peut  être   que 

7X7)- 

Ainsi,  tous  les  nombres  premiers  depuis  i  jusqu'à  47  inclu- 
sivement, sont  déjà  connus. 

Maintenant ,  si  l'on  efface  tous  les  multiples  de  7  à  partir  de 
49  ,  on  peut  affirmer  que  les  nombres  non  supprimés,  jusqu'à 
Il  X  it  0^1  ï2i  exclusivement,  sont  des  nombres  premiers 
(  puisque  tous  les  multiples  de  1 1  inférieurs  à  celui-là  ,  ont  dû 
disparaître). 

Donc  tous  les  nombres  premiers  depuis  i  jusqu'à  ii3  sont 
connus. 

Effaçant  de  nouveau  tous  les  multiples  de  11,  à  partir  de 
1  iXi  I,  oi\  pourra  conclure  que  tous  les  nombres  non  effacés 
et  compris  depuis  ii3  jusqu'à  167,  nombre  premier  immé- 
diatement inférieur  à  169  ou  i3  X  i3,  sont  des  nombres 
premiers;  et  ainsi  de  suite.  On  voit  avec  quelle  promptitude 


{*)  Ceux  auxquels  cette  opération  ne  serait  pas  familière  peuvent  se  bor- 
ner A  la  règle  suivante  : 

Lorsque  après  Oi^oir  essayé  siLcccssii>ement ,  sans  aucun  succès,  les 
nombres  premiers  a,  3,  5,  7, ,  on  pan-ient  à  un  quotient  moin- 
dre que  le  dernier  du-iseur  essayé,   on  peut  affirmer  que   le   nombre 

est  FREUIEn. 
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on  peut  former   une  table  de  nombres  premiers  assez  éten- 
due {*). 

148.  Réduction  des  fractions  au  même  dénominateur.  —  La 
règle  (je'ncrale  établie,  n°47,  pour  réduire  deux  ou  plusieurs 
Iractiousau  niènic  dénoniinaîeur,  conduit  ordinairement  à  des 
fractions  dont  les  ternies  sont  très  grands.  Cependant,  lorsque 
les  dénominateurs  primitifs  renferment  des  facteurs  communs, 
il  estpossibit;  d'oblenirun  nombre  beaucoup  plus  petit  que  leur 
produit,  qui  serve  ensuite  de  dénominateur  commun  à  toutes 
les  fractions.  C'est  donc  une  ques';ion  importante  à  traiter,  pour 
la  siinplicité  des  calculs  ,  que  celle  qui  consiste  à  déterminer  le 
plus  petit  multiple  commun  aux  dénominateurs  de  deux  ou 
de  j)  lu  sieurs  fractions 

Or,  voici  la  règle  qu'il  faut  suivre  pour  obtenir  ce  nombre  : 
Décomposez,  d'après  la  règle  n''  144,  les  différens  dénomina- 
teurs dans  leurs  facteurs  premiers  j  formez  ensuite  le  produit 
de  tous  ces  facteurs  premiers  élevés  respectivement  à  la  plus 
haute  des  puissances  auxquelles  ces  facteurs  se  trouvent  élevés 
dans  les  difjferens  dénominateurs .  Le  produit  ainsi  formé  estle 
nombre  demandé. 

D'abord  ,  ce  nombre  est  multiple  de  chaque  dénominateur, 
puisqu'il  contient  tous  les  facteurs  premiers  à  une  puissance 
au  moins  égale  à  celle  qui  entre  dans  ce  dénominateur.  Je  dis, 
eu  outre ,  que  c'est  le  plus  petit  multiple  commun  à  tous  ; 
car,  pour  contenir  exactement  un  dénominateur  quelconque, 
il  faut  qu'il  renferme  chaque  facteur  premier  à  une  puissance 
au  moins  égale  à  celle  qui  entre  dans  ce  dénominateur. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  réduire  à  un  mèm.e  dénomi- 
nateur les  six  fractions  suivantes  , 

i3     17      23      i-jS     819    523 

60  *    28  •    240  '    225  '    ^QO  '    720* 

Les  six  dénominateurs  décomposés  dans  leurs  facteurs  sim- 


t*)  CeUc  D)<'t!io;lo  est  connue  sous  !e  nom  de  C/'(7'/e  «I'ÉrATosthèse. 

i3 
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ples,  d'après  la  règle  connue,  reviennent  à 

2\3.5,   2^.7,  2».3.5,  o\5',  2.5.7%  2'.3S5. 

Les  seuls  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  ces  dcnomma- 
teurs,  sont  2,  3,  5  et  7  ;  et  les  plus  hautes  puissances  aux  quelles 
ces  facteurs  premiers  s'y  trouvent  élevés,  sont  2%  3",  5^",  7'. 
Formant  donc  le  produit  de  ces  plus  hautes  puissances  ,  on 
trouve  176400  pour  le  plus  petit  multiple  commun  à  tous  les 
dénominateurs;  et  ce  nomjire  est  le  dénominateur  commim 
auquel  il  s'agit  de  réduire  toutes  les  fractions. 

Pom-  exécuter  cette  opération  ,  on  divise  séparénient  le  dé- 
nominateur commun  par  !e  dénominateur  de  chacune  des 
fractions  propo.'îées  ;  et  l'on  mvilliplie  le  numérateur  par  le 
quotient  correspondant. 

Ainsi,  dans  cet  exempl^ considérons  d'abord  la  première 
fraction.  ^ 

La  division  de  1  76400  par  60  ,  donne  2g4o  pour  quotient  ; 

d'où    en  multipliant  le  numérateur  de  cette  fraction  par  2940, 

38220 
on  obtient  — rr^ — . 
170400 

Passant  à  la  seconde  fraction  et  divisant  176400  par  28,  on 

a  pour  quotient  63oo;   d'où,  multipliant  le  numérateur  par 

,    ,    .    107100 
63oo  ,  on  déduit  — jr-, — . 
'  170400 

On  trouverait  de  même  pour  les  quatre  dernières  fractions, 

i6qo5      i35632     11484°     i28i35 
176400^   176400'   176400'  176400* 

Ces  diverses  opérations  sont  déjà  as?ez  compliquées;  mais 
elles  seraient  bien  plus  laborieuses,  et  l'on  parviendrait  à  un 
dénominateur  incomparablement  plus  grand  si  l'on  suivait 
la  rèple  établie  u°  47.  (On  trouverait  82006016000000.) 

Au  reste,  les  décom^^ositions  des  dénominateurs  dans  leurs 
facteurs  simples  se  font,  le  plus  souvent,  à  la  seule  inspection 
de  ces  nombres,  surtout  lors([u*ils  renferment  plusieurs  fois 
les  facteur j  2,3,5.  pour  lesquels  on  a  des  tai\:ctins  de  di~ 
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visibilité ,  ainsi  que  pour  leurs  multiples  4>f'>  8,9,12,15, 

18,  24»  25,  36,  75 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  fractions  suivantes  , 

i3     17     ii3     527      1211     36i3      5237 
^'  48'  28^'  96^'   Ï8^'  5o4^'    686o* 

(Le  plus  petit  auultiple  de  tous  les  dénominateurs  est 
a^  3'.5=.7^  =  4939200.) 

149.  —  Remarques  sur  le  plus  grand  commun  dii'iseur. 
ÎJous  avons  étaiili ,  n°  o2  ,  un  procède'  pour  obtenir  le  nombre 
le  plus  grand  qui  puisse  diviser  à  la  fois  deux  nombres  pro- 
posés. Ce  procédé  est  simple  j  et  la  démonstration  que  nous  en 
avons  donnée  ,  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la 
rigueur.  Cependant  nous  allons  faire  connaître  quelfiues  pro- 
priétés importantes  de  ce  plus  gx-and  commun  diviseur,  qui 
nous  conduiront  à  des  simplifications    dans    la  jnaliqiie. 

Puisqu'un  nombre  entier  quelconque ,  décomposé  en  ses 
facteurs  simples,  ne  peut  avoir  d'autres  diviseurs  (n°  i32) 
que  ces  facteurs  premiers  et  leurs  combinaisons  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc.  ,  il  s'ensuit  que  deux  nombres  entiers  n'ont 
pour  diviseurs  communs ,  ([ue  les  facteurs  premiers  communs  , 
ou  les  combinaisons  communes  de  ces  facteurs. 

Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  01:  plusieurs 
nombres  est  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  à  ces 
nombres ,  élevés  respectivement  à  la  plus  faible  des  puis- 
sances auxquelles  entrent  ces  facteurs  dans  les  nombres  pro- 
posés . 

Conséquence,  —  Tout  diviseur  commun  à  plusieurs  nombres 
divise  leur  plus  grand  commun  diviseur;  cette  proposition  a 
déjà  été  établie,  n°  o2,  pour  deux  nombres. 

150.  Cette  propriété  fournit  un  autre  moyen  de  dotennîner 
le  jilus'  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  A  et  B  :  Com- 
mencez par  rechercher  tous  les  diviseurs  du  nombre  k,  d'après 
la  méthode  du'n"  144;  détenu inez  deménie  tous  les  diviseurs 
du  nombre  fi.  J-'ojez  ensuite  quel  est  le  plus  grand  de  tous  des 

i3. . 
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diviseurs  qui  se  trouvent  comnruni,  aux  deux  tableaux}  vous 
obtenez  ainsi  le  diviseur  demandé. 

Ou  Lien  encore ,  ce  qui  est  plus  court ,  après  avoir  seulement 
décomposé  les  deux  nombres  en  leurs  facteurs  simples  (n°  144), 
faites  un  produit  des  facteurs  premiers  communs ,  élevés  res- 
pectivement à  la  plus  faible  des  deux  puissances  auxquelles 
ces  fadeurs  entrent  dans  les  deux  nombres. 

Soient,  par  exemple  ,  les  deux  nombres  2i5o  et  36i2,  dont 
on  veuille  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur. 


2l5o 

2 

36i2 

2 

icjS 

5 

1806 

0, 

2^5 

43 

5 

43 

903 
3oi 
43, 

3 

7 
43 

2x43  =  86. 

On  trouve  pour  les  diviseurs  simples  de  2î5o..  2,5,5,43, 

et  pour  les  diviseurs  simples  de  36 12 2,2,3,7,43. 

Donc  2  X  43  ou  86  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cberché. 
(On  voit  de  plus,  que  5  X  5  ou  25,  et  2  X  3  X  ■/  ou  42,  sont 
les  quotiens  de  la  division  de  21 5o  et  36 12  par  86.) 

ISl.  Ce  procède'  est  toutefois  moins  simple  ,  en  général,  que 
le  procédé  ordinaire  ,  surtout  lorsqu'on  apporte  ,  dans  la  pra- 
tique de  celui-ci ,  les  modifications  suivantes  : 

Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  ne 
se  compose  que  des  facteurs  premiers  communs  aux  deux 
nombres,  on  peut ,  sans  incon\én\ent ,  supprimer  dans  l'un 
d'eux  un  facteur  commun  qui  s'y  trouve  en  évidence  et  qui 
n'entre  pas  dans  l'autre. 

On  peut  même,  si  l'on  veut,  supprimer  un  facteur  qui  est 
évidemment  commun  aux  deux  nom.bres ,  pourvu  qu  à  la  fin 
de  l'opération  subséquente,  on  eu  tienne  compte  en  multi- 
pliant le  résultat  auquel  on  parvient,  par  le  facteur  supprimé. 

Observons  d'ailleurs  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  nombres  étant  (n"  i>2)  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  plus  petit  noiiibre  et  le  premier  reste,  entre  ce  reste 


I 


SLT.    LE    PLUS    GRAND    COMMU.V    DIVISEUR.  ig^ 

et  le  second,  etc ces  suppressions  peuvent  se  faire  dans 

chacune  des  oiicrations  que  comporte  la  procédé. 
Ainsi,  reprenons  les  deux  nombres  2i5o  et  36 12. 
Je  vois  que  2i5o  contient  le  facteur  5,  et  même  le  facteur  25 
qui  n'entre  pas  dans  36i2;  je  supprime  donc  ce  dernier  fac- 
teur; et  il  vient  pour  quotient  86. 

De  même,  36i2  contient  le  facteur  3  qui  n'entre  pas  dans 
2i5o;  je  le  supprime  ,  et  il  vient  pour  quotient  1204. 

Les  deux  nombres  86  et  1204  ont  évidemment  le  facteur 
commun  2  que  je  mets  à  part  ;  et  la  question  est  ramenée  à 
rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  43  et  602. 

Divisant  602  par  43  ,  je  trouve  un  quotient  exact  i4  ;  donc 
43  X  2  ou  86  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 
Soient  encore  proposés  les  deux  nombres  S^'j  et  249. 
Je  commence  par  supprimer  le  facteur  3  qui  ,   se  trouvant 
dans  24q,  n'entre  pas  dans  o^-j  ;  et  la  question  est  ramene'e  à 
rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  377  et  83. 

Appliquons  le  proce'dé  :  en  divisant  377  par  83  ,  4 

on  a  pour  quotient  4  ,  et  pour  reste  4^  ;  mais  au  377  )  83 
lieu  de  diviser  83  par  45,  comme  à  l'ordinaire  ,  je  q5) 

remarque  que  45  =  3'.5;  or,  les  facteurs  3  et  5  n'entrent  pas 
dans  83  ;  je  puis  donc  supprimer  dans  45  les  facteurs  3'  et  5; 
ce  qui  me  donne  pour  quotient  final  Vunité.  Donc  377  et  83, 
et  par  conséquent  377  et  249  ,  sont  premiers  entre  eux. 

Avec  un  peu  d'habitude,  ces  modifications  abrègent  beau- 
coup la  pratique  du  procédé.  Au  reste  ,  nous  ne  les  avons  pré- 
sentées que  parce  qu'elles  deviennent  indispensables  dans  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

lo2.  On  peut  avoir  besoin  de  déterminer  le  plus  grand 
diviseur  commun  à  plus  de  deux  nombres.  Voici  la  règle 
qu'il  faut  suivre  : 

(Pour  abréger,  nous  désignerons  les  quatre  mots,  plus  grand 
commun  diviseur,  par  p.  g.  c.  d.  ) 

Pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nombres  à  la  fois, 
il  faut  d'abord  chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  de  ces  nom- 
bres ,  puis  le  j3.  g.  c.  d.  entre  celui  qui  vient  d'être  trouvé  et 
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un  troisième  iioiubie,  puis  \ep.g.  c.  d.  entre  ce  dernier  coui- 
luun  diviseur  et  un  quatrième  nombre. .  . . 

Soient  A,  B,  C,  E,  F...,  L>s  nombres  proposes;  et  appe- 
lons D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B  ,  D' le^.  g.  c.  d.  entre  D  et  C  ; 
je  dis  d'abord  que  D'  est  Je^.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C.  En  effet, 
le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B  et  C ,  devant  diviser  A  et  B  ,  divise  D,  qui 
€stleurp.  g.  c.  d.  {voj-ez  n°  o2);  d'ailleurs  il  divise  C  ;  ainsi 
il  doit  diviser  D'  qui  est,  par  hypothèse,  le  p.  g.  c.  d.  de  D 
et  C.  D'un  autre  côte,  D'  divisant  D  ,  divise  A  et  B  ;  ainsi ,  D' 
divise  A,  B,  C,  et  par  conséquent ,  leur  p.  g.  a.  d.  Donc  ce 
dernier  nombre  et  D'  sont  réciproquement  divisibles  l'an  par 
Taiitre  ;  ainsi  ils  sont  égaux. 

Pareillement. le j9.  g.  c.  d.  entre  A,B,  C,  E,  devant  diviser 
A ,  B.  C ,  divise  D'  qui  est  leurp.  g.  c.  d.  ;  d'ailleurs ,  il  divise  E  ; 
ainsi  il  doit  diviseï"  le  p.  g.  c.  d.  D"  entre  D'  et  E.  D'un  autre 
coté,  D' divisant  D',  divise  A,  B,C;  ainsi  D"  divise  A,  B,C,E, 
et  par  conséquent  leur  j9.  g-,  c.  d.  Ce  dernier  nombre  et  D"  étant 
réciproquement  divisibles  l'un  par  l'autre,  sont  égaux. 

Et  ainsi  de  suite, 

N.  B.  —  On  conçoit  qu'il  y  a ,  en  général ,  de  l'avantage  à 
opérer  d'abord  sur  les  deux  nombres  les  plus  simples,  puisque 
\t  p.  g.  c.  d.  cherché  ne  saurait  surpasser  celui  qui  existe  entre 
ces  deux  nombres. 

On  trouvera,  par  ce  procédé,  que  les  nombres  5o4,  756, 
1260  et  2o58,  ont  pour  plus  grand  diviseur  commun  42. 

On  pourrait  également  décomposer  les  quatre  nombres  en 
leurs  diviseurs  simples ,  et  opérer  comme  il  a  été  dit  pour  deux 
nombres  (n°  loO). 

loô.  Remarques  sur  les  f raclions  irréductibles. —  Ou  ap- 
pelle (n°  o4)  fraction  irréductible,  une  fraction  qui  ne  peuL  être 
exprimée  en  termes  plus  simples. 

Ilrésulte  évidemmentde  celte  définition,  que  les  deux  termes 
d'une  fraction  irréductible  sont  premiers  entre  eux  ;  car  s'ils 
avaient  un  facteur  commun, autre  que  l'unité,  on  pourrait,  eu 
les  divisant  par  ce  facteur  ,  obtenir  une  fraction  plus  simple  , 
ce  (]uï  serait  contre  la  définition. 


SLR  Li:s  vnAc;rio.\s  irréductibles.  iqq 

Rccljircqiiemciit ,  toute  fraction  dont  les  deux  tenues  sont 
premiers  cuire  eux  est  irréductible. 

En  cfiet,  flesir;nons  par    -  la   fraction  proposée,  dont  les 

termes  sont ,  par  hypothèse  ,  premiers  entre  eux  ;  el  soit  une 

autre  Iraction  -  égale  a  la  première. 

^  a       c        T,    .    ,,        1  .  1    •  û*^ 

On  a  -  =  -,     d  ou  l  on  déduit     c  =  -r-. 

0       Cl  b 

Or,  c  est  un  nombre  entier;    donc  -r-  doit  aussi  être  un 

b 

nombre  entier;   mais,  par  liypolhèse,  b  est  premier  avec  a; 

ainsi  (n°128)  b  doit  diviser  d,  et  l'on  a  d^=.  bq. 

Substituant  celte  valeur  de  d  dans  l'expressiou  de  c,  ou 

obtient 

abq 
c=  —  =.aq. 

c 
Cela  prouve  dvideimuent   que  pour  qu'une   fraction -soit 

équivalente  à  une  fraction  -  dont  les  deux  termes  sont  premiers 

entre  eux,  il  faut  que  les  deux  termes  c  e^  d  soieJil  des  équi- 
multiples  de  a  et  b. 

Donc  la  i>actiouy  ne  peut  être  équivalente  à  aucune  autre 

fiaclion  plus  simple. 

Il  résulte  de  là  que  quand  on  a  divisé  les  deux  termes 
d'une  fraction  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  la  frac- 
tion résultante  esi  irréductible  ;  proposition  que  nous  avons 
énoncée  au  numéro  34,  mais  sans  la  démontrer. 

134.  On  peut  encore  conclure  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que 
deux  fractions  irréductibles  ne  peuvent  être  égales,  à  moins 
qu'Un  Y  ait  identité,  d'une  part  entre  les  numérateurs,  d  autre 
part  entre  les  dénominateurs. 

En  efi'et,  la  première  fraction  étant  irréductible,  doit  avoir 
ses  deux  termesy^re/72/er.y  entre  eux  ;  donc,  pour  que  la  seconde 
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lui  soit  égale  ,  il  faut  que  ses  deux  ternies  soient  des  équi- 
■nmlliples  des  deux  termes  de  la  première  ;  et  comme  la  seconde 
fraction  a  aussi  ses  deux  termes  premiers  entre  eux,  ceux-ci 
doiveui  être  simplement  e'gaux  aux  deux  termes  de  la  première. 

^  III.  Des  fractions  décimales  périodiques. 

ISo.  L'évaluation  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  déci- 
male, c'est-à-dire  en  dixieines ,  ceniitmes..  .  .  de  l'unité  prin- 
cipale ,  donne  lieu  à  des  circonstances  qui  méritent  d'être  exa- 
minées ;  mais  avant  de  les  faire  connaître,  il  est  nécessaire  de 
revenir  sur  le  procédé  qui  sert  à  convertir  une  fraction  ordi- 
naire en  fraction  décimale. 

Nous  avons  vu  (a°  91)  que,  pour  opérer  cette  réduction,  il 
faut,  après  avoir  écrit  un  zéro  au  quotient  et  uiievirgule  à  la 
droite  de  ce  zéro  ,  \°.  placer  à  la  droite  du  numérateur  un  o  et 
divise!  le  nombre  résultant  par  le  dénominateur,  ce  cjui  donne 
au  quotient  des  dixièmes  et  un  certain  reste  ;  2°.  placer  un  nou- 
veau o  à  la  droite  de  ce  reste  et  diviser  le  nombre  résultant  par 
le  dénominateur,  ce  qui  donne  au  quotient  des  centiem.es  et  un 
second  reste  ;  3°. placer  à  la  droite  de  ce  reste  un  nouveau  o,  et 
diviser  le  nombre  résultant  par  le  dénominateur^  on  continue 
d'ailleurs  cette  série  d'opérations,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu 
le  degré  d'approximation  qu'on  veut  avoir. 

Or,  il  est  évident  que  poser  successivement  à  la  droite  des 
différens  restes  autant  de  zéros  qu'on  veut  obtenir  de  chiffres 
décimaux,  revient  à  écrire  tout  de  suite  ces  zéros  à  la  droite 
du  numérateur  de  la  fraction  proposée,  c'est-à-dire  à  multi- 
plier le  numérateur  par  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  que  l'on 
veut  avoir  de  chiffres  décimaux ,  à  diviser  le  produit  résultant 
jjar  le  dénominateur,  et  à  séparer  ensuite  vers  la  droite  du 
quotient,  le  nombre  de  chiffres  décimaux  demandé  :  car,  d'après 
le  procédé  ordinaire  de  la  division  des  nomlires  entiers,  on  est 
conduit  à  abaisser  successivement  à  la  droite  de  chaque  reste, 
les  zéros  qu'on  a  écrits  tout  d'abord. 

Cette  remarque  va  nous  servir  à  démontrer  les  deux  pro- 
priétés suivantes  : 
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liî6.  i".  Toute  fraction  ordinaire  dont  le  dénominateur  ne 
renferme  pas  d'autres  FACTtURS  premiers  que  o.  et  5,  est  réduc- 
tible en  une  fraction  décimale  d'un  nombre  limité  de  chiffres 
décimaux;  c'est-à-dire  qu'après  un  certain  nombre  d'opé- 
rations,  on  doit  parvenir  à  un  reste  nul;  auquel  cas  la  frac- 
tion décimale  obtenue  exprime  la  valeur  exacte  de  la  fraction 
proposée. 

En  outre ,  si  la  fraction  ordinaire  proposée  estirréductible  (ce 

qu'on  peut  toujours  supposer),  le  nombre  total  des  opérations 

à  effectuer,  est  marqué  par  le  plus  grand  des  deux  exposons 

de  7.  et  5,  qui  entrent  dans  le  dénominateur. 

...    1     -,       .         7     i3     1 1     3i7  .  ,  .  - 

Ainsi,  les  tractions  j^,  — ^,  -r-,  — ^-  ,  qui  peuvent  evidem- 
o    20    40    1200     ^      ' 

ment  se  mettre  sous  la  forme 

7       i3       II        817 

i^'  5^'  2^'  13^' 

sont  réductibles  en  une  fraction  décimale  d'un  nombre  limité 
de  chiffres  décimaux. 

La  première  et  la  troisième  donnent  lieu  à  3  opérations  ;  la 
seconde  à  2  ,  et  la  quatrième  à  4- 

On  trouve  en  effet ,  pour  leurs  valeurs , 

0,875;     0,52;     0,275^     o,2536; 

ce  qu'on  peut  vérifier  aisément  en  opérant  leur  réduction  en 
décimales  ,  d'après  le  procédé  ordinaire. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  propriété,  remarquons 

que  10,  100,  1000. .  . .  étant  égaux  à  2,5,  2''. 5^,  2^.5^, 

si,  pour  opérer  la  réduction  en  fraction  décimale,  on  multi- 
plie (n°  ISS)  le  numérateur  par  10,  100,  1 000 . .  .  .  ,  le  produit 
résultant  sera  divisible  par  2.5 ,  2^^. 5",  2^.5^.  ...  ;  donc,  si 
l'on  multiplie  ce  numérateur  par  l'unité  suivie  d'autant  de 
zéros  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  grand  des  exposans  de  2 
et  5  que  renferme  le  dénominateur,  le  produit  résultant  sera 
nécessairement  multiple  de  ce  dénominateur. 

Donc  le  nombre  des  opérations  à  effectuer  est  limité,  et  égal 
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au  plus  grand  des  deux  exposaus  de  2  et  5  qui  entrent  dans  le 
dénominateur. 

lo7.  Toute  fraclion  ordinaire  dont  le  dénominateur  ren- 
fermeun  ou  plusieurs  facteurs  premiers  dijjérens  de  1  et  5,  qui 
n  entrent  pas  en  même  temps  dans  le  nutnérateur,  donne  lieu 
à  une  fraction  décimale  d'un  nombre  de  chiffres  décimaux 
ILLIMITÉ  OU  INFINI.  De  plus,  ccttc  fractioii  décimale  est  périO- 
DiQDE,  c'est-à-dire  (ju'après  un  certain  nombre  d'opérations  , 
les  mêmes  cliiffres  décimaux  se  reproduisent  conslamment 
dans  le  même  ordre. 

En  eiïct ,  la  multiplication  du  numérateur  par  10,  100, 
looo.  .  .  .,  ne  fait  qu'introduire  les  facteurs  premiers  2  et  5 
chacun  à  une  certaine  puissance  ;  ainsi  \ii  facteur  premier  que 
l'on  suppose  exister  dans  le  dénominateur  sans  entrer  dans  le 
numérateur,  ne  se  trouvera  pas  davantai^e  fu"  129)  dans  le  pro- 
duit du  numérateur  j)ar  une  puissance  cjuelconque  de  10.  Donc, 
quelque  nombre  de  zéros  cju'on  écrive,  on  ne  pourra  obtenir 
un  pi:oduit  exactement  divisible  ]iar  le  dénominateur;  ainsi  les 
opérations  se  continueront  à  Vinfni. 

Je  dis  en  outre  cjue  la  fraction  sera  périodique.  En  effet, 
comme,  suivant  le  procédé  du  n°  loo,  chaque  reste  qu'on  ob- 
tient est  toujours  moindn.'  que  le  diviseur,  qui  reste  constant,  il 
s'ensuit  que ,  quand  on  aura  fait  tout  au  plus  autant  d'opéra- 
tions fju'il  y  a  d'unités  dans  le  diviseur  moins  un ,  on  devra 
retomber  sur  l'un  des  restes  déjà  obtenus. 

Or,  en  écrivant  un  zéro  à  la  droite  (îe  ce  reste,  on  aura  uu 
nouveau  dividende  partiel  iem^/a^Ze  à  l'uu  des  prècédens  ;  et 
puisque  le  dlvi.seur  est  le  même  ,  le  nouveau  quotient  et.  le 
nouveau  reste  seront  aussi  semblables  à  ceux  qu'avaient 
donnés  le  preiiùer  dividende  retrouvé  et  le  diviseur.  Ecrivant 
à  la  droite  de  ce  reste  un  nouveau  zéro,  on  reproduira  le  divi- 
dende partiel  qui  suit  iniiuédiatement  celui  qu'on  avait  d'a- 
bord retrouvé,  et  par  con.séqueai4.  auv-^si  le  ffuotiejit  qui  vient 
après  celui  qu'on  a  déjà  retrouvé.  Ainsi  de  suite. 

Done  certains  chiffres  diiquolicnt  doii^'ent  se-  reproduire  pé- 
riodiquement cl  dans  le  même  ordre. 


EXEMPLES    DE    FRACTIONS    PÉRIODIQUES.  2o3 

Faisons  quelques  applications. 

lo3.    Premier  exemple.  —  Soit  proposé  de  re'duire  en  de'ci- 

inales  la  fraction  -. 

Il    sufllt  ,   pour    cela,   de    lui  60    \n  

appliquer  la  rèp.le  du  n°  91.   Ici  ^o\  o,^Z'j\u^o.\^^']i^7..  . 

la  période   commence   après  la  5o 

6"^  opération  ,  c'est-à-dire  après  i  o 

autant  d'opérations  qu'il  y  a  d'u-  3o 

nités  dans  le  diviseur  7  diminué  20 

(l'une  unité.  6 


Second  exemple.  —  Soit  la  IVaclion 


r3 


Dans  cet  exemple,  la  période  se  i3o    187 

manifeste  après  la  S"**  opération,  iqo  1  o^SSijSSi .  .  . 

c'est-à-dire  beaucoup  plus  tôt  que  5o 

ne  le  marque  le  diviseur  87.  i3 

'^Troisième  exemple.  7^. 

^         070 

Ici,  lafraction  décimale  est  limitée  ,  quoi-  ^47°    1^7^ 

que  le  dénominateur  875,  ou  7  X  125,  ren-  5950)0,168 

ferme  le  facteur  7.  Mais  observons  que  ce  7000 

même   facteur  se   trouve   dans  le  nuinéva-  0000 
leur;  et,  eu  le  supprimant  baut  et  bas,  on 

21  21  .  .  •      ^  .v,„v 

trouve  —=  ou  ;m  traction  qui  (  n°  I06)  peut  être  convertie 

120        5-^  ^  * 

en  une  fraction  décimale  d'un  nombre  limité  de  chiffres  dé- 
cimaux . 

{Jualricmc  exemple.   ~. 
b4 
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Dans  cet  exemple,  la  période     290   |84 


se  manifeste  après  la  8'"''  opéra-       38o  j  o,345238o9J  S^SSog... 

tien.  Mais,  ce  qu'il  y  a  de  remar-         44*^ 

quable,  c'est  que  les  dt^ux  pre-  200 

miers  chiffres  décimaux  ne  fout  820 

pas  partie  de  la  période  ;  taudis  680 

que  ,    dans   les  deux  premiers  800 

exemples,  la  période  commence  44 

au  premier  chiffre  t'éciinal. 

Les  fractions  décimales  périodiques  dont  la  période  com- 
mence au  premier  chiffre  décimal ,  s  ap^eWenX  frac liotis  pério- 
diques simples^-  et  celles  dont  la  période  ne  comuience  que  plus 
tard,  se  nonnnenl  fractions  périodiques  mixtes. 

li>9.  Nous  venons  de  voir  que  certaines  fractions  ordinaires, 
réduites  en  décimales,  donnent  lieu  à  des  fractions  décimales 
périodiques. 

Réciproquement,  toute  fraction  décimale  périodique ,  simple 
ou  mixte ,  provient  d'une  fraction  ordinaire^  et  l'on  peut  re- 
trouver facilement  la  fraction  qui  lui  a  donné  naissance. 

Cette  question  présente  deux  cas  distincts  :  ou  la  fraction 
périodique  est  simple ,  ou  bien  elle  est  mixte. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  supposons,  pour  fixer 
les  idées ,  une  fraction  périodique  siuiple  dont  la  période 
ait  cinq  chiffres. 

Soit  o.abcde  abcdt  abcde.  ...  la  fraction  proposée ,  et  dési- 
gnons par  x  la  valeur  inconnue  de  cette  fraction.  On  a  d'a- 
bord 

X  =  o.,abcde  abcde  abcde. ...  (1). 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  pav  10^,  ou  par 
l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la 
période,  ce  qui  se  fait  (n°  86)  en  avançant  la  virgule  de  5  rangs 
vers  la  droite;  il  vient 

ia^..r,     ou     I  00000  X  J^  =  a^c</e,    abcde  abcde...  ^ 

ou     100000  X  -2^  =  abcde  -f-  o,    abcde  abcde (a\ 
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Si  maintenant  on  retranche   rcgnlité  (i)  tle  l'e'yalité  (2),  en 
observant   que  100000  a:  —  x  =.  gggggx, 

on  obtiendra  OOQQO'^  =  abcde\ 

abcde 


donc  enfin 


99999 


Ce  qui  prouve  qu'wne  fraclion  décimale  périodique  simple 
est  équi\falenie  à  une  fraction  ordinaire  qui  a  pour  numéra- 
teur l'ensemble  des  chiffres  de  la  période  ,  et  pour  dénomina- 
leur  un  nombre  composé  d'autant  de  g  qu'il  j-  a  de  chiffres 
dans  la  période. 

Ainsi  la  fraction  o,35i35i35i .  .  .   est,    d'après  celte  règle, 

équivalente  a  la  Iracliou . 

999 

Celle-ci  peut  être  simplifie'e  si  l'on  remarque  que  ses  deux 

termes  sout  divisibles  par  g.  On  obtient,  par  la  suppression 

de  ce  l'acteur,  — -  ;   supprimant  de  nouveau  le  facteur  3  qui 

'    j  I  j  i  i  T 

est  encore  commun,  on  irouve  enfin  pour  la  fraction  réduite, 

i3 

■;r-.  C'est  la  fraction  du  second  exemple  traité  au  numéro  1S8. 

37 

Soit  encore  la  fraction   o,o3g6o3g6. .  .  . 

La  période  est  ici  o3g6;  donc  la  fraction  est  équivalente  à 

o3q6  .       ,  ,    3c)6      ,^  .        - 

— ^^— ,  ou  simplement,  a  — =^ —  .    (Un  supprime  le  o  comme  mu- 

9999      .  ,    ,    9999 

tile;  mais  on  a  dû  d'abord  eu  tenir  compte  ,  parce  qu'il  fait 

partie  des  chiffres  delà  période.  ) 

Le  facteur  g  étant  commun  aux  deux  termes  de  ce  résultat , 

on  le  supprime,  et  il  vient  — —,  fraction  dont  les  termes 
*^*^  iiii 

sont  encore  divisibles  par  ii  ;   et  en  supprimant  ce  facteur, 

on  obtient  enfin •  pour  la   fraction  réduite  i\  ses  moindres 

101  '■ 

termes. 
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Nous  citerons,  comme  remarquables,  les  exemples  suivaus 
o»9999- 


=    9^1 


9 

0,01^345679012345679...    =  —  ; 


.0  ,^7654320987654320 , 


80 

8î' 


N.  B.  —  Si  la  fiaction  périodique  renferniail  un  entier,  on 
en  ferait  d'abord  abstraction  ;  puis  on  l'ajcutevait  à  la  fraction 
ordinaire  équivalente,  après  l'avoir  réduite  à  ses  moirulfcs 
termes. 

Ainsi ,  soit  nroposé  de  trouver  la  valeur  de  4  »  162162 

162  îS  6 

On  a  d'abord   o,  162162.  ...    r=  =  =  -;—  ; 

999         ''^      ^^7 

donc  4. 162162.  ...    :=  4  -f-   T~  =  "^ — • 

ô'j  07 

i60.  Passons  au  cas  des  fractions  périodiques  mixtes. 

Pour  fixer  encore  les  idées,  nous  supposerons  qu'il  y  ait^wa- 
fre  chiffres  avant  la  période  et  cinq  dans  la  période;  mais  la 
manière  de  raisonner  n'en  sera  pas  moins  {générale. 

Soit  donc        o,pqrs  abcde  abcde.  .  .  la  fraction  proposée. 

Remarquons  qu'en  la  multipliant  et  divisant  en  même  temps 
par  loooo ,  ou  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(  pars ,  abcde  abcde ....). 

lOOOO     ^ 

Or,  la  quantité  entre  parenthèses  équivaut ,  d'après  la  règle 

abcde  ,  .  ...  ,,     ,• 

précédente,  à  vgrs  -f- ;    ou  bien ,  réduisant  1  entier  eu 

^  "  ^  99999 

pars  X  QQQQQ  4-  abcde 

fraction,  à  -^-^ iz.zzz> , 

99999 

Donc  ,  si  l'on  dé.signc  par  a:  la  fraction  proposée  . 
jjqrs  X  99999  -f-  abcde 


loooox  = 


99999 


pars  >C  9U999  -?-  abcde 
et  par  conséquent,  x  =  ^^^^-^ 


09999000.) 


DES    FfiACTrOVS    PÉRIODfQUES.  ÔO'n 

Mais  ce  lésuUat  est  susceplible  d'une  modification  qui  le  rend 
plus  conunode  pour  les  applications. 

Comme  on  a        99999  =   looooo  —  i  , 
il  en  résullc         pqrs  X  99999  =  pqrsooooo  — pqrs  ; 
d'où     pqrs  X  99999  +  abcde  =  pqrsabcde  — pqrs. 
Donc  enfin  la  fraction  proposée  a  pour  valeur, 
pqrsahcde  —  pqrs 
~  999990000 

Ce  qui  prouve  i\\\  ime  fractioji  périodique  mixlc  quelconque 
esL  équivalente  à  une  fraction  ordinaire  ajant  pour  i;vMi.R\T£\:R 
l'ensemble  des  chiffres  de  la  partie  non  périodique  et  ds  la 
la  première  période ,  diminué  de  la  jjartie  non  périodique  , 
et  pour  DÈyoMiyATLVR  un  nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  j- 
a  de  chiffres  dans  la  période ,  suivi  d'autant  de  zéros  quilj- 
a  de  chiffres  dans  la  partie  non  périodique. 

Soit  pour  exemple  ,  la  fracllop. 

X  =  0 , 3 1 93069806 

En  appliquant  la  formule  précédente  ,  on  trouve 

319306  —  3i    Sips-jS 

999900  990900 ' 

ou,  divisant  successivement  les  deux  termes  par  les  facteurs 
9,  ?.5,  et  II,  qui  leur  sont  évidemment  communs  {vojrezXGn 
caractères  de  divisibilité  établis  pour  ces  trois  nombres)  , 

129 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  fractions 
16,2857142857  i4---;    4>94^^^7'42S57i....  ;    5.52027027... 

Mais  dans  l'application  des  règles  précédentes ,  il  faudra  né- 
cessairement faire  d'abord  abstraction  delà  partie  entière,  sauf 
à  rajouter  ensuite  à  chacun  des  trois  résultats  réduits  à  leur 
plus  simple  expre«ision. 
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,     ,  ,  pqrsabde  —  pars 

161.  La  formule  .r.—  -i-^ i-^—  , 

99999«ooo 

conduit  à  des  lésullats  assez  remarquables. 

D'abord ,  il  est  évident  que ,  les  calculs  indiques  au  nu- 
mérateur étant  effectués,  le  résultat  ne  peut  être  termine 
par  un  ou  plusieurs  zéros;  car,  pour  que  cela  fût,  il  faudrait 
que  quelquef-uns  des  derniers  chiffres  de  pqrs  fussent  les 
mêmes  que  les  derniers  chiffres  de  abcde  ;  et  dans  ce  cas ,  la 
période  ne  commencerait  pas  après  le  4^  chiffre  décimal , 
comme  on  l'a  supposé.  (Par  exemple,  si  l'on  avait  .y  =  e, 
r  =  d,  la  fraction  primitive  serait  o ,pqdeabcdeabcde . . .  ; 
et  la  période,  commençant  au  3"  chiffre,  serait  dcabc.)  On 
voit  donc  qu'après  la  réduction  de  l'expression  ci-dessus  à 
ses  nioindres  termes ,  le  résultat  doit  être  une  fraction  dont 
le  dénominateur*  renferme  les  deux  facteurs  2  et  5 ,  ou  au 
moins  l'un  des  deux,  à  la  4*^  puissance,  c'est-à-dire  à  une 
puissance  d'un  degié  marqué  par  le  nombre  des  chiffres  qui 
ne  font  pas  partie  de  la  période. 

Nous  pouvons  conclure  de  là  les  deux  propositions  suivantes: 

1°.  "^Foute fraction  dont  le  dénominateur  ne  renferme  aucun 
des  deux  facteurs  premiers  2.  et  5 ,  ou  est  premier  avec  10, 
donne  Heu  ,  étant  réduite  en  décimales ,  à  une  fraction  pério- 
dique simple. 

En  effet,  si  l'on  pouvait  parvenir  à  une  fraction  périodique 
mixte,  il  s'ensuivrait  que  la  fraction  ordinaire  équivalente  à 
laquelle  on  parviendrait  d'après  la  règle  du  n°  160,  étant  ré- 
duite à  ses  moindres  termes,  serait  égale  à  la  fraction  pro- 
posée. Or  cela  est  impossible  car  on  a  vu  (n°  ld3)  qu'une 
fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux,  ou  qui 
est  irréductible,  ne  peut  être  égale  à  une  autre  fraction  si 
les  termes  de  celle-ci  ne  sont  des  équimulliplcs  des  ternies 
de  la  première;  il  en  résulterait  donc  que  le  dcnonùiiateur  de 
la  fraction  proposée  serait  multiple  de  2  ou  de  5  ;  ce  (lui  est 
contre  l'hypothèse. 

2°.   Toute  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  ren- 
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ferme  un  des  deux  fadeurs  2   el  5,  ou  tous  les  deux ,  donne 

lieu  à    une  fraction  périodique   mixte   dont    la  période   doit 

commencer  après  altant  de  chiJJ'res  qu'il  j  a  d'unités  dans 

le  plus  grand  des  deux  exposans  de  1  et  de  5,  qui  entrent  eu 

dénominateur. 

D'abord,  la  fraction  périodique  ne  peut  pas  èUe  simple  ^ 

j     „        .  ,  abcde  

caria  foiiiiule  pour  ces  sortes  de  Iractions,  étant ,  il 

99S99--- 

est  impossible  (a"^  lo4)  que  cette   dernière  fi action,   dont  le 

dénominateur  ne  renferme  aucun  des  facteurs  2  et  5 ,  soit, 
après  ia  réduction  à  ses  moindres  termes,  égale  à  la  fraclion  pro- 
pesée dont  le  dénominateur  renferme  ces  mêmes  facteurs. 

En  second  lieu,  si  n  désigne  le  plus  grand  des  deux  exposans 
de  2  et  5 ,  qui  se  trouvent  dans  le  dénominateur,  la  période 
doit  commencer  après  n  cîiiifres;  car  supposons,  par  exemple, 
qu'elle  commence  après  n — :  chiffres;  la  fractiou  équivalente 
à  cette  fraclion  périodique  aurait  un  dénominateur  qui  ne 
renfermerait  les  deux  facteurs  2  et  5,  ou  l'vii^  d'euv,  cpi'à  la 
[n —  I  )"'"'  puissance,  et  ne  pourrait  être  égale  à  la  fraction 
proposée,  puisque  d'ailleurs  ces  deux  fractions  sont  supposées 
irréductibles. 

Par  exemple,  les  fractions  -,   -^^  (  n"  161  ),  ont  donné  lieu 

à  des  fractions  périodiques  simples ,  parce  que  -  et  on  sont 

premiers  avec    10;  mais  la  fraction  5^  a    donné   lieu  à  une 

fraction  périodique  dont  la  période  commençait  après  le  second 
chiffre  ,  parce  que  84  est  égal  à  2^.  21 . 

I  j|3  I  ji  O 

Enfin,  la  fraction  — 7;,  pouvant  se  mettresousla  forme — 

176   ^  2^.11   , 

donnerait  lieu  à  une  fraction  périodique  dont  la  période  com- 
mencerait après  le  4""^  chiffre  décimal. 

On  trouve,  en  effet ,  pour  la  valeur  de  cette  fraction  en  déci- 
males ,  0,8238636363. . . . 

1G2.  îsous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'examen  des  proprié- 
tés des  fractions  décimales  périodiques   Nous  nous  bornerons  à 

'4 
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observer  quedes  proprie'lcsanalo^jues  aux  précédentes  se  mani- 
festeraient dans  un  système  quelconque  de  numération  dont  la 
base  serait  B. 

D'abord,  pour  réduire  une  fraction  ordinaire  en  subdivisions 
^e  B  en  B  fois  plus  petites  que  l'unité,  il  faudrait,  conforiné- 
inentà  la  règle  du  n°  91,  nnilliplier  le  numérateur  imr^ ,  ou  lo, 
<:'esl-à-dire  :  écrire  un  o  à  sa  droite ,  et  diviser  le  produit  par 
le  dénominateur,  ce  qui  donnerait  au  quotient  des  unités  B  fois 
plus  petites  que  l'unité  jirincipale,  et  un  certain  reste  ;  écrire 
-à  la  droite  du  reste  un  nouveau  o  ,  et  diviser  le  ré'sultal  par  le 
dénominateur ,  ce  qui  donnerait  au  quotient  des  imités  B  fois 
plus  petites  que  les  précédentes,  ou  B'  fois  plus  ])etites  que 
l'unité  principale  ;  et  ainsi  de  suite.  Ceci  admis  : 

Toute  fraction  ordinaire  dont  le  dénominateur  nr  renferme 
pas  d'autres  fadeurs  premiers  que  ceux  qui  entrent  dans  la 
base  B,  étant  réduite  en  subdivisions  de  B  enV>  fois  plus  petites 
que  Vunité ,  donne  lieu  à  une  fraction  d'un  nombre  limité  de 
chiffres.  Mais  toute  fraction  irkhdl'CTIble  dont  le  dénomina- 
teur renferme  des  facteurs  premiers  difjeiens  de  ceux  qui 
composent  la  base ,  donne  lieu  à  une  fraction  d'un  nombre  in- 
défini de  chiffres ,  cl  périodique  ;  elc.  .  . 

Et  ainsi  des  autres  propriétés  ;  nous  laissons  aux  élèves  le  soin 
d'bn  rechercher  les  énoncés  et  les  démonstrations. 

§  IV.  Des  fractions  continues  (*). 

1G5.  Les  fractions  continues  doivent  leur  naissance  à  l'éva- 
luation  approchée  des  fractions  dont  les  termes  sor.t  considéra- 
bles ,  et  premiers  entre  eux. 

Pour  nous  faire  mieux  comprendre,  soit  proposée  la  fraction 


(*)  Quelques-uns  des  numi'ros  du  ce  pataf;niplic  supiioscut  des  notions 
d'Algèbre  un  peu  plus  étendues  que  celles  qui  ont  ('ail  robjet  de  Fintro- 
duction  au  cintjuif'iuc  cliapitrei  m;'.is  les  élèves  peuvent  pas.ser  ciu!rc,Miuf 
it  V  revenir  lors.|uMs  se  seront  l'uiuiliaii^e^  dav;inlaj;e  avec  les  opciutic-tu  de 
rAh.èlire,   ou  lorsqu'ils  sentiront  la  nécissile  iW'tudier  cette  théorie. 
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^—9  dont  les  deux  termes  sont  preuiiiTS  entre  eux,  connue  il  est 

aisé  de  le  vérifier,  et  qui,  pour  cette  raison,  est  (n°  lo5)  irré- 
ductible. 

En  laissant  la  fraction  sous  cette  forme,  on  s'en  ferait  diflici- 
lemenl  une  idée  bien  nette;  mais  si,  en  vertu  d'un  principe 
connu,  l'on  divise  ses  deux  termes  par  169,  ce  qui  n'eu  cLan^'e 

pas  la  valeur,  elle  devient  -rrz^>   011  >   efl'ectuant  la  division 

{%) 

-,  .         .                      ï 
indiquée  au  denommateur, rr 


159 

Cela  pos€,  négligeons,  pour  le  moment,  la  fraction  ~-  ■    i^ 

159' 

fraction  -  qui  en  résulte,  est  plus  grande  que  la  proposée  puis- 
que l'on  a  diminué  le  dénominateur. 

D  un  autre  cote,  si,  loin  de  négliger-^,  on  remplace  cette 

fraction  par  I,  ce  qui  donne  alors  ——   ou  ~,    cette   nouvel!/. 

fraction  est  à  son  îour,  plus  petite  que  la  proposée,  puisau'o» 
a  augmenté  le  dénominateur. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  la  fraction  — ^    est    comprise 


493 


I        I 


entre  0  ^*  7'   ^^^^  donne  déjà  une  vdée  assez  exacte  de  la  frac- 


tion. 


Si  l'on  veut  un  plus  grand  degré  d'approximation  ,  il  n' 

»A       '  '6  i5q 

cfua  opérer  sur  —jt-  comme  on  a  onere  sur  -    ^ 

109  '  493 

Oa  trouve 


V  a 


iSg       /i5g\  i5   * 


ib 


et  la  proposée  devient 
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3  +  -^ 


9+T6 


Si   l'on  néglige    -^,  on  a  -  qui  est  plus  grand  que  -^;  d*OÙ 

•1       -.  I  1  .  î5c)  ~-,  ."       1 

il  suit   que   • est  plus  peut  que  j-|.  I\iais revient 

3  +  i  ^9^  3~h- 

9  9 

^  9        •    •  1 

^  T~S^°^~ô;    ainsi  la  proposée  est   encore  comprise  entre 

s"  à- 

La  différence  de  ces  deux  dernières  fractions  est  — ? 

3X28 


ou 


^.  Donc  l'erreur  que  l'on  couimet  en  prenant  ^  pour  la  va- 
leur de  la  propose'e,  est  moindre  que  ^. 

Opérant  sur  — „  comme  on  a  opéré  précédemment ,  on  a 
-^=  — p-  = ;  et  la  traction  proposée  peut  se  mettre 

(75)     '  ■  " 


sous  la  l'orme 


i5 


3+'- 


I 

j 


'+T5 


ri5 


Négligeons  —^  .  Le  nombre  -,  ou  i,  est  plus  grand  que^-^  ; 
10  I  { I o 


-  II  ,  .  16 

donc  ou  — ,  çst  plus  petit  que  —p-. 

,    1       10  ^       ^        ^      loq 

9+1 
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^            I                          I  lo        ^     ,  j  i5q 

Donc ,011 ,ou— ,  est  plus  grand  que  — ^. 

3+' 3+-  '  ^^ 

9  +  7 

^.   ,  ,,  .  i5q  .  q        lo     ^ 

D  ou  l  on  voit  que  -7-irest  compris  entre  -^  et  —  .    La  ore- 

^       493  "■  20      3 1 

mière  fraction  est  trop   petite,  et  la   seconde    trop  grande. 

Or,  la  différence  de  ces  deux  fiaclious  est ^-,ou  jr^rrr  ; 

01         20         008 

•     -   u  1»  •     Q        •      i'> 

ainsi,  1  erreur  que  1  on  commet  eu  prenant,  soit  —,  soit    ^  , 

pour  la  valeur  de  la  fraction  propose'e,  est  moindre  que  ^773. 

Oc  voit  comment,  par  cette  suite  d'opérations,  on  parvient 
à  trouver,  eu  termes  plus  simples,  des  fractions  qui  donnent 
des  valeurs  approchées  d'une  autre  fraction  dont  les  termes 
sont  très  grands. 

L'expression 


0  + 

9  +  - 


est  ce  qu'on  appelle  une  fraction  continue. 

Eu  général,  on  entend  par  fraction  continue,  une  fraction 
qui  a  pour  numérateur  l'unité ,  et  pour  dénominaieur  un  nom- 
bre entier  plus  une  fraction  qui  a  elle-même  pour  numéra- 
teur Vunité,  et  pour  dénominateur  un  entier  plus  une  frac- 
tion ^  et  ainsi  de  suite. 

Souvent,  le  nombre  proposé  est  plus  grand  que  l'unité.  Ainsi, 
pour  généraliser  davantage  la  définition  d'une  fraction  conti- 
nue, il  faut  dire  ;  Une  fraction  continue  est  une  expression 
composée  d'un  entier,  plus  une  fraction  qui  a  pour  numéra- 
teur Vunité ,  et  pour  dénominateur,  etc 

Telle  est  l'expression  a-\ , 


^+^- 


«,i,e,<i./.. ,  étant  des  nombres  entiers. 
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164.  En  réfléchissant  sur  la  maicbe  qui  vient  d'être  suivie 

pour  réduire  -f-4,  en  fraction  contiraie  ,  on  voit  que  l'on  a  di— 

risé  d'abord  493  par  i5q,  ce  qui  a  donné  3  pour  quotient  et  16 
pour  reste.  On  a  divisé  ensuite  iSg  par  16,  ce  qui  a  donné  pour 
quotient  9,  et  pour  reste  i5;  puis  on  a  divisé  16  par  i5,  ce 
q,m  a  donné  i  pour  quotient  et  i  pour  reste.  De  là  il  est  facile 
de  conclure  le  procédé  suivant  pour  réduire  une  fraction  ou 
un  nombre  fractionnaire  en  fraction  continue  : 

Opcrcz  sur  les  deux  termes  de  la  Jraction  proposée,  conimc 
j)Our  trouver  leur  plus  grand  commun  diviseur.  (Voyez  n°  32.) 
Poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que  vous  obteniez  un  reste  égal 
il  zéro.  Les  quotiens  successifs  auxquels  vous  serez  i)arvetiu, 
seront  les  dénominateurs  des  fractions  proprement  dites  qui 
constituent  la  fraction  continue. 

Dans  l'hypothèse  ou  le  nombre  proposé  est  plus  grand  que 
r unité ,  le  premier  quotient  représente  la  partie  entière  qui 
entre  dans  V  expression  de  la  fraction  continue. 

On  peut,  d'après  ce  procédé,  réduire  en  fractions  continues 

.      .  ,65      829 

les  deux  nombres  —7—  et  •:ry-. 
149       347 

Voici  le  type  des  opérations  : 


'-    1 

3 

2 
8 

i49 
'9 

65 
8 

'9 
3 

donc 


'49 


2  + 


34- 


2  + 


2-f 


829 

i35 


347 

77 


2 

I 

I 

3 

^9 

i35 

7 

58 

'9 

I 

58 

'9 

I 

0 

d  ou  — ^  = 

i47 
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,  + ; 


1  + 


o-j 

Les  fractions  continues  jouissent  d'un  grand  non)bre  de  pro- 
priétés dont  la  recherche  a  été  l'objet  des  travaux  des  plus  cé- 
lèbres géomètres.  Nous  ne  voulons  en  faire  connaître  ici  que 
les  propriétés  élémentaires,  celles  dont  on  fait  un  usage  fré- 
quent, et  dont  les  démonstrations  sont  fondées  sur  les  premiers 
principes  de  l'Algèbre.  Nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples 
détails  .  aux  Additions  de  l.agrange  à  l'Jlgèbre  d' Eiiler. 

DÉFINITIONS. 

i6S.  Reprenons  la  fraction  continue  générale 


h 

I 

"    1 

^     1      ' 

e 

que  nous  supposons  d'ailleurs  représenter  la  valeur  d'un  nom- 
bre fractionnaire  désigné  par  x. 

On  a\i'\^<d]\e  fractions  inu'-grantes\GS  iv:xcX\on^   r,    -,   -.  .  ., 

dont  l'ensemble  constitue  la  fraction  continue,  et  quotiens  in- 
complets,  les  dénominateurs  b ,  c,  d.  .  .  (On  nomme  ainsi  ces 
dénominateurs,  parce  que  b,  par  exemple,  n'est  que  la  partie- 
entière  du  nombre  exprimé  par  b  -J ;  que  c  n'est  que  la 

..       ,            ,               .      ,                     I 
partie  entière  du  nombre  exprime  par  c  -J ; 

di-'—- 
et  ainsi  de  su->te.) 


2l6  LOI    DE   FORMATION 

Par  opposiùon,   on  a  donné  le  nom  de  qiioliens  complets 

aux  expressions  ù  -j-  — —        ,     c  -j 

^d+...  e-f  ... 

dont  b,  c,  d,  .  .  .    )ie  sont  que  les  parties  entières. 

Cliacjnc  quolienl  cojnplet  renferme  implicitement,  outre  l'en- 
tier qui  y  est  contenu,  tous  les  quotiens  suivans  de  la  fiaction 
continue,  puisque  c'est  par  le  développement  de  ce  quotient 
complet  qu'on  trouve  tous  les  quotiens  suivans.  Le  dernier  quo- 
tient  complet,  qui  n'est  autre  chose  que  le  de'nominateur  de  la 
dernière  fraction  inte'grante,  est  toujours  au  moins  c'gal  à  2, 
d'après  la  nature  du  procède'  pour  réduire  une  fraction  ordi- 
naire en  fraction  continue  (n°  164). 

On  appelle  réduites  les  résultats  qu'on  obtient  en  convertis- 
sant successivement  en  un  seul  nombre  fractionnaire  chacune 

des  expressions   a  -\- —,       a-\ .... 

On  les  nomme  a\x?,?,\  fractions  convergentes,  parce  que,  comme 
nous  le  démontrerons  bient.ôt,  ces  résultats  approchent  de  plus 
en  plus  du  nombre  réduit  en  fraction  continue  ,  à  mesure  que 
l'on  prend  un  plus  grand  nombre  dégradions  intégrantes . 

F0R3IATI0N    DES   RÉDUITES    CONSÉCUTIVES. 

166.  Voyons  s'il  n'existerait  pas  un  moyen  simple  et  facile 
de  foi-mer  ces  différentes  réduites. 

La  première   est  a,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  -. 

T  1  ,1  ,1    •  1,       •  ^       .        «i?' -f- 1 

Lasecondeesta-J-— ,  ou,  réduisant  l  entier  en  Iraclion,  — -, — . 
b  b 

Pour  obtenir  la  troisième,  représentée  par  a  -f , 

I 

il  suiTit  de  substituer  dans  la  seconde,    b  '\ —  à  la  place  ('c  b  ; 


i 
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car,  en  désignant  b  -\ par  0'.  on  aura 

I  I         ab'  -\-  I 

b   +  - 
c 

expression  qui  ne  diilere  de  -. qu  eu  ce  que  b   ow  b  -\-  - 

remplace  b. 

Faisons  donc  cette  substitution;    il  vient  pour  la  troisième 


a(b-[--\-\-i  ab-\---^  i 


réduite,  a  -4- ,  ou  ,  ou  , 

6»  +    I  ,1  ,1 

^  -  b  +-  b  -f - 

ce  c 

ou  bien,  réduisant  les  entiers  en  fractions,  et  multipliant  haut 

,  {ab  -\-  i)c-\-a 

et  bas  parc,  • — — ; . 

^        '  bc  -\-  i 

La  quatrième  s'obtiendra  également  en  substituant  dans  la 

troisième  ,  c  -\ — ;  à  la  place  de  c,.ce  qui  donnera 
a  *■  '^ 


ou ,  réduisant  les  entiers  en  fraction  et  multipliant  liaut  et  bas 

V  (ab -\- ï)  c -{- a'\  d  A- ab -^  \ 
P^^'^'  {bc+.)d^-b ■ 

Sans  aller  plus  loin,  on  peut  voir  déjà  que  le  numérateur  de 
la  troisième  réduite  peut  s'obtenir  en  multipliant  le  numérateur 
de  la  seconde  par  le  troisième  quotient  c  ,  et  ajoutant  au  pro- 
duit le  numérateur  de  la  première  fraction.  Quant  au  dénomi- 
nateur, il  se  forme  de  la  même  manière,  au  moyen  des  déno- 
minateurs de  la  seconde  et  de  la  première  fraction. 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  quatrième  réduite 
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s'obtiennent  également  en  multipliant  respectivement  les  deux 
termes  de  la  troisième,  par  le  ([iiatrièine  quotient  ^,  et  en  ajou- 
tant aux  deux  produits  les  deux  termes  de  la  seconde  fraction. 
Si  l'on  fait  attention  à  la  manière  dont  la  troisième  et  la 
quatrième  réduite  eut  été   formées,  onsentiia  que  cette  loi  de 
forvialion  doit  s'étendre  aux  réduites  suivantes  ;  mais  ,  pour  eu 
démontrer  rigoureusement  la  p;éRéralité,  nous  aurons  recours  à 
un  moyen  auquel  on  a  souvent  recours   eu  MatLéinatiques. 
Nous  ferons  voir  que,  si  celte  relation  a  lieu  pour  trois  réduites 
consécutives  de  rang  quelconque,  elle  a  encore  lieu  pour  la 
réduite   suivante  ;    car  alors  ,  ajant  été  reconnue   applicable 
à  la  troisième,  elle  le  sera  à  la  quatrième;  étant  applicable 
à  celle-ci ,  elle  le  sera  à  la  cinquième,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. 

c  ■    .  1      ^     Q     î^        •     ..  • 

isolent  (ionc  p7,    —,    -— ,  trois  réduites  consécutives,    rie 

quolicnt  mco/wp/e^  auquel  on  s'est  arrêté  pour  former  frri^t 

.    R         Qr-f-P  ,„        „,   . 
supposons  quel  on  ait  — /  =^  ^, p/C^'  ^t  R   étant  respecti- 
vement égaux  à  Q/'-f-  P    et   Q'r -|-P'). 


Ajoutons  maintenant  une  nouvelle  fraction  intégrante   -    à 


la  suite  de  r,  et  soit  ^  la  réduite  correspondante-,  il  est  clair 

g 
que,  pour  former  —  ,  tout  se  réduit  à  remplacer  dans  l'expiee- 

Si  on  de  —y- ,  /•  par  r  -\ —  ;  ainsi  i  on  aura 
il  i- 

jr  i\ 

.s  _QV''+7;'^''  __  (Qr 4-P)»  +  Q  _R^+Q 

ç 
et  l'on  voit  (pte  —,  se.  détktil  dies  deux  pfécétlenles ,  d'aprè»  la 

loi  énoncée  plus  haut.  Donc  celle  loi  est  générale. 


' 
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Ainsi,  le  iiumc  râleur  cl' iiTUi  réduite  qitclccnque  se  foi  me  en 
irtulli pliant  le  ramièratcur  de  la  réduite  précédente  par  le  quo- 
tient incomplet  qui  lui  conwjwnd,  et  en  ajoutant  au  produit  le 
numérateur  de  la  réduite  qui  précède  de  deux  rangs  celle  qu'on 
vent  former.  Le  dénominateur  se  forme  d'après  la  3IÊ3IE  loi, 
au  moyen  des  deux  dénominateurs précédens . 

y.  B. —  Lorsque  le  nombre  réduit  en  fractiou  continue,  ou  x , 

.         o 
est  moindre  que  l'unité,  on  suljslilue  -  à  îa  place  de  «,  aP.n  de 

pouvoir  former  la  troisième  réduite  d'après  la  loi ,  qui  suppose 
nécessairement  qu'on  ait  d'abord  formé  les  deux  premières 
réduit  es. 

Soit  proposé  pour  premier  exemple  ,  de  former  les  réduites 
consécutives  de  la  fiaction  coitinue, 

65  _  I 


I 

à-r  — 


2+- 


^+- 


On  a  pour  les  deux   premières  réduites,  -  et-, 

12 

Pour  foimerla  troisième,  multiplions  le  numérateur  i  delà 

seconde  par  3,  et  ajoutons  o  au  produit  ;  multiplions  ensuite  le 

dénominateur  2  de  la  seconde  par  3  ,  et  ajoutons  au  produit  le 

3 
dénominateur  1  de  la  première  ;  il  vient    -. 

On  trouve  de  même  pour  les  réduites  suivautes, 

7       17       24      65 
16'    3^'   55'  74^' 

Ou  obtiendrait  également  pour  les  différentes  réduites  delà 

fraction  contiaue  provenant  de  ^  {vojez  n°  164), 

347 
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?.     5      7     12      43     829 
7'   2'    3'    5  '    T8'   347' 

1G7.  Cotiséqutnce delà  loipicccdcnte.  —  Il  résulte  cviclem- 
luent  de  cetle  loi,  que  les  termes  des  diffe'ieules  re'duites  aug- 
mentent à  mesure  que  l'en  prend  un  plus  ^rand  nombre  de 
fractions  intc'praiites^  puisque  îe  numérateur  ou  le  de'nomi- 
nateur  d'une  réduite  quelconque  est  au  moins  égal  kXa.  somme 
des  nume'rateurs  ou  à  la  somme  des  denonîinatcurs  des  deux 
re'duites  qui  la  précèdent. 

P?.0PRlÉTr;s    DES    r.ÉDL'ITIS. 

i68.  Première  PROPRIÉTÉ. — Si  l'on  prend  dans  les  deux  exem- 
ples pre'cc'dens,  la  différence  entre  deux  réduites  consécutives 
quelconques,  en  convenant  de  retrancher  toujours  une  réduite 
de  celle  qui  la  suit,  on  trouvera  constamment  pour  le  numéra- 
teur de  cette  différence,  -\-  i  ou —  i,  suivant  que  la  seconde 
des  deux  réduites  que  l'on  considère,  est  de  ykh^  pair  ou  de 
Vaug  impair;  le  dénominateur  de  la  tlilTércnce  étant  d'ailleurs 
toujours  égal  au  produit  des  dénominateurs  des  deux  réduites. 

Ainsi,  dans  le  premier  exemple,  on  a 

I        o        -f-  I      3        I         —  17         3  ~l~ï 


2        I 


2X1'  7       2       2x7'  16       7       !6x 


or,  nous  allons  démontrer  que  cetle  propriété  est  générale. 
Pour  cela,  prenons  dans  la  fraction  continue  générale  ,  trois 

j  •  -     ■  1  P    Q      R 

réduites  consécutives  quelconques  >  ï^  ?  tV'   >  jp- 

On  ad  abord       -  _  _  =  _^^,^- • 

Mais,  d'après  le  numéro  IGG  ,R  =Qr-f  P,  R'=Q''' -f  P'- 
Mettant  pour  R  et  R'  ces  valeurs  dans  le  numérateur  de  la 
différence  précédente  ,  on  obtient 

R        Q_  _  (Qr-f-P)Q-Q(QV  +  P') 
R-c^-  R'Q 
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OU,  effccluaiil  les  calculs  et  léduisant, 

R Q  _PQ  — QP' 

D'où  l'on  voit  que  le  numérateur  de  la  difieicnce  —  —  ^ 

R       Q' 

est  mnncriquemenL  égal ,  ruais  de  signe  contraire,  au  lunne'ra- 

Q        P  QP'_PQ' 

leur  de  la  différence  7y  —  p?>  «u  — — ^ — . 

C'est-à-dire  C[ue  les  numérateurs  de  deux  dijjérences  con- 
sécutives sont  numériquement  égaux,  mais  de  signes  con- 
traires. 

Or,  si  l'on  considère  les  deux  proniièves  réduites 

a      ab -\- \  ah -\- i        a         +i 

-  et , ,  on  a  -, = • 

1  b       ^  b  1        b  X.  i 

donc,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  numérateur  de  la  dif- 
férence suivante  doit  être —  i  ;  le  numérateur  de  la  troisième 
différence  doit  être  +  i  ;  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  j;énéf  ai ,  le  numérateur  d'une  différence  quelconque 
est  ~\-  \  si  la  seconde  des  deux  réduites  que  l'on  considère  est 
de  rang  pair,  et —  i  si  elle  est  de  rang  impair;  quant  au  déno- 
minateur, il  est  évidemment  égal  au  produit  des  dénomina- 
teurs des  deux  réduites.  C.  Q.  F.  D. 

169.  Conséquence  de  la  propriété  précédente.  —  Vne  réduite 

de  rang  quelconque  ,  =-7- ,  est  toujours  unejraclion  ou  un  nombre 

fractionnaire  irréductible. 

En  effet,  supposons  pour  un  instant  c[ue  R  et  R'  aient  un 
facteur  commun  h;  comme,  d'après  la  propriété  précédente, 
on  a  RQ'  —  QR'  =  rt  i ,  il  en  résulte 

RQ'  -  QR^  o u  -^  -  ?^  =  rh  i . 
h  h.  h  h' 

Or,  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  en- 
tier puisque  R  et  R^'  sont  divisibles  par  h,  tandis  qu'au  con- 
traire le  second  membre  est   essentiellement  une   fraction; 


2tt2  PKOPrvlÉTÉS    PRINCIPALES 

donc  il  est  absurde  de  supposer  que  R  et  Pl'  ne  soient  pas  pre- 
miers entre  eux. 

Il  résulte  de  là  que  ,  si  l'on  convertit  en  fraction  continue 
une  fraction  dont  les  deux  ternies  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux,  et  si  l'on  forme  ensuite  toutes  les  réduites  jusqu'à  la 
dernière  inciusivcment,  on  ne  retrouvera  pas  la  fraction  ]no- 
posée,  sous  sa  forme  primitive,  mais  bien  celte  même  fraction 
réduite  à  sa  plus  simple  expression,  c'est-à-dire  débarrassée 
du  plus  grand  diviseur  commun  à  ses  deux  termes. 

,       ...        348 
Soit  ,  par  exemple,   la  traction  —. 

En  la  convertissanl  en  fraction  continue,  on  trouve 

348  ,         I 

-^  =  o  -h ; 

924  „    ,    I 


.  +  ' 


.+- 


€t  les  réduites  sont. 


I 
9 


o       r       1       s>      .3      nç) 

7  '  2  '  3  '  "5  '  y  '  ^ 


La  dernière  réduite  -^  est  la  valeur  de  la  fraction  — ^    dé- 
77  9^4 

barra'isée  du  facteur  12  commun  à  ses  deux  termes. 

170.  Seconde  PROPRiÉTK,  —  En  reprenant  la  fraction  continue 
générale         x  ■=:  a  A- 


Ua  reconnaîtrait  aisément,  par  un  raisonnement  analo{^{ue 
à  celui  qui  a  déjà  été  fait  an  n°  163  sur  un  exemple  particulier. 
<|ue  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  la  première  et  la  seconde 
réduite,   entre  la  seconde  et  la  troisième,  et  ainsi  de  suite; 
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d'où  l'on  pourrait  conclure,  par  analogie,  qu'en  général  la 
valeur  de  x  est  comprise  entre  deux  réduites  consécutives  de 
rang  quelconque . 

Mais  nous  allons  démontrer  cette  propriété  fort  importante 
d'une  manière  plus  {'jénérale. 

P       O 

Soient,  pour  cet  ciFet,  deux  réduites  consécutives,  —,    -^  , 

de  rang  quelconque  ;  et  proposons-nous  d'évaluer  les  différences 

Remarquons   que  si ,  dans  l'expression  de  la  réduite  sui- 
vante,  —7  ou  7y-~r^' ?  o"  ^^t-'t  a  la  place  du  quotient  incom- 

plel  r  ,  le  quotient  complet  y,  ou  r  -}-  - 


'+- 


dont  m'est  que  la  partie  entière  ,  on  reproduira  la  valeur  du 
nombre  réduit  en  fraction  continue,  puisque  alors  on  aura  la 
vcduile  de  la  fraction  continue  totale.  On  aura  donc  ,  d'après 
cette  reinarque , 


?_   —  Qr  +  P'  _   L  _  (QP'  —  PQ^)j^- 
P'  ~  Q>  4-  F        P'  ~   (Qjr  H-  P"^' 


d'c 


Q  PQ'   _    QP 

et  X —  ~  --^ —  —    —       ^ 


Q        {<^j  H-  P')Q'  ' 

ou,  à  cause  de     QP'— PQ'  =  zti,   PQ'— QP'=rHi  (n°  168), 

^      P  _       ^y 

p'~(Qy+p')P" 

Q  ^        -  I 

""     Q'      CQ'j-4-P')Q" 

Cela  posé,  comme  les  nombres j',  P,  P',  Q,  Q',  sont,  par  leur 
nature,  essentielle uieiît  positifs,  il  s'ensuit  que  les  deux  ré- 
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sultats  précédens   sont    de  signes  contraires .    Doue ,  si  l'on 

P  .  .  .  0 

a  :r  ^  ou  <^  — ,,  on  doit  avoir  nécessairement  :c  <^  ou  ^  ^  ; 

ce  qui  veut  dire  que,  si  le  nombre  réduit  eu  fraction  continue 
est  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  réduite  —,  ce  même  nombre 

est  plus  petit  ou  plus  grand  que  —,.  Donc  enfin,  la  valeur  du 

nombre  réduit  en  fraction  continue  est  toujours  comprise  entre 
deux  réduites  consécutives  de  rang  quelconque. 

Hemarqle.  —  Si  la  réduite  ^,  est  de  rang  pair,  le  numéra- 

Q         P  ,  , 

teur  de  la  différence  entre  —  et  p; ,  ou  QP  —  PQ  ,  est  positif 

P  O 

et  égal  à  +  I   (11°  168);   ainsi  l'on  a    x  '^ -^.  ç.\.  x  <Z.  ~  . 

Donc,  toutes  les  réduites  de  rang  pair  sont  des  fractions  plus 
o-rajïdes ,  et  toutes  les  réduites  de  rang  impair  sont  des  frac- 
tions plus  petites  que  le  nombre  réduit  en  fraction  continue. 

171.  Troisième  propriété.  —  Lue  réduite  de  rang  quel- 
conque donne  une  valeur  plus  approchée  de  x  que  celle  qui  la 
précède. 

En  effet,  considérons  encore  les  deux  différences  du  n°  170. 
Comme  on  a  (n°  167)  Q'  >  P',  il  s'ensuit  que  le  dénomina- 
teur {Q'r  -f  F)  Q'  est  >  (Q>  -f-  PO  P'  ;  d'ailleurs jr  est  >  i  j 

donc,  par  cette  double  raison  ,  la  différence  entre  .r  et  —,    est 

P 

numériquement  moindre  que  la  différence  entre  x  et  — ,. 

Remarque.  — Puisque,  d'après  la  remarque  du  n°  170,  les 
réduites  de  rang  pai>  sont  des  fractions  plus  grandes,  et  les 
réduites  de  rang  impair  sont  des  fractions  plus  petites  que 
la  valeur  de  x,  et  que  d'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être 
démontré,  les  réduites  convergent  sans  cesse  vers  la  valeur  de 
a:,  à  mesure  qu'elles  s'éloignent  de  la  première  réduite,  on 
doit  nécessairement  conclure  : 

i"^.  —  Que  les  réduites  derang/;û/r  vont  en  diminuant  de 
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valeur,  à  partir  de  la  seconde;  2°.  Qu'au  contraire ,  les  ré- 
duites de  rang  iwjuiir,  à  partir  de  la  pvcmièrc  ,  vont  en 
augmentant  de  valeur. 

172.  QuATRiÈsiE  PROPRIÉTÉ.  —  Le  dcgré  d'approxir.'.alion 
que  donne  chaque  réduite,  peut  être  évalué  de  plusieurs 
manières  : 

D'abord,  de  ce  que  (n°  170)  la  valeur  de  x  est  comprise 

,       .  ,  P      Q     .-    , 

entre  deux  reuuites  cousecutives  quelconques—,  —,,il  s  en- 
suit que  la  difle'rence  entre  x  et  l'une  de  ces  réduites  est 
moindre  que  ,    différence  qui  existe  eulre  les  deux  ré- 

duites. Donc  déjà,  Verreur  commise  lorsqu'on  prend  une 
de  ces  deux  réduites  pour  la  valeur  de  s.  ,  est  moindre  que 
l'unité  divisée  par  le  produit  de  leurs  dénominateurs. 

En  second  lieu,  puisque  la  di.Térence  entre  a:  et -^  ,  est, 
abstraction   faite   du  signe,   exprimée  (11°  170)  par 

(Q>-hP')Q'  '  ^^  """"^  ^'°"  ""^^  '  '  '^'°"  (Qj+P)  Q'XQ'-f  P')Q', 

il  en  résulte  nécessairement 

Q    ^  ï 


X 


Q'  ^  (Q'  +  P')Q" 


et  a  fortiori ,       :c  —  -    <  — -. 

Ainsi ,    la  différence  entre  x  et  ——,  ,   ou  l'erreur  conimise 

r) 

lorsqu'on  prend  ^  pour  la  valeur  de  x,  est  inoindre  que  l'u- 
nité divisée  par  le  ijroduit  du  dénominateur  de  la  réduite  , 
multiplié  par  la  somme  faite  de  ce  même  dénominateur  et  de 
celui  de  la  réduite  pj-é  ce  dente  ;  ou  moins  exactement,  inais 
eu  termes  plus  simples ,  que  l'unité  divisée  par  le  carré  du 
dénominateur  de  la  réduite  considérée. 

iV.  B.  Il  est  à  remarquer  que  les  trois  propriétés  piécé- 

i5 
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dentés  reposent  sur  le  même  calcul,  celui  du  n"  170  :  ce  qui 
en  rend   les  de'monslrations  plus  faciles  à  retenir. 

173,  Cinquième  et  dekxiLrf  propriété.  —  Une  réàuiic  de  rang 
quelconque  approche  plus  de  la  valeur  de  x  ,  non-seulemen^ 
qu'aucune  des  réduites  jnccédenles ,  mais  encore  qu'aucune 
autre  fraction  dont  le  dénominateur  est  moindre  que  celui  de 
la  réduite  considérée  ;  en  sorte  que  l'on  peut  assurer  qu'il 
n'existe  pas  d'autre  fraction  qui,  en  termes  plus  simples ^ 
donne  une  valeur  pliis  ajiprochc-e  de  x. 

Soient  —  ia  réduite  c!ue  l'on  considère,  et  — ;  une  fraction 

(J'  *■  m 


aueîcop^quc.  telie  que  l'on  ait  m'-<Q';  je  dis  que — ;    n'ap- 
proche pas  plus  de  .r  que  — ,. 

En  effet,   remarauons  d'abord  que  la  fraction — ;  ne  sau- 

'  m 

.  .  Q  i" 

rait    être    conquise    entre    —,     et     —  ;   car,  pour  que  cela 

m  P 

fût,  il  faudrait  que  la  différence  entre  — r    et  --—  ,    savoir  , 
'  ^  VI  r 

mP'   —   Pw'  ,  .  .         •    j  1      'tv- 

,  lut  numériquement  moindre  que  la  uilrerence 

m'V 

1  Q  P  •       .•  11  •  n'      n     ' 

entre  -^  et  -—  :  ce  qui  est  unpossilMe  puisque  mP  — vm  . 

P'Q  Q  P  ^  (  r         i 

nombre  entier,   est   au   moins  ér;al  à   i,  et  que    m'P'  est   plus 

petit  que  P  Q',   à  cause   de  l'hypollièse  772'<;;Q'.  (On  ne  peut 

T.    /  1  .     -        .    m         P  , 

supposer  mV  —  rm  =  o,  car  il  en  résulterait  — >  =  —  ;  et  la 

^       ■       rn     .         -i-  1-j-  •-•jQi 

fraction  — ;  étant  identique  avec  la  réduite  qui  précède  —- ,   la 
m  V: 

proposition  serait  déjà  démontrée.) 

P'      Q 
Puisque  (n°  170)  x  est  compris  entre  p    et  —7, et  (jue,  d'après 

ce  qui  vient  d'être  dit ,  il  ne  peut  en  être  de  même  de  la  ftac- 

^     .,    ,         .       .  •  1»        •    -, 

tion  — ,  il  s  ensuit  uecessaireiucnt  que  ,  si  l  on  écrit  ces  quatre 
m' 
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nombres  par  ordre  (ic  {grandeur,  on  ne  pourra  fonner  que  les 
deux  combinaisons  suivantes 

P  q  W  ,   .  771  P  Q 

Dans  le  premier  cas,  il   est  évident  que  la  difîe'rence  entre  .v 

'"  1  1  1       V  ,r  -  0 

et  — ;  est  plus  jnanue  que  !a  aillcrence  entre  x  et  — ,. 
m  (^ 

Dans  le  second,  elle  est  plus  !,rande  que  la  dificrencL' eittre 

V 
X  et  — ,  tt  à  plus  forte  raison ,  jdus  grande  que  celle  qui  cNisle 

oiitie    X   et    -'—.  C.  Q.  F.  D. 

C'est  au  reste  ce  f[a'on  peut  encore  reconnaître  esi  calculant, 
d'après  le  procède  du  n°  170.  la  dilTerence  x  —  — ;,  et  coni- 

parant  son  expression  à  celle  de  la  difiérence  x  —    ^-^ ,  établie 

même  numéro. 

174.  Pour  terminer  la  tbéovie  élémentaire  lîcs  iVactsuns 
continues  ,  nous  indiquerons  l'usage  qu'on  peut  et!  faire  dans 
l'évaluation  approxin^aîive  d'une  iracliou  iiréduciihle  tlont  les 
termes  sont  très  .;^,raiids. 

On  réditiL  d'abord  le  nombre  proposé  en  fraclicn  coiilinm , 
d'après  le  j>rocédé  du  n  "  1G4;  puis  on  forme  les  rédiiiles  con-^ 
sccutives ,  en  suivant  la  loi  du  n°iGG.  On  obtient  ainsi  une  sérié 
de  fractions  allernaiivemenl  plus  grandes  et  j)l:is  petites  que 
le  nombre  proposé  {n'^  170)  :  et  parmi  ces  fractions ,  on  cl.oisil 
celle  qui  donne  le  degré  d' approximation  (pie  l'on  désire  a\'oir 

pour  la  fraction.  Ce  degré  est  (^n"  172)  marqué  par — ; 

ou  -— -,  si  —    est  la   réduite   considérée,  l.j  réduite   doit  être 

(ii°  171)  d'un  rang  d'autant  plus  éloigné  qu'on   veut  avoir  un 
plus  grand  degré  d'ajqiroximation. 

i5.. 
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Soit  propose,  pour  exemple,  d'e'valuer  appvoximalivement 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

On  sait  que  ce  rapport ,  exprimé  en  décimales,  a  pour  va- 
leur, à  moins  d'un  cent-millième  près,  3,  lAiSq  ou,   — - — ^. 

^  -^  looooo 

On  trouve  d'abord  pour  la  valeur  de  ce  nombre  réduit  en 
fraction  continue, 

3i4i59                            I 
— - — ^  ou  X  —  3  -I 

lOOOOO  .     I 


V-r 


i5  + 


I 


25       ' 


^ 


1  + 


7+i' 


ce  qui  donne  ,  pour  les  réduites  consécutives ,  d'après  la  loi  du 
numéro  166  , 

3     22     333     Z55    9208    gSGS     76149     3i4i59 
1'    7  '    106'    ii3'   2981'   3o44'   24^39'    looooo' 

22 
En  prenant  d'abord  —  pour  la  valeur  du  nombre  proposé, 

■    j  I  I  . 

on  commettrait  une  erreur  momdrc  que  — — ; — -.  ou  -p-.  :  mais 

7(7+0        5b 
cette  réduite  donne  encore  un  degré  d'approximation  plus  con- 
sidérable :  car,  puisque  le  nombre  proposé  est  compris  entre 

22      333  22 

—  et — T^,  il  s'ensuit  que  —  diffère  de  ce  nombre  d'une  quan- 
5        100  ^7 

.    ,             22       333  I         .     .     ,, 

tite  moindre  que  — 7-,o\x  —y-  ;   ainsi ,  i  erreur  commise 

*■       7         lob         742 

est  beaucoup  moindre  que .  Aussi  ce  nombre  • — ,  ou  3  -, 

^  '^       100  7  7 

est-il  fréquemment    employé   pour  exprimer  le  rapport  de 

la   circonférence  au   diamètre.    C'est   le  rapport    donné  par 

Archimede. 


I 
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355 

La  quatrième  réduite, — 5,  qui  n'est  pas  beaucoup  plus  com- 

333 
plique'e  que  — tt,  clonae  une  valeur  bien  plus  approchée  :  car 

355      q?.o8      ,     j.^. 
le  nombre  propose  e'taut  compris  entre  — ^  et  "^—^  ,    la  ciitte- 
^  ^  1x3       293 I 

355  .    ,  I 

rence  entre  ce  nombre  et  — -  est  moindre   que  — ;:; , 

Il  3  ^        110X2931 

fraction  e'videmment  plus  petite  que  o.ooooi.  Il  esta  remar— 

11        c       ■        355    ^  3i4i5q    ,         , 
quer  que  les  deux  iractions  — -  et  — = — •^,  dont  la  première 
^  iio        100000  ^ 

est  exprime'e  e:i  termes  bien  plus  simples,  donnent,  en  de'ci- 

jnales ,  la  même  approximation  pour  le  rapport  de  la  cir- 

confe'rence  au  diamètre.    C''est  le  /Yijjjjort  donné  par  Adrien 

Métius.  Les  réduites  suivantes  sont  trop  complique'es  pour 

être  substitue'es  avec  avantage  au  nombre  propose'. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'examen  des  proprie'te's 

des  nombres  ;  mais  nous  recommanderons  aux  jeunes  gens 

qui,  déjà  familiarisés  avec  l'analyse  algébrique,  voudraient 

étendre  leurs  connaissances  sur  cette  partie,  la  lecture  de  deux 

ouvrages  intitulés  :  Théorie  des  Nombres,  par  Legendre,   et 

Disqiiisitiones  Arithmeiicœ,  de  Gauss ,  ouvrage  traduit  avec 

beaucoup  de  succès  par  iM.  Pouîel-Delisle^ 


K\TRAeTIO?f    DE    LA    KaCI.VE    CARBEE 
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CHAPITRE   YI. 

Formation  des  Puissniiccs,  et  extraction  des  Raci?ies 
carrées  et  cubiques  des  nomhres. 

§  i*''.  rorrnation  du  carré  cl  extraction  de  la  racine  carn'e. 


47o.  Notions  préliminaires.  —  On  appelle  carré  (n^  108)  ou 
seconde  2jnissanced\\n  nom  lire,  le  produit  de  ce  li  ombre  mul- 
lit.lié  par  liii-iuème,  ou  le  produit  de  deux  facteurs  e'jjjaux  à  ce 
uoui!>;e,  Qi  racine  carréeoa  2""(ruu  nouibrc,  un  second  nom- 
bre qui,  multiplie  par  lui-même,  eu  cleve  au  carre,  donne 
pour  résultat  le  nombre  proposé. 

Ainsi,  7  a  poisv  carré  49  ;  et  réciproquement,  ^9  a  pour  ra- 
cine carrée  7.  De  même,  i?.  a  pour  carré  19.  x  12  ou  i44  J  ^^ 
récipro([uemont ,  la  racine  carrée  de  i44  *st  12. 

La  lormation  du  carré  d'un  nombre  entier  ou  fractionnaire 
ii'e.\i(;e  aucun  jnocedé  particulier  :  il  suffit  de  multiplier  ce 
nombre  par  lui-même,  d'après  les  rèj{,les  connues. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'extraction  de  la  racine 
carrée,  qui  a  pour  objet  :  Ln  nombre  étant  donné ,  trouver  le 
nombre  fjiiî,  multiplié  par  lui-même,  peut  produire  le  nombre 
propo.^é.  Celle  question  ne  peut  être  résolue  que  par  une  opé- 
ration es.sentiellement  diflerente  de  celles  qui  ont  été  exposées 
jusqu'ici;  elle  est  d'ailleurs  d'une  très  grande  importance  dans 
la  Géométrie  et  dans  l'Algèbre. 

Cela  posé,  les  dix  premiers  nombres  cntieis  étant 

1,    2,    3,      4,      5,      G,      7,     8,      9,      10, 
dont  les  carrés  sont 

1,   4,   9,    16,    2.5,   36,   49,   64,   81,    100, 
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il  en  resuite  que  rëciproqueincnt ,  les  nonihres  de  la  seconde 
ligne  ont  pour  racines  carrées  les  nombres  de  la  première. 

A  l'inspection  de  ces  deux  lignes,  on  reconnaît  que,  parmi 
les  nombres  cntieï's  d'un  ou  de  deux  cliiffies^  il  n'y  en  a  que 
neiifc[m  soient  des  carrés  d'autres  nombres  entiers  ;  les  autres 
ont  pour  racine  carrée  un  nombre  entier  pîus  une  fraction. 

Ain.si,  53;  qui  est  compris  entre  49  el^  ^4  ,  a  pour  racine 
cariée  7  plus  une  fraction.  D,-  même  ,  gi  a  j^our  racine  carrée 
q  plus  une  fraction. 

176.  Mais,  ce  qui  est  très  remarquable  ,  c'est  qu'un  7i07nbre 
cnlier  qui  n'est  pas  le  carré  d'un  autre  nombre  entier,  ne 
peut  pas  a^oir  non  plus  pour  racine,  un  nombre  fi  actionnaire 
exact. 

Cette  proposition  C[ui ,  au  premier  abord,  peut  jsaraîlrc  un 
paradoxe,  est  uiie  conséquence  du  principe  établi  (n°  130)  sur 
la  divisibilité  des  nombres.  En  tlFet,  pour  r[u'un  nombre  frac- 


tionnaire exact,  j,  puisse  être  re^jarile  comme  la  racine  carrée 

1 .  ,  .....  ,    a       a  à'  . 

d  un  nombre  entier,  1:  îaut  que  son  carre,  y  ><  r-  o'-i  t-  •>    -oit 

o       b'         b 

égal  à  un  nombre  entier.  Or,  cela  est  impossible  :  car,  supuo- 

«       .         ,    .     , 
sons,  ce  t|ui  est  toujours  permis,  que -^  soit  reiiuit  a  sa  plus 

simple  expression;  «-  et  b"^  n'ont  pas  (11°  150)  d'autres  facteurs 

premiers  que  ceux  cjui  entrent  dans  a  el  b  ;  et  puisque  ces 

deux   derniers  nombres  sont  premiers  entre   eux  ,   il   en  est 

a^ 
de  même  de  a'  et  b'.  Ainsi,  j-    est   U!i   nombre    fractionnaire 

irréductible,   et   ne  peut,   par   conséquent,   être   égal   à    un 
nombre  entier. 

La  racine  carrée  d'un  nombre  entier  cjui  n'est  pas  le  carré 
d'un  autre  no;nbre  entier,  ne  pouvant  être  exprimée  par  au- 
cun nombre  exact,  s'appelle  nombre  incommensurable  ou  ir- 
rationnel; c'est-à-dire  qui  ne  peut  pas  se  mesurer  exactement 
au  moyen  de  l'unité.  Ainsi,  ^z  2  ,  y  5,  ^  1 1 ,  sont  des  nombres 
incommensurables  ou  irrationnels. 
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On  dit  alors  que  le  nomhre  proposé  n"est  pas  un  carré 
parfait. 

177.  La  di  Jérei'iCe  de  deux  carrés  parfaits  consécutifs  est 
d'autant  plus  considérable  que  les  racines  de  ces  carrés  sont 
plus  grandes  ;  et  l'expression  de  cette  différence  est  utile  à 
connaître. 

Soient,  à  cet  effet,  deux  nombres  entiers  consécutifs-  a  et 
a  -T-  I. 

On  a  (n°  il2)  {a +  by=  (a  +  b)  (a -i- 0)  —  a^ -^2ab  ■}- b""; 
d'où,  en  faisant  b  =  i  ,^      (^  +  i  )^=«^+2a  -f-  i- 

La  différence  entie  (rt-f-î)'  et  a'  est  donc  Q.a-1- i:  d'où 
l'on  voit  que  la  différence  entre  les  carrés  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs  est  égale  eu  double  du  plus  petit  de  ces 
deux  nombres ,  augmenté  d'une  unité.  Ainsi ,  la  différence 
entre  les  carrés  de  348  et  de  3  (7,  est  égale  à  i  fois  347  P^"^^  ^i 
ou  à  6g5;  ou  bien,  en  d'autres  termes,  les  carrés  de  347  etde 
348  comprennent  694  nombres  entiers ,  qui  ne  sont  pas 
des   carrés  parfaits. 

Ces  notions  établies  ,  proposons-nous  de  rechercher  un  pro- 
cédé pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  ,  en  commen- 
çant par  les  noinbres  entiers. 

178.  Extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier. 

Si  le  nombre  u'a  qu'un  ou  deux  chiffres,  sa  racine  s'obtient 
immédiatement  d'après  l'inspection  des  neuf  premiers  nombres 
(n°  17o)  ;  considérons  donc  un  nombre  de  plus  de  deux  chif- 
fres ,  6084 ,  pai'  exemple. 

Ce  nombre  étant  composé  de  plus  de 
deux  chiffres  ,  sa  racine  en  a  plus  d'un; 
d'ailleurs  ,  il  est  plus  petit  que  10000 , 
qui  est  le  carré  de  100  ;  ainsi,  la  racine 
n'a  ni  plus  ,  ni  moins,  que  deux  chif- 
fres ,  c'est-à-dire  qu'elle  renferme  des 
dixaines  et  des  unités.  Or,  si  l'on  dé' 
signe  les  dixaines  par  a,  et  les  unités  par  b,  on  a  (a"  177) 

6084  =  (a  4- ô)*  =  a' +  2fl6 -f  ^»»  ; 


6  0  S  4 

49 

I  I  8.4 

78 

148 

8 

I   I  8  4 

n84 
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ce  qui  prouve  que  le  carre  d'un  uouilue  compose  de  dixaines  et 
d'unités,  renferme  le  carré  des  dixaines,  plus  le  double  pro- 
duit des  dixaines  par  les  unités,  plus  le  carré  des  unités. 

Cela  posé,  si  l'on  pouvait  découvrir  dans  6084  le  carré  des 
dixaines  de  la  racine,  on  obtiendrait  facilement  les  dixaines; 
mais  le  carré  d'un  nombre  exact  de  dixaines  ne  pouvant  donner 
qu'un  nombre  exact  de  centaines  ,  il  s'ensuit  c[ue  ce  carré  doit 
se  trouver  clans  la  partie  60  à  gauche  des  deux  derniers  chif- 
fres, c[ue  l'on  sépare,  pour  cette  raison  ,  par  un  point;  mais 
cette  partie  peut  d'ailleurs,  outre  le  carré  des  dixaines,  ren- 
fermer des  centaines  et  mille  ,  provenant  des  autres  termes  du 
carré.  Or,  le  nombre  60  est  compris  entre,  les  deux  carrés  49 
et  64  ,  doîît  les  racines  respectives  sont  -j  et  8  ;  et ,  je  dis  que  7 
est  le  chiffre  des  dixaines  cherché;  car  6000  est  évidemment 
compris  entre  49°°  et  6400  ,  qui  sont  les  carrés  de  -jo  et  80  ; 
il  en  est  de  même  de  6084.  Donc  la  racine  demandée  se  com- 
pose de  7  disaines,  et  d'un  certain  nombre  d'unités  moindre 
que  dix. 

Le  chiffre  des  dixaines,  7,  étant  trouvé,  on  l'écrit  à  droite 
du  nombre  donné,  en  le  séparant  par  un  trait  vertical  ;  puis  on 
retranche  son  carré  49 ,  de  60  ,  ce  qui  donne  1 1  pour  reste ,  à 
côté  duquel  on  abaisse  les  deux  autres  chiffres  ,  84.  Le  résultat 
1184  de  cette  première  opération  contient  encore  le  double 
produit  des  dixaines  par  les  unités  et  le  carré  des  unités.  Or, 
des  dixaines  multipliées  par  des  unités  ne  pouvant  donner 
au  produit  des  unités  moindres  que  des  dixaines ,  le  dernier 
chiffre  4  ne  fait  pas  partie  du  double  produit  des  dixaines  par 
les  unités  ;  ainsi  ce  double  produit  se  trouve  renfermé  dans  la 
partie  à  gauche  i  18  c[u'on  sépare  du  chiffre  4  par  un  point. 

Donc,  si  l'on  double  les  dixaines,  ce  qui  donne  i4,  et 
qu'on  divise  1 18  par  i4>  le  quotient  8  est  le  chiffre  des  unités, 
ou  un  chifïre  plus  fort  que  celui  des  unités.  Ce  cjuo tient  ne 
peut  pas  être  trop  faible,  puisque  1 18  contenant  le  produit  du 
double  des  dixaines ,  i4  ,  par  les  unités,  il  faut  qu'on  puisse  eu 
retrancher  le  produit  de  i4  parle  chiffre  qu'on  essaie  ;  mais  il 
peut  être  trop  fort,  parce  que  118,  outre  ce  double  produit, 
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contient  encore  des  dixaines  provenant  du  carre  des  unités. 
Pour  vérifier  si  ie  quotient  8  exprime  les  unités  ,  il  suffit  de 
l'écrire  à  la  droite  de  i4  ,  ce  qui  donne  148  ,  puis  au-dessous  de 
lui-^même,  et  de  multiplier  148  par  8.  On  forme  évidemment 
par  là  r".  le  carré  des  unités,  2°.  le  double  produit  des  dlxaiues 
par  les  unités.  Or,  cette  multiplication  effectuée  donne  pour 
produit  I  184,  nouîbre  égal  au  résultat  de  !a  première  opéra- 
lion  ;  et  en  le  retranchant  de  ce  résultat,  on  a  o  pour  reste  ; 
donc  "jS  est  la  racine  demandée. 

En  eflet,  il  résulte  dis  opérations  précédentes,  que  l'on  a 
retranché  successivement  de  6084,  le  carré  de  7  dixaines  ou 
de  70,  ]>ius  le  double  produit  de  -jo  par  8 ,  plus  enfin  le  carré 
de  8  ,  c'est-à-dire  les  lif)is  parties  qui  entrent  dans  la  composi- 
tion du  carré  de  70 -f-  8  ou  ^8;  et  comme  le  résultat  de  la 
soustraction  est  o  ,  il  s'ensuit  que  6084  ^^'^  ^^8  '^  ''*^'  carré  de  -^8. 

Soil,  pour  second  aoccwple ,  le  nombre  84 1- 

Ce  nombre  étant  comoris  entre  100  et 
icoo,  sa  racine  se  compose  encore  de 
deux  chiffres,  ou  de  dixaines  et  d'unités. 
On  prouvera,  comme  dans  l'exemple  pré- 
cédent, que  la  racine  du  plus  fjrand  carré 
contenu  dans  8,  ou  dans  la  partie  à{>,auche  ^ 

■  des  deux  derniers  chiffres,  est  lechiflVe  des  dixaines  de  la  ra- 
cine. Or,  le  plus  grand  carré  contenu  dans  8  est  4,  dont  la 
racine  est  2  :  c'est  la  chijj're  des  dixaines.  Si  l'on  retranche  le 
carré  de  2,  ou  4»  du  nombre  8,  il  reste  4  ;  abaissant  à  côté 
de  ce  ret^te  la  tranche  suivante  4i,  on  obtient  44'»  résultat 
qui  renferme  encore  le  double  produit  des  dixaines  par  les 
unités, plus  le  carré  des  unilés. 

On  prouvera  encore,  comme  dans  l'exemple  précédent,  que, 
si  l'on  sépare  le  dernier  chiffre  1  par  un  point,  et  qu'on  divise 
la  partie  à  gauche  44  P'''"  4  >  double  des  dixaines ,  le  quotient 
sera  le  chiffre  des  imités ,  à  moins  cju'il  ne  soit  plus  fort  que  ce 
chiffre.  Ici ,  le  quotient  est  1 1,  et  il  est  évident  qu'o:i  ne  peut 
pas  avoir  plus  de  9  pour  les  unités  (car  autrement,  ce  serait 
supposer  que  le  chiffre  trouvé  pour  les  dixaines  ne  serait  pas 
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le  véritable).  Il  faut  donc  essayer  g  :  pour  cela,  on  place  9  à  la 
droite  de  4»  double  des  dixaiiies,  puis  au-dessous  de  lui- 
mèuje,  et  l'on  multiplie  49  par  9.  Or,  cette  luulliplication 
donne  le  produit  44' >  "1"^  ^^^  *^(ï^^  ^^^  résultat  de  la  première 
opération;  ainsi,  29  est  la  racine  demandée. 

En  ré fle'c hissant  sur  le  procédé  qu'on  vient  de  suivre  pour 
extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  de  Iroù  ou  de  quatre  chif- 
fres,  on  voit  qu'il  se  compose  de  deux  opérations  principales. 
La  preinicre  consiste,  après  avoir  séparé  les  deux  derniers 
chiffres  A  droite  ,  à  extraire  la  racine  du  plus  i^rand  carré 
contenu  dans  la  partie  à  gauche,  et  à  retrancher  ce  carré.  Celle 
racine  exprime  nécessairement  les  dixaines  de  la  racine  totale  ; 
car  le  carré  de  cette  racine  suivie  d'nn  zéro,  et  le  carré  de 
cette  même  racine  augmentée  d'une  unité  et  suivie  également 
d'un  zéro  ,  comprennent  évidemment  le  nondjre  proposé.  La 
seconde  opération  consiste,  après  avoir  abaissé  les  deux  cbiffres 
à  droite  du  reste,  et  après  avoir  séparé  le  dernier  de  ces  deux 
chifi'res  par  un  point,  consiste,  dis-je,  à  diviser  la  partie  à 
gauche  par  le  double  du  chijjre  déjà  trouvé  à  la  racine.  Le 
quotient  exprime  les  unités,  à  moins  qu'il  ne  soit  trop  fort;  et 
pour  s'assurer  s'il  n'est  pas  trop  fort,  on  forme  ie  carré  de  ce 
quotient,  et  le  produit  du  double  des  dixainespar  ce  quotient. 
Si  la  son)n'ie  qu'on  obtient  est  é[;ale  ou  inférieure  au  résultat 
de  la  première  opération ,  on  est  sur  fiue  le  quotient  représente 
les  unités,  et  on  l'écrit  alors  à  la  droite  des  dixaines  ;  dans  le 
cas  contraire ,  on  diminue  le  c^uotient  d'une  ou  de  plusieurs 
unités. 

Remarque. —  Dans  la  recherche  de  la  racine  carrée  d'un 
Hombre,  on  ne  peut  obtenir  d'abord  le  carré  des  unités  :  car 
<;e  carré  donne  en  général  (11°  17o)  des  dixaines  qui  se  combi- 
«ent  avec  celles  que  fournit  le  double  produit  des  dixaines  par 
les  unités;  en  sorte  qu'il  est  impossible  de  déterminer  d'une  . 
manière  précise  dans  quelle  partie  du  nombre  proposé  se 
trouve  le  carré  des  unités. 

Nous  prendrons  pour  troisième  exemple,  un  nombre  qui 
n'est  pas  un  carré  parfait  :  soit  le  nombre  1287. 
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En  appliquant  à  ce  nombre  le  procédé  i  2.8  " 
ci-dessus,  on  trouve  35  pour  ratine,  et  62 
pour  reste;  ce  qui  indique  que  le  nombre 
1287  n'est  pas  un  carré  parfait,  mais  qu'il 
est  compris  entre  le  carré  de  35  et  celui 
de  36.  En  effet,  le  carré  de  35  est  i225,  et  *-*  -^ 

celui  de  36  est  1296,  nombre  qui  surpasse  1225  de  71  ou  de 
35  X  2+  I  (n^  177). 

Ainsi,  lorsqu'un  nombre  entier  n'est  pas  un  carre  parfait,  le 
procédé  prescrit  fait  connaître  la  racins  du  plus  grand  carré 
conlenu  dans  ce  nombre,  ou  Ijien  encore,  la  partie  entière  de 
la  racine  carrée  de  ce  nombre. 

Nous  verrons  bientôt  comment  on  obtient  approximative- 
ment la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine. 

179.  Passons  à  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre 
de  plus  de  c^uatre  chiffres. 

Soit  56821444  ^6  nombre  proposé. 
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Le  nombre  proposé  surpassant   10000,  sa  racine  doit  être 

plus  grande  que  100,   c'esl-à-dire  avoir  plus  de  deux  chiffres. 

.  ^  Mais  quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  toujours  la  regarder  comme  une 

*  collection  d'unités  simples  et  de  di\aines  (car  soit  5367  un 

■,  nombre  quelconque,  il  est  décomposable  en  536o  +  7,  ou  536 

dixaines  plus  7  unités»). 

Dès  lors,  le  carré  de  cette  racine ,  ou  le  nomlne  proposé,  se 
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compose  de  trois  parties,  savoii'  :  le  carré  des  dixaines,  plus  le 
double  produit  des  dixaioes  par  les  unités,  plus  le  carré  des 
unités.  Or  le  carré  des  dixainesdonneau  luoius  des  ccutaiiies  • 
donc  la  dernière  tranche  ,  44,  '^e  peut  en  faire  partie  ;  et  c'est 
dans  la  partie  à  gauche  que  se  trouve  ce  carré. 

Je  dis  )naintcnant  que,  si  l'ou  cherche  la  racine  du  plus 
grand  carré  contenu  dans  56821 4  considéré  comme  exprimant 
des  unités  simples  ,  on  aura  le  nombre  total  des  dixaines  de  la 
racine  demandée. 

En  effet,  soit  a  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans 
568214  ;  il  s'ensuit  d'abord  que  la  racine  demandée  a  au  moins 
un  nombre  a  de  dixaines,  puisque  a^  X  100  peut  alors  être 
retranché  de  5682 i4oo,  et  ù fortiori,  de  56821 444-  D'ailleurs, 
la  racine  ne  saurait  avoir  {a  -\~  i)  dixaines  ;  car  {a-{-  ly  étant 
plus  grand  que  568214,  («  +  i)^  X  100  surpasse  56821 4oo 
d'une  centaine  au  moins,  et  par  conséquent  est  plus  grand 
que  5682i444- 

Donc  enfin  ,  la  racine  demandée  se  compose  de  a  dixaines 
plus  un  certain  nombre  d'unités  moindre  que  dix ^  et  la  ques- 
tion est  ainsi  ramenée  à  extraire  la  racine  carrée  du  nombre 
568214,  considéré,  pour  le  moment,  comme  exprimant  des 
unités  simples. 

En  raisonnant  sur  ce  nombre  comme  sur  le  nombre  proposé, 
on  est  conduit ,  pour  avoir  les  dixaines  de  sa  racine,  à  extraire 
la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  la  partie  gauche 
de  14,  c'est-à-dire  dans  5682  ;  et  pour  obtenir  les  dixaines  de 
cette  nouvelle  racine,  il  faut  encore  faire  abstraction  des  deux 
derniers  chiffres  82  ,  et  extraire  la  racine  du  plus  grand  carré 
contenu  dans  56. 

Extrayons  donc  la  racine  de  56  :  il  vient  7  pour  49;  on  écrit  7 
à  la  droite  du  nombre  proposé  ,  et  l'on  retranche  49  de  56,  ce 
qui  donne  pour  reste  7,  à  côté  duquel  on  abaisse  la  tranche  sui- 
vante 82  (parce  qu'il  faut  maintenant  déterminer  le  second 
chiffre  de  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  5682). 
Séparant  le  dernier  chiffre  à  droite  de  782, puis  divisant  78 par 
14 )  double  de  la  racine  déjà  trouvée,  on  a  pour  quotient  5 
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que  l'on  ecril  à  la  droite  de  i^  ,  ce  qiïi  donne  \^5  ;  puis  e'cri- 
vanl  5  au-dessous  de  i45,  on  uiultipiie  1 45  par  5,  et  l'ou 
sousliail  le  produit  -jsS,  de  78?.;  ^5  représente  alors  la  col- 
lection des  dixaines  de  la  racine  du  nonilrre  5689.14. 

Pour  LU  obtenir  les  unités,  on  abaisse  à  coté  du  reste  5^,  la 
trauclie  145  ce  qui  donne  5';i4  dont  on  sépare  !e  dernier  chif- 
fre. Divisant  Si-yi  par  i5o, double  de  la  racine  déjà  trouvée,  ou 
a  pour  quotient  3  que  l'on  écrit  à  droite  de  i5o,  ce  (jui  donne 
îSoS;  puis  écrivant  3  au-dessous  de  i5o3,  on  niuiliplie  i5o3 
par  3  et  l'on  retranche  le  produit  45o9,  de  5714;  753  exprime 
alors  le  nombre  total  des  dixaines  de  la  racine  demandée. 

Enfui ,  pour  avoir  le  chiffre  des  imités,  on  abaisse  à  coté  du 
reste  i2o5,  la  dernière  tranche  44;  1*^"^^  faisant  abstraction 
du  dernier  chiffre,  on  divise  la  partie  à  gauche  12004  par 
i5o6,  double  de  la  lacinedéjà  trouvée;  il  vient  pour  quotient 8 
que  l'on  écrit  à  la  droite  de  i5o6,  ce  qui  donne  i5(,68.  Mul- 
tipliant i5o68  par  8,  et  soustrayant  le  produit  i9.o544,  ou 
obtient  zéro  pour  reste.  Donc  ^538  est  la  racine  demandée. 
Pour  vérifier  l'opération  ,  il  suffit  de  niuilipliev  ^538  par  iui- 
lucme  ,  d'après  les  règles  de  la  multiplication  arithmétique. 

Si  l'on  a  bien  saisi  les  différentes  parties  de  l'opération  pré- 
cédente, on  en  conclura  facilement  le  procédé  suivant  : 

Scparez  le  nornbre  en  tranches  de  deux  chijjres  chacune ,  à 
commencer  par  la  droite  (le  nombre  uts  tranches  ist  égal 
AU  NoMnr.E  DES  CHIFFRE.».  DE  lA  RACINE  ).  Prenez  la  racine 
du  j:lns  grand  carré  contenu  dans  la  première  tranche  à  gau- 
che,  ([ui  peut  n'avoir  qu'un  seul  chiffre,  et  retranchez  le 
carré  du  chiffre  trouvé ,  de  la  première  tranche  à  gauche. 

Abaissez  à  côté  du  reste  la  seconde  tranche  à  gauche,  dont 
vous  séparez  le  dernier  chiffre  par  un  point;  puis  divisez  la 
partie  à  gauche  de  ce  chiffre  par  le  double  de  la  racine  déjà 
troui'ée.  Écrivez  le  quotient  à  côte  du  double  de  la  racine  ;  mul- 
tipliez le  nombre  ainsi  formé ,  par  ce  quotient,  et  retranchez  le 
produit,  du  premier  reste  suivi  de  la  seconde  tranche. 

Abaissez  à  côté  du  nouveau  reste  la  troisième  tranche;  sé- 
[latez  le  dernier  chiffre  ,  et  divisez  la  partie  à  gauche  par  le 
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double  de;  la  racine  déjà  trouvée;  écrivez  le  quotient  à  la  droite 
de  ce  diviseur,  puis  multipliez  le  nombre  ainsi  formé,  par  le 
quotient ,  et  retranchez  le  produit ,  du  second  reste  suivi  de  la 
troisième  tranche.  Continuez  ainsi  cette  série  d'opérations 
jusqu'à  ce  que  vous  ajez  abaissé  toutes  les  tranches. 

Si,  à  la  lin  de  (onlcs  ces  opérations,  vous  n'obtenez  aucun 
reste,  le  nombre  prouost-  est  un  cane  parfait.  Si  vous  obtenez 
un  reste,  le  uombre  n'est  pas  un  carre  parfait:  mais  vous  con- 
naissez alors  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  le 
nombre ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  partis  enti'eredc  la  ra- 
cine carrée  de  ce  nombre.  Ce  reste  doit  être  (n"  177)  moindi'e 
que  le  double  delà  racine  trouvée,  plus  i  :  autrement,  les  cliif- 
fres  de  la  racine  auraient  été  mal  déterminés. 

i80.  iSous  proposerons  pour  nouvdies  applications,  d'ex- 
traire les  racines  carrées  des  nombres  i  ■^698849  et  698485  ;  on 
trouvera 

K  1 '^698849=  42*^7*   V^  ^9^4^5=^35  ,   avec  un  reste  1260. 

Première  remarque.  — Dans  le  premier  de  ces  deux  exem- 
ples ,  quand  on  a  abaissé  l'avant-dernière  tranclitf  et  séparé  le 
dernier  cliilTre,  comme  la  partie  gauche  se  trouve  moindre  que 
le  double  de  la  racine  déjà  trouvée,  cela  indique  cjue  la  racine 
n'a  pas  d'unités  de  l'ordre  des  dixaines  ;  alors  il  faut  mettre  un 
o  à  la  racine  afin  de  donner  aux  chiffres  déjà  obtenus  leur  va- 
leur relative. 

Deuxième  remarque.  —  Il  résulte  de  la  nature  même  du 
procédé  précédent ,  que  le  nombre  des  chiffres  de  la  racine  est 
égal  au  nombre  des  tranches  de  deux  chiffres  qu^on  peut  for- 
mer dans  le  nombre  proposé.  Mais  cette  proposition  se  dé- 
montre à  priori ,  c'est-à-dire  sans  le  secours  du  procédé. 

Eu  effet,  le  carré  de  lo""',  ou  du  plus  petit  nombre  de  // 
chiffres,  est  égal  à  l'unité  suivie  de  2  (//  —  i)  ou  de  a/i  —  2 
zéros,  et  exprime  le  plus  petit  nombre  de  in — i  chiffres. 

D'un  autre  côté,  le  carré  de  10",  ou  du  plus  petit  nombre  de 
(n  -f-  i)  chtiïres,  est  égal  à  l'unité  suivie  de  in  zéros,  et  exprime 
le  plus  petit  nombre  de  (on  4-  i)  chiffres. 
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Doue  tout  nombre  composé  de  (^n —  i)  cbifTies,  ou  de  2n 
au  plus ,  c'est-à-dire  un  iiombi*e  décomposablc  eu  n  traucbes 
de  2  chiffres  (dout  l'une  peut  n'avoir  qu'un  seul  chiffre),  a 
sa  racine  comprise  entre  lo""'  et  lo",  et  par  conse'quent 
composée  de  n  chiflres. 

181.  Troisième  remarque.  —  On  reconnaît  souvent  à  la 
simple  inspection  d'un  nombre  entier,  qu'il  n'est  pas  un  carré 
parfait  ;  et  cela  peut  être  utile  dans  la  pratique.  ^  oici  les  in- 
dices principaux  : 

1°.  Tout  nombre  pair  pouvant  être  exprimé  par  in,  son 
carre  4«''  est  essentiellement  divisible  par  4- 

Ainsi,  Tout  nombre  pair  quin' est  pas  divisiblepar^  (ii"lo6), 
n'est  pas  un  carré  parfait.  De  même,  le  cane  d'un  nombre 
impair  (2/2 -f-i)  élaut  (4«'' -r  4" "!"•)?  "ombre  qui,  diminué 
d'une  unité,  devient  néccssairenient  divisible  par  4,  il  s'ensuit 
que  tout  nombre  impair  qui,  diminué  de  \,  ne  donne  pas 
un  résultat  divisible  par  ^  ,  ne  peut  être  un  carré  parfait. 

2".  En  général ,  l'out  nombre  qui,  ajanl  un  fadeur  pre- 
mier a ,  n'est  pas  divisible  par  et^,  ne  peut  être  un  carré  parfait. 
Car,  la  racine  carrée  de  ce  nombre,  si  elle  était  entière,  ne 
pourrait  être  (n"  lôOj  que  de  la  forme  an  dont  le  carré  u^n^ 
est  divisible  par  t.'.  Ainsi  un  nombie  divisible  par  3  ou  5  doit 
être  en  même  temps  divisible  par  g  eu  25  pour  pouvoir  être 
un  carré  parfait.  De  même ,  un  nombre  divisible  par  i5,  doit 
être  divisible  par  225  ,  même  numéro ,  pour  pouvoir  être  un 
carré  parfait, 

Z°.  Aucun  nombre  terminé  par  un  des  quatre  chiffres  2,  3,  "y  ,8^ 
ne  peut  être  un  carré  parfait.  Car,  d'après  la  composition  du 
carré  d'un  nombre  qui  renferme  plus  d'un  chiffre  (n°  173),  les 
unités  simples  de  ce  carré  ne  peuvent  provenir  que  du  carré  des 
unités  de  la  racine.  Or,  en  formant  les  carrés  des  neuf  premiers 
nombres,  on  voit  qu'aucun  d'«  ux  n'est  terminé  par  les  chiflres 
2, 3, '7, 8, 

k°.  Aucun  nombre  terminé  par  le  chifjre  5,  ne  peut  cire  uncarré 
parfait  si  le  chiure  de  ses  dixaines  n'est  pas  2.  Ce  caractère  se 
déduit  encore  de  la  composilion  du  carre  d'un  nombre  de  deux 
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OU  plusieurs  chiffres.  Les  deux  derniers  chiffres  du  nombre  pro- 
posé ne  peuvent,  dans  ce  cas,  provenir  du  cane  des  unités 
de  la  ratine,  puisque  le  chiffre  des  unités  étant  5,  le  double 
produit  des  dixaincs  par  ce  chiffre  est  nécessairement  un  certain 
nombre  de  centaines.  Or  le  carré  de  5  est  25  ;  donc  !e  nombre 
doit  être  terminé  par  sS. 

5°.  Enfin,  Aucun  nombre  terminé  par  des  zéros  en  nombre 
impair ,  ne  peut  être  itn  carré  parfait.  Cela  est  évident,  puis- 
([ue,  si  la  racine  était  exacte  ,  elle  ne  pourrait  être  qu'un 
nombre  entier  terminé  par  un  ou  plusieurs  zéros;  et  son  carré 
devrait  être  terminé  par  deux  fois  autant  de  zéros  qu'il  y  en 
aurait  à  la  raci;'.e  ,  et  par  conséquent ,  par  un  nombre  pair  de 
zéros ,  ce  qui  serait  contraire  à  la  supposition. 

Extraction  de  la  racine  carrée  par  approximation. 

182.  Lorsqu'un  nombre  entier  n'est  pas  le  carré  d'un  autre 
nombre  entier,  on  ne  peut  (n°  176)  obtenir  la  valeur  exacte  de 
sa  racine  carrée  ;  mais  il  est  du  moins  po:>sible  d'approcher 
autant  que  l'on  veut  delà  véritable  valeur  de  cette  racine. 

Avant  d'exposer  les  règles  relatives  à  l'évaluation  approchée 
des  racines  carrées,  il  est  nécessaire  d'établir  que,  le  carre' 

d'une  fraction  ou  d'un  nombre  fractionnaire,  y,   étant  7-  X  - 

o  b       b 

à'-         ,  .  -  .  ,     ^     d^         a 

ou  -T— ,  recinrocfuement,  la  racine  carrée  de   y-  est -r- 

^^  '  ^       ^  '  b^         b 

Donc,  pour  extraire  la  racine  carrée  d'une  fraction  dont  les 
deux  termes  sont  des  carrés  parfaits  ,  il  suffit  d'extraire  la 
racine  carrée  du  numérateur  et  celle  du  dénominateur,  puis 
de  diviser  la  première  par  la  seconde. 

Cela  posé ,   soit  ,  en  général ,  proposé  CCext^aire  la  racine 

carrée ,   à    une    fraction  près,  -    {voj'ez  la  note  du  n''   9j), 

d'un  nombre  a ,  entier  ou  fractionnaire  ;  supposons,  en  d'autres 
termes  ,  que  l'on  demande  un  nombre  qui  diffère  de  la  racine 

carrée  de  a,  d'une  quantité  moindre  que  la  fraction  - 

16 


'i^'i  EXTRACTION    DE    LA    P,ACI\E    CARRI'e 

Pour  y  parvenir,  observons  que  a  peut  être  mis  sùjxs  lat 


forme 

rt  X  n 


Or,  si  l'on  désigne  par  rla  partie  entière  de  la  racine  carrée  de 
««%  ce  nombre  an"  est  alors  compris  entre  /-^  et  (/--f-  r)';  donc 

aussi  — ;■   est  compris  entre  —  et  ^ — - — -  ;  par  conséquent 


la  racine  de  a  est  elle-même  comprise  entre  celles  de  —  et 

j     (''+  0'      ,       .    ,■  '■         '-4-1 

ae ,   c  est-a-ujre  entre-   et . 

«'  ji  n 

Donc  enfin  -     rejirésente    la    racine    carrée  de   a.    à  une 

iraction    près,  -. 

D'où  l'on  peut  conclure  le  procédé  suivant  :  Multipliez  le 
nombre  donné  a  ,  par  le  carré  du  dénominateur  n ,  de  la  frac- 
lion  qui  détermine  le  degré  d' approximation  que  vous  vouiez 
avoir  ^  extrayez  la  partie  entière  de  la  racine  carrée  du  pro- 
duit,  et  divisez  cette  partie  entière  par  le  dénominateur  n. 

Soit,  pour  premier  exemple ,  à  extraire  ia  racine  carrée  de 

r        '      '        ' 

oq ,    a   —  près. 

12 

Multipliez  Sg  par  (12)^  ou  î44;  il  vient  8490  dont  la  racine 

carrée  a  pour  partie  entière  92. 

-.02         q3         ,  ,     ,    ;.      ,     I        , 

Donc  :^—  ou  ^^  est  la  racine  carrée  de  oq,  a  —  près. 
12  12  -^12 

Répétons  sur  cet  exemple  la  démonstration  qui  a  été  déve- 
loppée ci-dessus. 

r  1        -  .    .  •  1     f  SqXCl-a)' 

Le  nombre  09  peut  être  mis  sous  la  lorme. .   — — — — — , 

ou,  effectuant  les  calculs  du  numérateur, ,    \^ • 

(12)-' 

i^îdis  la  racine  de  8496,  à  une  unité  près  ,  étant  92,  il  s'en- 
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84q6          ^                     .              (92)'  (o3)^    ^ 

suit  que  -~->  ou  00,  est  compris  entre  -^-  et  y—-.  Donc 

^       (12)^             ^                 *                  (12)^  (12)' 


la  racine  carrée  de  5q  est  elle-même  comprise  entre  ^  et  ^-' 

12  10' 


92 


c'est-à-dire  que  cette  racine  diffère  en  moins  de  —,  et  en  plus 

12  ^ 

de  —,  d'une  fraclion  moindre  que  — . 
la  12 

r       «•  .    1  -    j     92     .   j     93  8464     8640 

Lu  eliet,  les  carres  de  '-^~  et  de  ^^  sont  --^-,   — i^,  nom- 
12  12  (12)       (12)' 

8496 
bres  qui  comprennent  entre  eux  — --  ou  00. 

Soit,  pour  second  exemple,  le  nombre  fractionnaire  3i  - 

7 
221      ,  ,  j    ,         .  ,    ,     I 

ou  ,  dont  on  demande  la  racine  carrée  a  — p  près. 

7  2d   ' 

^  ,     .      j       221  ,    ova        .    221   X    (23)^  „ 

Le  produit  de  par  (23)''  est  ~  ou  eltectuant 

7  7 

I         I     1   •    j-       -  -  116909 

les  calculs  indiques  au  numérateur,   '■^—^■,  ou  efiectiiaut  la 

1 
j 

2 
division,    16701   -,  nombre  dont  la  racine  carre'e,  à  une  unilé 

1 
près,  est  129. 

.•     •     Ï29  f   i4  1  ,       ,      .,     A     ,      I 

Ainsi    —^  ou  o  — ;7  est  la    racine  carrée    de   3i   -,   a  — 
23  20  ^'        23 

près. 

A~.  B.  —  Dans  l'exemple  précédent,  on  a  extrait  la  racine 

cariée  de  16701    -  en    faisant  abstraction   de  la   fraction  -'  , 

,.  .^  .  .  ^ 

parce  qu'il  est  évident  que  ,  si  16701  est  compris  entre  les  car- 

2 
rés  de  129  et  de  i3o,  il  doit  en  être  de  niètne  de  1670 1  -. 

7 

Cette   observation  est  applicable  à  tous  les  cas  où  l'on  a 

besoin  de  connaître  seulement  la  partie  entière  de   la  racine 

-carrée  d'un  nombre  fractionnaire  :  il  suffit  de  considérer  la 

partie  entière  contenue  dans  ce   nombre,  et  d'en  extraire  la 

rwcîwe  à  une  unité  près. 

16   . 
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jNous  proposerons  pour  exercice,  les  exemples  suivaus: 

V  "  =75  =  ^  ?5'  ^T5P'"' 

»  /     o         ^97  /  37     ,     I 

\     223  =  -^  =    14  7^,    a  7-  près, 

V/  79  —  =  -—  =  8  —  =  8  -^ ,  a  —  près , 

V  '^  II  20  20  10        20^ 

.  /  7  22          1 1      ,     I 

V  70  =  5-  =  —'    a   5- près. 

V  li  50  i5         3o  "^ 

L'artifice  qui  sert  de  base  au  procédé  pour  approcher  de  la 
racine  carrée  d'un  nombre  ,  consiste  à  comprendre  le  nombre 
proposé  entre  les  carrés  de  deux  nombres  fractionnaires  dont 
le  dénominateur  commun  soit  celui  de  la  fraction  qui  déter- 
mine l'approximation ,  et  dont  les  numérateurs  ne  diffèrent 
entre  eux  que  de  l'unité. 

183.  U approximation  en  décimales ,  qui  est  la  plus  usitée, 
est  une  conséquence  de  la  règle  précédente. 

Pour  obtenir  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  —  , 

10 

, ....  près ,  il  faut .  en  vertu  de  cette  règle,  multiplier 

100     1000        ^  '  "  i 

le  nombre  proposé  par  (lo)'^,  (100)%  (1000)-.  .  .  .  ,  c'est-à-dire, 
placer  à  la  droite  du  nombre,  deux ,  quatre,  six. .  . .  zéros, 
puis  extraire  la  racine  carrée  du  produit ,  à  une  unité  près , 
et  diviser  celte  racine  par  10,  100  ,  1000.  .  .  . 

En  d'autres  termes,  écrivez  à  la  droite  du  nombre  proposé 
OEDX  FOIS  autant  de  zéros  que  vous  voulez  avoir  de  chiffres  dé- 
cimaux /  extrayez  la  partie  entière  de  la  racine  carrée  de  ce 
nouveau  nombre,  et  séparez  vers  la  droite  du  résultat  le 
nombre  de  chiffres  décimaux  demandé. 

Soit ,  par  exemple,  à  extraire  la  racine  carrée  de  7,  à  

près. 

En  e'crivant  six  zéros  à  la  droite  de  7  ,  on  obtient  7C00000, 
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nombre  dont  la  racine  carrée  a  pour  partie  entière,  2645.  Ainsi 
2,645  est  la  racine  demandée  ;  ce  c[ui  veut  dire  C[uc  la  racine 
carrée  de  -j  est  comprise  entre  2,645  et  2,646. 

N.  B.  —  Comme,  après  avoir  écrit  le  nombre  de  ze'ros  con- 
venable, on  est  conduit  à  séparer  le  nombre  en  trancbes  de  deux 
chiffres,  à  partir  de  la  droite,  on  peut  se  dispenser  d'écrire 
d'avance  les  tranches  de  deux  zéros,  et  ne  placer  chaque  tranche 
qu'au  fur  et  à  mesure  qu'on  veut  obtenir  un  nouveau  chiffre 
décimal  à  la  ratine. 

Voici  le  tableau  du  calcul ,  pour  l'exemple  prccc'deuî  : 

;  I     2645 

3  0.0  j      4-^  1  ^2.4  I    028.5 

2  4  0.0     j        6  I       4  I  5 

3   o  4  o  o 

3975 

Donc    2,645  est  la  racine  demandée. 
On  trouverait  pareillement 


V/2C)  =  5,38,    à     près; 

^  100 

y  7.1')  =  i5,o665,  à près. 

'  loooo  '■ 

Remarque.  —  La  fraction  décimale  provenant  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  entier  qui  n'est  pas  un  carré  parfait  , 
quoique  composée  d'un  nombre  illimilé  de  chiffres,  ne  saurait 
jamais  èive  périodique  ;  car  sans  cela  ,  comme  ou  a  vu  (n°'  io9 
et  i60)  que  toute  fraction  périodique  équivaut  à  une  fraction 
ordinaire  limitée,  il  en  résulterait  qu'un  nombre  commcn- 
surable  serait  égal  à  un  nombre  irrationnel  (  n°  176)  ,  ce  qui 
est  absurde. 

184.  Lorsque  le  nombre  dont  on  demande  d'évaluer  la  rac  ine 
carrée  en  décimales,  est  fractionnaire ,  il  peut  se  présenter  deux 
cas:  ou  le  nombre  proposé  est  déjà  wne fraction  décimale ,  ou 
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Lien,  c'est  une  fraction  ordinaire.  Examinons  successivement 
ces  deux  cas. 

Pre^iieh  cas.  —  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  de 
3,425. 

Comme,  d'après  la  règle  du  n°  182,  il  faut  multiplier  ce. 
liOmbre  par  (1000)-  ou  ioooooo,cela  revient  évidemment  à 
c'criie  d'a'.îord  trois  ze'ros  à  la  droite  du  nombi-e,  puis  à  suppri- 
mer la  virfjule.  On  obtient  ainsi  8425000  ,  nombre  dont  la  l'a— 
cine  ,  à  unité  près,  est  1849. 

Donc  I  8jq  est  la  racine  demandée,  à  près. 

'     "  1000  '^ 

Kègle  générale. —  Pour  extraire  la  racine  carrée  d'une Jrac- 
iioji  dcciiyiale,  rendez  d'abord  le  nombre  des  chijfres  décimaux 
DOUBLE  du  nombre  des  chijfres  décimaux  que  vous  voulez  avoir 
à  la  racine,  ce  qui  se  fait  en  écrivant  un  nombre  convenable 
de  zéros  à  la  droite  du  nombre  proposé^  faites  abstraction  de 
la  virgule  dans  le  nouveau  nombre,  et  extrayez-en  la  racine,  à 
une  unité  prés ^  puis  enfin,  séparez  vers  la  droite  de  cette  ra- 
cine le  nombre  de  chijfres  décimaux  demandé. 

Cette  rè[',le  est  d'ailleurs  une  conséquence  du  procédé  (n°  89) 
do  la  multiplication  des  fractions  décimales,  en  vertu  duquel 
le  carré  d'une  fraction  décimale,  ouïe  produit  de  cette  frac- 
tion par  elle-même  ,  doit  contenir  le  double  du  nombre  des 
cliiffres  décimaux  qui  entrent  dans  la  racine. 

N.  B.  —  Dans  l'exemple  précédent,  si  l'on  demandait  la  ra- 
cine de  3,4^5  à —  près  seulement,  il  sufarait,  pour  multi- 
plier par(io)*  ou  100  ,  d'avancer  la  virgule  de  deux  ranj^s  vers 
];i  droite,  ce  qui  donnerait  342,5  ;  puis  (X  Z>.,  n°  182),  faisant 
abstraction  delà  partie  à  droite  de  la  virgule,  on  extrairait  la 
racine  carrée  de  342  à  une  unité  près.  On  trouverait  j8  {>nur 
cette  racine  ;  et  par  conséquent  i  ,8  serait  la  racine  demande'e. 

Second  cas.  —  Pour  évalueren  décimales  la  racine  carrée  d'un 
nombre  fraclionnaite  quelconque,  réduisez  d'abord  le  nombre 
en  décimales,  d'après  le  procédé  du  n°  91,  et  poussez  l'opéra- 


I 
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tion  jusqu'à  ce  que  vous  oyez  deux  fois  autant  de  chijfres  dé~ 
ctmaux  que  vous  voulez  en  avoir  à  la  racine;  puis  opérez: 
comme  dans  le  cas  précédent. 

Soit,  par  exemple ,   à  extraire  la  racine  carrée  de  —^  à 

1 

près. 

lOO  * 

On  trouve  d^borJ,  d'après  le  procédé  cité,  — —  rr=  23  >846:  ; 

1  u 

d'où,  appliquant  la  vès^le  du  preuaiei"  cas  , 


v/ 


3io  I 

-— =rA,bb,   a  ■  prcs. 

i3  ICO  '■ 


Voici  tle  aouvelles  applications  des  deux  règles  précédentes  t 


\/3i  ,02'j  =  5,670,      à  0,001        près; 
1/  ûjuiooj  =  o,  10004,  à  0,00001    près; 

\/ 2  -^     =1,6931,    à   0,0001      près; 


v/ 


— ;         =;  0,886,      à  0,001        près; 


Observations  importa\tes  sur  l'extraction  de  la  racine  carréa 
des  fractions. 

18».  Jusqu'à  préseu!;  nous  avons  supposé  que,  dans  Tévaluci— 
tion  approchée  des  racines  ,  le  dcp,ré  d'approximation  était  in- 
diqué d'avance  ;  et  les  transformations  que  nous  avons  fait 
subir  aux  nombres  proposés ,  étaient  des  conséquences  de 
celte  supposition.  Mais  il  y  a  des  cjuesiions  numériques  pour 
lesquelles  le  degré  d'apj)roxiniation  n'est  pas  d'abord  fixé  - 
el  dans  ce  cas,  il  est  du  moins  nécessaire  de  soumettre 
les  nombres  à  àcs  préparations  qui  permettent  de  se  for- 
mer une  idée  nette  du  degré  d'approximation  obtenu  pour  le 
résultat. 

Pour  nous  faire  micu.x  comprendre  ,  propo5CU5-nous  d'er— 
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traire  la  racine  carrée  J'ane  frac  Lion  payant  pour  dénomina- 
teur, ou  uu  wovahre.  premier,  ou  un  nombre  dont  les  facteurs 
premiers  n'y  soient  éleve's  qu'à  la  première  puissance  :  tels  sont 
les  nombres  iS ,  i4  ou  2  X  7  ,  1 5  ou  3  X  5. 

En  multipliant  les  deux  termes  de  celte  fraction  parle  denc- 

7  .    .         ab  ■,,-,'■  1 

minatcur  t>,  on  oljtient  j— ;  et  si  Ion  ae^igne  par  r  la  partie 

•  <        1    1  -3  .  7     1    .         •  ah         a 

entière  de  la  racine  du  numérateur  au  ,u  s  ensuit  que  -7—  ou  y 

r^.       (r_i-  xY  a 

est  compris  entre  7- et  — -, .    Donc   la  racine  cariée   de  -z- 

*  b-  b"^  b 

, ,         .  .  r        r  -\-  \      .     .    r 

est  ciie-meme  comprise  entre   .  et   — -. —  ;  ainsi   -   représente 

la  racine  ae   ^,  a  une  fraction  près  marquée  par  -. 

Le  résultat  n'est  approché  ici  qu'à  j.  Mais  si  l'on  voulait  un 
plus  grand  degré  d'approximation ,  on  pourrait  chercher  la 
racine  carrée  de  akji.  une  fraction  près,  -  par  exemple.  {Vqy. 

.  r 

11°  182.)  Désignant  alors  par  —la  valeur  de  cette  racine,  on  au- 

rait  y  ab  compris^ntre  —  et  ,  et  par  conséquent  i/  j-^ 


.     -'  r         /'  -t-  I 

compris  eAtre   — r  et  — ; — . 
^  nb  nb 


Ainsi  —r  serait  la  valeur  de  \  /  y .   à  une  fraction  près  mar- 
nb  \   b 

I 

quee  par  —7. 
*        '       nb 

Soit,  par  exemple,  -"^^  la  fraction  proposée.   Cette  fraction 

n  X  i3  qi       _,    ,  .  ,1  ^       . 

revient      ' — r —  ou  -f^.  Or  la  racine  carrée  de  91  esi  9,  a 

(i3|-         (i3)^ 

«iRe  unUé  près  ;  donc  -^  est  la  racine  demandée,  à  —=  près. 
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Yeut-OH  un  plus  grand  degré  d'approximation?  Extrayant 
la  racine  carréi,'  de  gi  h  o,oi  près  (n"  185),  on  trouve  0,53. 

-,  /  7        o,53        q53     ,       I 

Donc  \  /  -^  =  2-^^  =  -^— — ,  a  — —  près. 

N.  B.  —  Dans  cet  exemple,  on  a  trouvé  -„-  pour  une  valeur 

lo   ^ 

approche'e  de  la  racine  carrée  de  -^,  c'est-;\-dire  une  fraction 

plus  grande  (^xxQ  la  fraction  proposée  elle-même.  Or  cela  doit 
être,  puisque  le  carré  d'une  fraction  est  le  produit  de  cette 
fraction  par  elle-même,  et  que,  dans  îa  multiplication  des  frac- 
tions proprement  dites  (n^60),  le  produit  est  toujours  plus  pe- 
tit que  l'un  des  facteurs. 

L'artifice  de  la  transformation  précédente ,  qui  consiste  à 
mulliplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  dénominateur, 
a  pour  objet  de  rendre  le  dénominateur  un  carré  parfait ,  afin 
que  la  valeur  approchée  de  la  racine  à  extraire,  soit  repré- 
sentée par  une  fraction  ordinaire  exacte,  et  qu'on  paisse  juger 
ainsi  du  degré  d'approximation  obtenu.  Or  nous  avons  déjà  dit 
(n°8)  qu'on  ne  peut  se  former  une  idée  nette  d'une  fraction 
ou  d'un  nombre  fractionnaire  ,  qu'en  concevant  Vanité  divisée 
en  un  nombre  exact  de  parties  égales  dont  on  prend  un  cer- 
tain nombre. 

186.  Il  5  a  des  cas  où  l'on  peut  rendre  le  dénominateur  d'une 
fraction  un  carré  parfait  sans  être  obligé  de  mulliplier  les  deux 
termes  par  ce  dénominateur  :  ce  sont  ceux  où  le  dénomina- 
teur renferme  déjà  un  facteur  carré  parfait.  Dans  ce  cas ,  il 
sufiit  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  fac- 
leur  non  carré  parfait. 

23 
Soit,  par  exemple  ,  la  fraction  73. 

i\o 

Remarquons  que  48  est  égal  à  16  X  3  ou  (4)^  X  3  ;  ainsi,  en 
multipliant  les  deux  termes  par  3  ,  on  a  pour  fraction  équiva- 

^^"*^5  ttt; 7^  ou  -— ^  :  et  le  dénominateur  est  ainsi  rendu 

(4)^x(3r-     (12)^-' 

un  carré  parfait. 
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Es  txayant  maiutetiant  la  racine  de  69  à  —  près,  par  exemple, 

•  j  00  8,3        83  -         .      , 

ce  qui  donne  b,  o  ,  on  trouve  — —  ou pour  la  raciiiedeman- 

12         120  ' 

déc,   à  près. 

120  ' 

C'est  à  cette  modification  qu'on  doit  rapporter  la  prépara- 
tion qu'il  faut  avoir  soin  de  faire  subir  à  toute  fraction  déci- 
male dont  on  veut  extraire  la  racine  carrée  ,  préparation  qui 
consiste  à  rendre  le  nombre  des  chijfres  dccimaiix  pair  (s'il  ne 
l'est  pas  déjà). 

Soit,  par  exemple  ,  la  fi-action  décimale  5,249. 

Le  dénominateur  de  cett'.^  fraction  étant  1000  ou  lao  X  10, 
il  sufllt  de  muhiplier  par  10  les  deux  termes  de  la  fraction  ,  ce 
qui  revient  à  placer  un  o  à  la  droite  du  nombre  proposé^  et  l'on 
obtient  ainsi  5,2490.  Extrayant  alors  la  racine  de  52490  à  une 
unité  près,  ou  trouve  229.  Ainsi  2,29  est  la  racine  demandée  à 

I 

près. 

100 

187.  Presque  tous  les  auteurs  ,  en  rendant  compte  de  l'ex- 
îractiou  de  la  racine  carrée  par  approximation,  établissent  en 
principe,  que,  pour  extraire  la  racine  carrée  d'une  fraction, 
il  faut  extraire  la  racine  carrée  du  numérateur  et  celle  du  dé- 
nominateur. Ce  principe  est  évident  (n"  182)  lorsque  les  deux 
termes  sont  des  carrés  parfaits;  mais  il  cesse  de  l'être  si  les 
dev.x  termes  sont  des  nombres  entiers  quelconques.  Voilà 
pourquoi  nous  n'avons  établi  ce  principe  que  pour  le  cas  où 
les  deux  termes  sont  des  carrés  parfaits.  Il  résulte  ensuite  de  ce 
(|ui  a  été  dit  n°'  183  et  13o  ,  t[u'il  est  encore  vrai  \x>nr  une 
fraction  dont  le  dénominateur  est  un  carré  parfait  ;  et  main- 
tenant, on  peut  l'admettre  pour  toute  espèce  de  fraction , 
sans  aucun  inconvénient,  dans  les  appUcatious  ivHiworlques  , 
puisqu'en  définitive ,  il  faut  toujours,  pour  évaluer  la  racine 
carrée  de  la  fraction ,  en  venir  à  rendre  le  dénominateur  un 
carré  parfait. 

188.  ScoLiE  cLnéral. —  Il  résulte  évidemment  des  principes 
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qui  ont  été  cléveloj)pcs  ci- dessus,  qu'un  nombre  entier  étant 
donné,  on  peut  toujours  obtenir  l'expression  exacte  de  sa  ra- 
cine carrée  si  ce  nombre  est  un  carré  parfait,  ou  bien ,  une  va- 
leur aussi  approchée  que  l'on  veut  de  cette  racine  si  le  nombre 
n'est  pas  un  carré  pariait  ;  et  il  en  est  de  même  des  nombres 
fractionnaires. 

Ces  principes  sont  d'ailleurs  tout-à-fall  indépendans  du  sys- 
tème  de  numération  dans  lequel  on  opère",  c'est-à-diie  que 
les  procédés  qui  ont  été  établis  pour  la  rccliercîie  de  la  racine 
carrée  des  nombres  ,  soit  entiers,  soit  fractionnaires  ,  dans  le 
système  décimal  ,  seraient  absolument  semblables  dans  tout 
autre  système  de  numération.  Les  commeiiçans,  pour  se  fami- 
liariser avec  ces  procédés,  feront  bien  d'effectuer  des  extrac- 
tions de  racine  dans  divers  systèmes,  par  exemple  dans  le 
système  duodécimal.  Ils  reconnaîtront  sans  peine  que,  pour 
l'extraction  de  îa  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  scit  exacte- 
ment, soit  en  fractions  duodécimales,  il  suffit  d'opérer  d'après 
les  règles  exposées  aux  n°'  179  et  lOo;  que,  pour  l'extraction 
de  la  racine  carrée  des  fractions,  il  faut  faire  subir  aux  frac- 
tions des  préparations  analogues  à  celles  qui  ont  été  indiquées 
aux  n°»i84,  18o,  186. 

Telle  est ,  enfin  ,  la  nature  des  nombres  reconnus  pour  être 
des  carrés  parfaits  dans  le  système  décimal,  que  ces  mèuîes 
nonibres  exprimés  dans  un  tout  autre  système,  y  sont  encore 
des  carrés  parfaits;  et  les  nombres  qui  n'ont  pas  de  racines 
exactes  dans  le  système  décimal  n'en  ont  pas  davantage  dans 
un  autre  système.  Ainsi,  les  nombres  quatre,  neuf,  seize.  . .  .  , 
(quarante  neuf .  .  .  . ,  quatre  vingi-un.  . .  . ,  sont  des  carrés  par- 
faits dans  tous  les  systèmes  ;  et  les  nombres  deux ,  trois .  .  .  .  , 
sept. . .  .  ,  onze.  .  .  .  ,  n'ont  de  racine  exacte  dans  aucun  sys- 
tème. Cela  tient  à  ce  cjue  la  proposition  du  u°  lî'G  repose  sur 
tes  principes  démontrés  aux  ii°'  129  et  130,  et  que  ces  principes 
sont  indépendans  de  toute  bypolLèse  particulière  sur  le  sys- 
tème de  numération. 
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§  IL  Formation  du  cube  et  extraction  de  la  racine  cubique 
des  nombres. 

109,  On  appelle  cube  ou  troisième  puissance  d'un  nombre, 
le  produit  du  trois  facteurs  égaux  à  ce  nombre ,  et  racine  cu- 
bique ou  troisième  d'un  iionibre,  le  nombre  qui,  cleve'  au 
cube,  reproduit  le  nombre  propose, 

La  forniation  du  cube  d'un  nombre  entier  ou  fractionnaire 
se  réduit  donc  à  deux  multiplications  successives,  c[ue  l'on 
effectue  d'après  les  règles  connues. 

Les  dix  premiers  nombres  étant 

I,   2,    3,     4,     5,       6,         7,        8,       9,        lo, 
on  trouvera  pour  expressions  de  leurs  cubes  , 

I,   8,   27,   64,    i^-C),  216,   343,   5i2,   729.    1000. 

Par  exemple,  le  cube  de  7  étant  égal  37X7X7,  on  dit 
d'abord:  7  fois  7  font  49»  et  ensuite  7  fois  49  font  343;  et 
ainsi  des  autres. 

Réciproquement ,  les  nombres  de  la  seconde  ligne  ci-dessus 
ont  pour  racines  cubiques  les  nombres  de  la  première. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  ces  lignes,  que  parmi  les 
nombresd'un,  dedeux,  oude  trois  cbiffres,  il  n'y  en  aqueneu 
qui  soient  des  cubes parfaitsj  chacun  des  auti'es  a  pour  racine 
cubique  un  nombre  entier  plus  une  fraction  ,  laquelle  /ze  peut 
s'exprimer  exactement.  En  effet,  admettons  pour  un  instant 
qu'un  nombre  entier  N  ait  pour  racine  3*^  exacte  un  nombre 

fractionnaire  tel  que  j;  il  faudrait  qu'en  élevant  j  au  cube  , 

a       a       a 

on  pût  reproduire  N.  Or  cela  est  impossible,  car  j  X  j  X  t 

donne  pour  résultat  j-^;  et  comme  on  peut  toujours  supposer 

que  V  est  un  nombre  fractionnaire  irréductible,   il  s'ensuit 
^      0 
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que  a  et  ù  sont  premiers  entre  eux  ;  donc  (u°  150)  il  en  est  de 

même  de  a^  et  b-'-.  ainsi  7-  est  aussi  un  nombre  fi actionnaire 

U' 

irre'ductjble,  qui,  par  coi.se'qucnl,  ne  peut  cire  égal  à  un  nom- 
bre entier  N. 

Les  racines  cubiques  des  nombres  entiers  qui  ne  sont  pas 
des  cubes  exacts  d'autres  nombres  entiers  ne  peuvent  donc  pas 
s'obtenir  exactement ,  et  sont  aussi  (n"  176)  ,  par  conséquent , 
des  nombres  incommensurables  ou  irrationnels. 

190.  De  même  que  ,  pour  découvrir  le  procède'  de  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  quelconque ,  nous 
avons  eu  besoin  de  nous  fonder  sur  l'expression  du  carre'  d'un 
binôme  [a-\-b)^  c'est-à  dire  de  la  somme  de  deux  quantités  ;  de 
même,  pour  l'extraction  delà  racine  cubique,  il  est  indispen- 
sable de  connaître  la  composition  du  cube  de  cette  somme 
ia-\-b). 

Or,  on  a  déjà  trouvé  (u°  1T7)  c|ue 

{a  -f-  by  ou   (a  -{-  b)   (a  ■+■  b)  =  a"-  -{-  -lab  +  b"". 

Si  l'on  multiplie  ce  premier  re-  d'  ~\-'xab-\-b'^ 

sultat  par  a  -]-  b , a-î-  b 


d'après  la  règle   établie  (n''  112)  a^ -\--2.d'b -\-ab' 

pour  la  multiplication  des  poly-  -\- a'' b -^  làb''^ -\- b^ 


nomes  ,  et  qu'on  fasse  la  rédaction  a^-^3ab  -f-  3ab-  -f-  b^ 

des  termes  semblables  ,  on  obtiendra 

(a  -j-  bf  ==  a^  -f  ?,db  4-  ^ab^^  +  b\ 

Soit  fait  dans  cette  formule,  b  ^=zi  ;  elle  devient 

{a  -\- if  z=  a^  -\-  3a*  -\-Za-\-  \  , 

d'où  Ton  déduit  (a  -|-  i)'^  —  <i^  =  3a^  -|-  3/7  -j-  i  j 

ce  qui  nous  apprend  que  la  différence  entre  les  cubes  de  deux 
nombres  quelconques  qui  différent  d'une  unité,  est  égale  au 
triple  du  carré  du  plus  petit  nombre,  plus  le  triple  de  ce  même 
nombre,  plus  i 
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Ainsi ,  la  différence  entre  le  cube  de  90  et  celui  de  89  estéj^ale 
à  3  X(89)^4-3  X89 -f  ir=24o3i. 

Ou  peut  juger,  d'après  cela,  combien  deux  cubes  parfaits 
consécutifs  sont  différens  l'un  de  l'autre,  dès  que  leurs  racines 
prises  dans  la  série  naturelle  des  nombres,  sont  des  nombres 
un  pevi  considérables. 

191.  Recherchons  maintenant  un  ^vo cédé  pour  extraire  la 
racine  cubique  d'un  nombre  entier. 

D'abord,  si  le  nombre  n'a  que  trois  chiffres  au  plus,  sa  racine 
s'obtient  immédiatement  d'après  l'inspection  des  cubes  des  neuf 
premiers  nombres.  Ainsi ,  la  racine  cubique  de  126  est  5,  la  ra- 
cine cubique  de  72  est  4  plus  une  fraction  ,  ou  4,  à  une  unité 
près.  La  racine  culùque  de  84  i  est  9  ,  à  une  unité  près  ,  puis- 
que 841  tombe  entre  729  ou  le  cube  de  9,  et  1000  ou  le  cube 
de  10. 

Considérons  donc  un  nombre  de  plus  de  trois  chiffres. 

Soit ,  par  exemple  ,  \  o3823  le  nombre  proposé. 


47 

il 
329 

«88 


103.823  , 

1  4 

64 

>  48 

398.23  \ 

1 

48 
48 

384 
192 

2804 

_43 
18432 

9216 

2209 

_47 

.5463 

8836 


110592  io3823 

Ce  nombre  étant  compris  cnli-c  1000  qui  est  le  cube  de  10,  et 
icooooo  qui  est  le  cube  de  tdo,  sa  racine  cubique  est  néces- 
sairement composée  de  deux  chiflres,  c'es t-à-tb re  de  dixaiucsct 
d'unités.  Désignons  par  aies  dixaines  et  par  b  les  unités,  nous 
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aurons  (n°  190) 

I  o3823  =  (a  +  by  =  fl'  4-  ?>a'b  4-  Zab^  -f  b\ 

D'où,  l'oa  voit  que  le  cube  d'un  nombre  compose  de  dixaiiies 
et  d'unités  contient  le  cube  des  dïxaines  y  plus  le  triple  pro- 
duit du  carré  des  dixaines  par  les  unités ,  plus  le  triple. 
produit  des  dixaines  par  le  carré  des  unités ,  plus  le  cube  des 
unités. 

Cela  posé ,  le  cube  des  dixaines  ne  pouvant  donner  des 
imités  d'un  ordre  inférieur  à  celui  des  mille ,  1er.  trois  derniers 
chiffres  à  droite  n'en  peuvent  faire  partie  ;  et  c'est  dans  la  par- 
tie io3  (qu'on  sépare  des  trois  deriiers  cliiffres  par  un  point) 
que  se  trouve  le  cube  des  dixaines.  Or,  la  racine  du  plus  grand 
cube  contenu  dans  io3  étant  4  pour  64,  4  ^^^  '^  chiffre  des 
dixaines  de  la  racine  cherclu  e  ;  car  io3823  est  compris  entre 
64000  ou  (4o)^  et  I  sSooo  ou  (5o)'^  ;  donc  la  racine  est  composée 
de  4  dixaines,  plus  un  certain  nombre  d'unités  moindre  que 
dix. 

Le  chiffre  des  dixaines  étant  trouvé ,  retranchons  son  cube 
64  de  io3  ;  il  reste  3g,  qui,  suivi  de  !a  tranche  823  ,  donne 
39823  ;  et  ce  résultat  contient  encore  le  triple  carré  des 
dixaines  par  les  unités ,  plus  les  deux  autres  parties  énoncées 
précédemment.  Or,  le  carré  d'un  nombre  de  dixaines  ne  pou- 
vant donner  des  unités  d'un  ordre  intérieur  à  celui  des  cen- 
taines,  il  s'ensuit  ([ue  le  triple  produit  du  carré  des  dixaines 
par  les  unités  ne  peut  se  trouver  que  dans  la  partie  à  gauche 
398  des  deux  derniers  chiffres  23  (  qu'on  sépare  encore  ,  pour 
cette  raison  ,  par  un  point).  D'un  autre  coté  ,  l'on  peut  former 
le  triple  du  carré  des  4  dixaines  ,  ce  qui  donne  48;  donc,  si 
l'on  divise  398  par  48,  le  quotient  8  sera  le  chiffre  des  unités  de 
la  racine ,  ou  un  nombre  plus  fort  que  ce  chidVe,  parce  que  les 
398  centaines  contiennent  ,  outre  ie  triple  produit  du  carré 
des  dixaines  parles  unités,  des  retenues  provenant  des  deux 
autres  parties.  Pour  vérifier  si  le  chilfre  8  n'est  pas  trop  fort, 
on  pourrait,  comme  pour  la  racine  carrée  ,  former,  à  l'aide  de 
ce  chiffre  8  et  du  chiffre  4  tle^  dixaines,  les  trois  parties  qui 
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entrent  dans  SqSzS  j  mais  //  est ,  en  général,  plus  simple  d'é- 
lever 48  au  cube. 

Or,  ou  trouve  poi^ir  ce  cube,  1  io5g2,  nouibre  plus  grand  que 
io3823  ;  ainsi  le  chiffre  8  est  trop  fort.  En  formant  le  cube  de 
4",  on  obtient  io3823  ;  donc  le  nombre  proposé  est  un  cube 
parfait  et  a  pour  racine  cubique,  47- 

N.  B.  —  Ou  ne  peut  pas  rechercher  d'abord  le  chiffre  des 
unités,  par  la  raison  que  le  cube  des  unités  pouvant  (n°  189) 
donner  des  dixaines,  et  même  des  centaines,  ces  dixaines  et 
ces  centaines  se  trouvent  confondues  avec  celles  qui  provien- 
nent des  autres  parties  du  cube. 

Soit  encore  à  extraire  la  racine  cubique  de  4;954- 


47.954 

2_7_ 

209 

479^4 
46656 


36 
27 


36 
36 

2l6 

108 

1296 

I 298  36 

7776 
3888 
46656 

Le  nombre  479^4  ^'^^iit  compris  entre  1000  et  1 000000  ,  sa 
racine  est  comprise  entie  10  et  100,  c'est-à-dire,  renferme  des 
dixaines  et  des  unités.  Le  cube  des  dixaines  se  trouve  dans 
47  mille j  et  l'on  prouverait,  comme  dans  l'exemple  précédent, 
que  3  ,  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  47,  exprime  le 
nombre  des  dixaines.  Retranchantle  cube  de3,  ou  27,  de47,  *^" 
a  pour  reste  20  ;  abaissant  à  côté  de  ce  reste  ,  le  seul  chiffre  9 
de  la  tranche  954  ,  on  a  209  centaines ,  nombre  qui  se  com- 
pose du  triple  produit  du  carre'  des  dixaines  par  les  unités,  plus 
des  retenues  provenant  des  autres  parties.  Donc  ,  si  l'on  forme 
le  triple  produit  du  carré  des  dixaines  3,  ce  qui  donne 
27  centaines,  et  qu'on  divise  209  par  27,  le  quotient  7  est 
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le  chiffre  des  unités  de  la  racine  ,  ou  un  nombre  plus  fort  que 
ce  chiffre.  En  élevant  87  au  cube,  on  trouve  5o653,  nombre 
plus  fort  fjue  47954;  mais  si  l'on  forme  le  cube  de  36,  on 
obtient  4^656,  nombre  qui,  retranche  de  47954»  comme  on 
le  voit  dans  le  tableau  ci-dessus,  donne  pour  reste  1298. 
Ainsi,  le  nombre  propose  n'est  pas  un  cube  parfait;  et  sa 
racine,  à  une  unité  près  ,  est  36.  En  efiet,  la  différence  entre 
le  nombre  proposé  et  le  cube  de  36,  est,  comme  on  vient 
de  le  voir,  1 29S ,  nombre  plus  pe  lit  que  3  X  (36)"-}-  3  X  36  -}-  r 
[différence  entre  (37)'  et  (36]^],  puisqu'on  a  obtenu  dans  le 
cours  de  la  vérification  ,  3888  pour  le  triple  du  carré  de  36. 

192.    Soit  maintenant  proposé  d'extraire  la  racine  cubique. 
d'un  nombre  de  plus  de  six  chiffi'es  .  43726658  par  exemple. 


43.725.658 

!Z_ 
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42875 
85o6 

43725658 
43614^08 
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43614208 


Quelle  que  soit  la  racine  cherchée,  elle  a  nécessairement 
plus  d'un  chiffre,  et  l'on  peut  la  regarder  comme  composée 
d'unités  et  de  dixaines  seulement  (le  nombre  des  dixaines  pou- 
vant avoir  plusieurs  chiffres). 

Or,  le  cube  des  dixaines  donne  au  moins  des  mille;  ainsi,  ce 
cube  se  trouve  nécessairement  dans  la  partie  à  gauche  des  trois 
derniers  cluffres  658.  Je  dis  maintenant  que,  si  l'on  extrait  la 
racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  43725  considéré  comme 
cxprunant  des  unités  simples,  on  aura  le  nombre  total  des 
ul.^aines  de  la  racine  demandée.  En  effet ,  soit  a  la  racine  il  a 
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plus  grand  cube  contenu  dans  4372S,  il  s'ensuit  d'abord  que 
la  racine  demandée  a  au  moins  un  nombre  a  de  dixaiues, 
puisque  û^Xiooo  peut  être  retranche'  de  4^725000,  et  à 
fortiori,  (\e  43725658.  D'ailleurs,  la  racine  ne  saurait  avoir 
(a-f-i)  dixaines  ;  car  (« -f- ï)^  étant  plus  gi-and  que  43726, 
{a-\-  i)''X  1000  surpasse  43725oooo  d'au  moins  un  mille ,  et 
est  par  conséquent  plus  grand  que  43725658.  Donc  enfin  ,  la 
racine  demandée  se  compose  de  a  dixaines  plus  un  certain 
nombre  d'unités  moindre  que  dix. 

La  question  est  alors  ramenée  à  extraire  la  racine  cubique  de 
4372Ô  ;  mais  ce  nouveau  nombre  ayant  plus  d^  trois  cliifFres, 
sa  racine  en  a  plus  d'un,  c'est-à-dire  renferme  des  dixaines  et 
des  unités.  Pour  obtenir  les  dixaines  ,  il  faut  séparer  les  trois 
derniers  chiffres,  726,  et  extraire  la  racine  du  plus  grand  cube 
contenu  dans  43-  (On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  si  ce 
nouveau  nombre  avait  plus  de  trois  chiffres.  ) 

Le  plus  grand  cube  contenu  dans  43  est  27,  dont  la  racine 
est  3;  et  ce  chiffre  exprime  alors  les  dixaines  de  la  racine  de 
43725  (ou  le  chiffre  des  centaines  de  la  racine  totale).  Retran- 
chant le  cube  de  3  ,  ou  27,  de  43  ,  on  a  pour  reste  16  ,  à  côté 
duquel  il  faut  abaisser  le  premier  chiffre  7  de  la  tranche  sui- 
vante,  725,  ce  qui  donne  167. 

Formant  le  triple  carré  des  dixaines  3  ,  on  trouve  27  mille  ; 
et  si  l'on  divise  167  par  27,  le  quotient  6  est  le  chiffre  des  uni- 
tés de  la  racine  de  43725,  ou  bien  un  nombre  plus  fort.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  que  ce  chiffre  est  en  effet  trop  grand;  ainsi, 
il  faut  essayer  5  ,  et  pour  cela  ,  élever  35  au  cube  ;  il  vient  pour 
résultat,  42875,  nombre  qui,  retranché  de  43726  ,  donne  pour 
reste,  85o.  (Ce  reste  est  évidemment  plus  petit  que  3X  (35)' 
-}-3x  35  +  1,  puisque  déjà  le  carré  de  35  est,  d'après  le  ta- 
bleau ci-dessus,  é;jal  à  I225.)  Ainsi,  35  est  la  racine  du  plus 
grand  cube  contenu  dans  43726  :  c'est  donc  le  nombre  total  des 
dixaines  de  la  racine  cherchée. 

Pour  obtenir  les  unités ,  on  abaisse  à  côté  du  reste  85o ,  le 
premier  chiffre  6  de  la  dernière  tranche  658,  ce  quidonne85o6- 
on  forme  d'ailleurs  le  triple  carré  des  dixaines  35  (ce  qui  est  fa- 
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cile,  puisque,  dans  la  vérification  du  chiffre  précèdent,  on  a 
déjà  formé  le  carré  de  35)  ;  puis  on  divise  85o6  par  ce  triple 
carré  36-^5  ;  le  quotient  est  2  ,  que  l'on  essaie  en  élevant  352  au 
cube  ;  on  obtientainsi  43614208,  résultat  plus  petitquele  nom- 
bre proposé.  En  le  soustrayant  de  celui-ci ,  on  obtient  pour 
reste  1 1  i45o.  Donc  352  est  la  racine  cubique  de  43720668,  à 
une  unité  près. 

Règle  gicnérale.  —  Pour  extraire  la  racine  cuhique  d'un 
nombre  entier,  séparez  le  nombre  en  tranches  de  trois  chijfres 
chacune ,  à  partir  de  la  droite ,  jusquà  ce  que  vous  parveniez 
à  une  tranche  d'un,  de  deux ,  ou  de  trois  chijfres  au  plus  (le 
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BACLVE  )  ;  exlraj'ez  la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans 
la  première  tranche  à  gauche,  et  retranchez  ce  cube,  de  la 
première  tranche  ;  abaissez  à  côté  du  reste  le  premier  chijfre 
de  la  seconde  tranche ,  et  divisez  le  nombre  ainsi  formé,  par  le 
triple  carié  du  chijfrc  déjà  trouvé  à  la  racine )  écrivez  le  quo- 
tient à  la  droite  de  ce  chiJJ're ,  et  élevez  au  cube  l'eJisemble  des 
deux  chijfres  •  si  ce  cube  est  plus  fort  que  l  ensemble  des  deux 
premières  tJ^anches  du  nombre  proposé ,  diminuez  le  quotient, 
dune  ou  de  plusieurs  unités ,  jus qu  à  ce  que  vous  obteniez  un 
cube  qui  puisse  se  retrancher  de  l'ensemble  des  deux  premières 
tranches  j  la  soustraction  faite,  abaissez  à  côté  du  j'este  le 
premier  chiffre  de  la  troisième  tranche ,  puis  divisez  le  nombre 
ainsi  formé  ,  par  le  triple  carré  de  l'ensemble  des  deux  chif- 
fres déjà  trouvés  ;  le  quotient,  s'ul  n'est  pas  trop  fort ,  doit  être 
tel  qu'en  l'écrivant  à  la  droite  des  deux  premiers  chiffres  de  la 
racine ,  et  élevant  au  cube  le  nombre  qui  en  résulte,  on  puisse 
retrancher  le  produit ,  de  l'ensemble  des  trois  premières  tran- 
ches. Cette  nouvelle  soustraction  faite  ,  abaissez  à  côté  du  reste 
le  premier  chijfre  de  la  quatrième  tranche,  et  continuez  la 
même,  série  d'opérations  jusquà  ce  que  vous  aj-ez  abaissé 
toutes  les  tranches. 

Remarque.  -^  Souvent,  dans  le  cours  des  opérations ,  on 
est  conduit  à  soupçonner  qu'un  des  quoliens  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  est  beaucoup  trop  fort ,  et  alors  on  croit  pou- 
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Yoir  le  diminuer  d'avance  de  deux  ou  plusieurs  uniic's;  mais 
eu  élevant  au  cube  la  racine  déjà  trouvée  ,  suivie  de  ce 
cliifFre ,  et  retranchant  ce  cube,  de  l'ensemble  des  tranches 
considérées  dans  le  nombre  proposé,  on  peut  obtenir  un  reste 
très  grand,  qui  donne  à  penser  que  le  dernier  chiffre  placé 
à  la  racine  est  trop  faible.  Or,  pour  savoir  si  cette  présomp- 
tion est  fondée  ,  il  faut  s'assurer  si  le  reste  surpasse  ou  égale 
le  triple  du  carré  de  la  racine  déjà  obtenue ,  plus  le  triple  de 
cette  même  racine,  plus  un.  Dans  ce  cas,  on  doit  aup^nientcr 
Ja  racine  d'une  ou  de  plusieurs  unités  de  l'ordre  du  dernier 
chiffre  ol)tenu. 

Voici  des  exemples  sur  lesquels  on  peut  s'exercer: 

3 

V/483249  =  78,  avec  un  reste  8697. 


V/9i63a5o864i  =  4^08,  avec  un  reste  20644129. 

3 

V/ 3297^3402 184 32  =  32068,  exactement. 

195.  —  Extraction  de  la  rai:ine  cubique  par  approxim alion . 
Lorsque  le  nombre  proposé  n'est  pas  le  cube  d'un  autre  nombre 
entier,  le  procédé  ci-dessus  ne  donne  que  la  partie  entière  de  la 
racine.  Quant  à  la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine  ,  nous 
avons  déjà  vu  (n'^  189)  qu'elle  ne  peut  être  obtenueexartement; 
mais  on  peut  trouver  une  autre  fraction  qui  n'en  diffère  que 
d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut,  d'après  ur.e  règle 
analogue  à  celle  du  numéro  i02. 

Soit ,  en  général ,  proposé  d'extraire  la  racine  cubique,  ou 
troisième ,  du  nombre  a  (entier  ou  fractionnaire),  à  une frac- 

I 

lion  près  -. 
*         îi 

a>^  n'  .   ,, 

Le  nombre  a  peut  être  nus  soiis  la  foime  : — ;  et  si   i  on 

désigne  parr la  racine  du  ]>lusgra'.idcube  contenu  dans rtrt\c'est- 

i-dire  la  racine  cubique  de  aii^ ,  à  une  unité  près,  le  nombre 

an-'  .  r'      (r-f-i)'     ,  ■     '^  . 

,  ou  a,  est  comin  ts  entre  —  et ;  donc  aussi .  \    a  est 

n-  '  M  n- 


I 


fraction  pris  -,  multipliez  le  ncjnùre  par  le  cube  du  dênomi- 
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comprise  entre  les  racines  3''""  de  ces  deux  nombres,  ou  entre  - 

et  — '■ — ;  donc  enfin,  -  est  la  racine  deniande'e,  à  une  iVaction 
n  ti 

près  -. 

^        n 

Wnû^pour  extraire    la    racine  Z"'''  d'un   nombre,   à    unt 
j 

n 

nateur  n;  extrayez,  ci  moins  a' une  unité  près ,  la  racine  cubi- 
que du  produit,  et  divisez  le  résultat  par  n. 

Exemple     —   On  demande  la  racine  cubique  de  \5  ,  à   — 

■*  12 

près. 

On  a  i5x  12' =  i5x  i'j28  =  259?.o.  Or,  la  racine  cubique 
de  aSgso,  à  une  unile'  près,  est  2g.  Donc  la  racine  deniandee 

SQ  5 

est  — =^,  ou  2  — . 
12  12 

Soit  encore  à  extraire  la  racine  cubique  de  3n  — ;r  ou  —y-  , 

'  i3  i3 

.1        ,    , 

a  —  près/ 

48q        ,       S"         4^9X8<500  3q!200O  ^  ^      1 

On  a  ^X  (20)'= ^ r; =  -^— ^ :=:  3ooq23  -^. 

i3  10  10  -^      i3 

Or,  la  racine  cubique  de  300923  -5^ ou  de3oog23,  à  une  uniti 

ri         *^7  ->    7  1  -1  1  .      .    I 

près,  esto-:  ;  donc  — ,  ouj  — ,  ejt  la  racine  rieiuandee,  a  -^  près. 


Ou  trouverait  pareilleinei'.t 


^'       20      '^  20         5'  ''  20  ^''^  ' 


'    ^  7       3"^  11,1 

\/'  23  ;^  —  -^  =  2  — ,  ..  --  près  ; 

V  bu  10  IJ    ^ 

/5      26       i3     .     I 

\/  -  =  7-  =  — p  ,  a  ^-  près. 

V  7       3o        i5         3o  ^ 
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194.  L'approximation  en  décimales  est  une  conséquence  de 
la  règle  précédente. 

3  

Soit  proposé  d'évaluer  \/ 15  à  o^ooi  près. 

Il  faut  (n°  195)  multiplier  23  par  le  cube  de  looo,   ou  par 

looooooooo,  c'est- ,\-dire  placer  neuf  zéros-  à  la  droite  de  aS,  ce 

qui  donne  aSooooooooo.  Or,  la  racine  cubique  de  ce  nombre 

est  2924, à  une  unité  près.  Donc  2,974  ^^^  ^^  racine  demandée, 
j 

a    près. 

1000  '■ 

Eu  général,  pour  évaluer  la  racine  cubique  d'un  nombre 
entier  en  décimales  ,  écrivez  à  la  droite  du  nombre ,  trois  fois 
autant  de  zéros  que  vous  voulez  avoir  de  chiffres  décimaux  à 
la  racine }  extrayez,  à  une  unité  près ,  la  racine  cubique  du 
nouveau  nombre  ;  puis  séparez  vers  la  droite  du  résultat,  le 
nombre  de  chiffres  décimaux  demandé. 

N.  B .  —  On  peut,  comme  pour  la  racine  carrée  (n°  183)  , 
se  dispenser  d'écrire  sur-le-champ  toutes  les  tranches  de  trois 
zéros,  et  ne  les  placer  que  successivement  et  au  fur  et  à 
mesure  qu'on  veut  obtenir  de  nouveaux  chiffres  décimaux  à  la 
racine. 

19o.  Lorsque  le  nombre  proposé  est  fractionnaire,  il  y  a 
deux  cas  à  considérer  :  Ou  ce  nombre  est  décimal,  ou  il  est 
quelconque. 

Premier  cas. — ^  Soit  à  extraire  la  r-acine  cubique  de  3,ii\i5  à 

^         '     -> 
près  / 

100-' 

Comme  ,  en  vertu  de  la  règle  du  u°  193 ,  il  faut  multiplier  le 
nombre  par  (100)'  ou  1000000,  il  suffit  évidemment  d'écrire 
deux  zéros  à  la  droite  de  3,i4i5,  puis  de  supprimer  la  vir- 
gule, ce  qui  donne  3i4i5oo.  Or,  la  racine  cubique  de  ce  der- 
nier nombre,  à  une  unité  près,  est  146.  Donc  i,/j6  est  la  ra- 
cine demandée,  à près. 

100 

Si  l'on  voulait  un  nouveau  chiffre  décimal  à  la  racine  ,  il  suf- 
firait de  placer  à  la  droi.'c  du  reste  obtenu ,  une  nouvelle  tran- 
che de  trois  zéros  ;  et  l'on  continuerait  l'opération. 


PAR    APPROXlMATIOÎif.  263 

RÈGLE  GÉNÉRALE,  —  Pouv  extraire  la  racine  cubique  d'une 
fraction  de'cimale  ,  à  un  degré  d'approximation  déterminé, 
faites  en  sorte  (en  plaçant  à  la  droite  de  la  fraction  proposée 
im  nombre  coiivenabîe  de  zéros)  que  le  nombre  des  clnff'res 
décimaux  soit  triple  de  celui  qu'on  veut  avoir  à  la  racine  j 
supprimez  la  virgule  •  puis  extrayez  la  racine  3^  du  nombre 
résultant,  à  une  unité pr'ts ,  et  séparez  vers  la  droite  de  cette 
racine  le  nombre  de  chiffres  décimaux  demandé. 

Second  cas.  —  Lorsqu'il  s'agit  d'un  nombre  fractionnaire 
quelconque,  on  le  réduit  d'abord  en  décimales  {n°  91),  en 
poussant  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  ait  au  quotient  trois  fois 
autant  de  cliijfres  décimaux  que  Vonveut  en  avoir  à  la  racine  j 
puis  on  opère  comme  dans  le  cas  précédent. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 

1/70  =  Zi,2Qo8,  à près: 

'^  ^'  ^      '      loooo  ^ 


l/3,oo/ii5  =  i,442Q,  à près; 

^  '^^  "^        loooo  ^       ' 

/ «      ï 

V  0,00101  =1  o,io,       a  près; 


100 


3 

\/-|  =0,824,     à près, 

V     23  1000  ' 

196,  Remarque  sur  l'extraction  de  la  racine  cubique  des 
fractions. 

Toutes  les  fois  que  l'on  a  à  extraire  la  racine  cubique  d'une 
fraction,  et  que  le  degré  d'approximation  n'est  pas  fixé  d'a- 
vance ,  on  doit,  comme  pour  la  racine  carrée  (11°  18S),  faire  su- 
bir au  nombre  proposé  quelques  transformations. 

Soit  j  le  nombre  proposé ,  b  étant  supposé  d'abord  un  nom- 
bre premier,  ou  le  produit  de  facteurs  premiers  élevés  à  la 
première  puissance. 

Commençons  par  rendre  le  dénominateur  un  cube  parfait, 
en  multipliant  les  deux  termes  par  b^)  la  fraction  se  change 
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alors  en  celle-ci j -—.  Désignant  par  r  la  partie  entière  de  la 

racine  cubique  l'e  ab^^  on  reconnaît  aisément  que  -,^  ou   - 

^        0^  b 

T^      (''-^0^  /a 

€stcompnsentre73  et  —  -^ — .Donc.  /-  est  elle-même  com- 

r       r  ~-  i       .     .  r        ,  ,  ^    a 

jirise  entre  j  et  — - —  ;  ainsi  -  est  la  ra<.ine  cubique  de  j  à  une 


fraction  près  marqne'e  par  y. 

Si  l'on  voulait  une  plus  grande  exactitude,    il  n'y  aurait 

rju'::  reclierclier  une  valeur  plus  approcîie'e  de\/ab^,  et  diviser 
le  résultat  par  b. 

Lorsque  le  dénominateur  b  renferme  des  facteurs  dont  les 
lins  sont  des  cuhes  parfaits,  et  les  autres  des  carrés  parfaits, 
la  préparation  à  faire  subir  à  la  fraction  est  plus  simple. 

c      ..  1         1       r  •  ï'3 

.Soit,  pour  cxemole  ,  la  fraction  7^7^-. 

3oo 

Le  nombre  360  est  éf.al  (n°  144)  à  2 '.3^.  5;  donc,  si  l'on 
multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par  3  X  5^  ou  ^S,  la 
fraction  pcvirra  être  mise  sous  la  forme 

ii3X'-;5         8475 


2^x3^x53~(3oy^* 

Kxlrayant  la  racine  cubique  de  8:175,  à  une  unité  près,  ce 

qui  donne  20  ,  on  trouve^— ou -x  pour  la  racine  demandée,  à 
3o       3 

I 
5-  près. 

La  règle  de  l'extraction  de  la  racine  cubique  des  fractions 
décimales,  peut  être  considéiée  comme  un  cas  particulier  de 
cette  dernière  transformation. 

Pour  que  le  dénominaleur  d'une  fraction  décimale  soit  un 
eitbc  jjarfait ,   c'est-à-dire   soit  égal  à  (io)%   (100)%    il  faut 


INTRODCCTrOX.  '  ?.65 

vendre  le  nombre  des  cliijjres  dcciniaiix  multiple  ^f  Ti.ois,  ce 
<{ui  se  fait  en  écrivant  des  zoros  en  noniliie  convenable. 

Enfin,  tout  ce  qui  a  eto  dit  n"*  187 et  188,  snr  la  racine  canc'e 
des  noinhies,  s'applique  également  à  la  racine  cubique,  et  en 
(jénéral  aux  racines  d'un  de(',ré  queîconf[ue. 

Nous  ue  pouvons  toutefois  exposer  dans  ces  éléniens  les  pro- 
tédés  de  l'extraction  des  racin;:s  li'uii  degré  supérieur  au  3', 
parce  que  ces  procèdes  sont  fondés  sur  la  composition  d'une 
})uissa:ice  de  degré  quelconque  d'un  binôme,  et  que  la  formule 
(jui  a  lapport  à  cetle  coinposition  exiye,  pour  être  développée 
coinpléteuient ,  des  connaissances  assez  étendues  en  A!f;èbre. 
Nous  donnerons ,  d'ailleurs,  dans  le  dernier  ciiOpitre  de  cet 
ouvrar;e,  un  moyen  abrégé  d'effectuer  les  extractions  de  racines 
de  tous  les  degrés. 

*v\v\^^v\■'\\^\\^\\\\v^\\^.\\^^\^v\^A.v^fcV^'W'V\v■%w\^^\*v\\\^\•\^\\\\v^\\v\\■»XA^\\\xv^v\^\^■■\\^^\■• 


CHAPITRE  TH. 

Jpplications  des  règles  de  F Â rithmétique .    Théorie 
des  Rapports  et  des  Proportions. 

107.  Introduction.  —  Après  avoir  fait  connaître  les  pro- 
cédés relatifs  aux  diverses  opérations  de  l'Aritliniétique,  il 
nous  resté  une  tâche  assez  difficile  à  renqilir,  c'est  celle  d'i- 
nitier les  commençans  à  la  résolution  de  toutes  sortes  de 
«questions  sur  les  nombres. 

On  dislingue  deux  genres  principaux  de  questions  ,  les  théo- 
rèmes et  les  problèmes. 

On  peut  avoir  pour  but  de  démontrer  l'existence  de  certaines 
propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés,  au- 
cjuel  cas  la  question  porte  le  liom  àc  théorème.  I>e  cinquième 
chapitre  offre  une  foule  de  questions  de  ce  genre  :  les  principes 
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sur  la  divisibilité  des  nombres,  les  propriétés  des  fractions 
décimales  périodiques  et  des  fractions  continues,  sont  autant 
de  théorèmes. 

Ou  bien  ,  on  se  propose  de  déterminer  certains  nombres  d'a- 
près la  connaissance  d'antres  nombres  qui  ont  avec  les  pre- 
miers des  relations  indiquées  par  l'énoncé  ;  et  alors  c'est  un 
problème  que  l'on  veut  résoudre.  Telles  sont  les  questions  que 
nous  avons  présentées,  dans  le  cours  des  deux  premiers  cha- 
pitres, comme  applications  des  diverses  règles  de  l'Arithmé- 
tique. 

Mais  on  peut  avoir  à  résoudre  des  problèmes  plus  compli- 
qués,  dont  les  énoncés  soient  tels  cju'on  ait  quelque  peine  à 
découvrir  et  à  dv  terminer  la  série  des  opérations  qu  il  faut  effec- 
tuer sur  les  nombres  connus  et  donnés,  pour  parvenir  à  la  con- 
naissance des  nombres  que  l'on  cherche;  c'est  celte  détermi- 
nation qui  constitue  ce  qu'on  appelle  l'ana/j'^e  ou  la  résolution 
du  problème. 

Il  existe  toutefois  une  certaine  classe  de  problèmes  ,  pour  la 
résolution  desquels  on  peut  établir  des  refiles  fixes  et  certaines  : 
ce  sont  ce'ix  qui  dépendent  de  la  théorie  des  rapports  et  des 
proportions.  Il  est  donc  naturel  de  commencer  par  le  dévelop- 
pement de  cette  théorie,  qui ,  d'ailleurs,  à  cause  de  ses  nom- 
breuses applications ,  doit  être  regardée  comme  l'une  des  plus 
importantes  des  Mathématiques. 

§  I.  Des  Rapports  et  des  Proportions. 

198.  Nous  avons  déjà  dit  (n°  i)  qu'il  n'y  a  point  de  grandeur 
absolue  ;  que  ,  pour  se  former  une  idée  d'une  grandeur  quel- 
conque ,  il  faut  la  comparera  une  autre  grandeur  convenue, 
de  même  espèce  ,  qui  peut  d'ailleurs  être  prise  arbitrairement 
ou  dans  la  nature.  Le  résultat  de  cette  comparaison  est  ce  que 
nous  avons  appelé  nombre. 

Mais  si,  au  lieu  de  comparer  une  grandeur  ù  son  unité,  on 
veut  comparer  deux  grandeurs  quelconques  d'une  même  es- 
pèce ,  ce  qui  revient  à  comparer  les  deux  nombres  qui  les  ex- 
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priment,  le  résultat  de  celte  comparaison  est  ce  qui  constitue 
le  rapport  ou  la  raison  des  deux  nombres.  Ces  deux  mots, 
rapport  et  raison,  sont  synonymes  en  Matliématiques ,  et 
expriment  l'ide'e  qu'on  se  fait  d'une  grandeur  par  le  moyen 
d'une  autre  grandeur  à  laquelle  on  la  compare,  et  qui  doit 
être  essentiellement  de  mèuio  espèce. 

Dans  ce  sens,  un  nombre  est  l'expression  du  rapport  ou  de 
la  raison  d'une  grandeur  à  son  unité. 

En  général,  il  y  a  deux  manières  de  comparer  deux  gran- 
deurs l'une  à  l'autre  : 

Ou  bien  ,  on  veut  savoir  de  combien  la  plus  grande  surpasse 
la  plus  petite  ;  et  le  résultat  s'obtient  en  soustrayant  la  plus 
petite  de  la  plus  grande. 

Ou  bien,  on  veut  savoir  combien  de  fois  l'une  contient 
l'autre,  ou  y  est  contenue,  ce  qui  se  fait  en  divisant  les  deux 
quantités  l'une  par  l'autre. 

Ainsi ,  soient  i\.  et  6  les  deux  nombres  quç  l'on  veut  com- 
parer. 

Ona  24  — 6=  i8, et -^  =  4. 

o 

Le  résultat  de  la  comparaison  par  soustraction  ,  est  18  ;  tan- 
dis que  le  résultat  de  la  comparaison  par  division ,  est  4- 

Pour  distinguer  ces  deux  espèces  de  rapports  ,  on  appelait 
autrefois  le  premier,  rapport  arithmétique ,  et  le  second ,  rap- 
port géométrique.  Mais  ces  dénominations  insignifiantes  sont 
maintenant  remplacées  par  celles-ci  :  pour  la  piemière  espèce, 
rapport  par  soustraction ,  ou  simplement  dijjéreuce ,  parce 
que  c'est  le  résultat  d'une  soustraction-  et  pour  la  seconde, 
rapport  par  division ,  ou  simplement /YZjy^or/ ,  parce  que  c'est 
presque  toujours  pour  savoir  combien  de  fois  l'une  des  quan- 
tités contient  l'autre,  que  l'on  compare  deux  grandeurs  en 
Mathématiques. 

Par  exemple,  dans  la  théorie  des  nombres  complexes,  le 
rapport  de  l'unité  principale  d'une  certaine  nature  à  Vune  de 
les  subdivisions ,  ou  le  rapport  de  deux  subdivisions  entre  elles, 
n  est  autre  chose   que  le  nombre  de  fois   que  l'une  contient 
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raulic.  Dans  la  comparaison  da  nouveau  système  des  poids 
et  mesures  à  l'ancien  ,  le  rapport  du  mhlre  à  la  toise,  et  celui 
de  la  toise  au  metrc,  le  rapport  du  kilogramme  à  la  livre 
poids ,  et  celui  de  la  livre  poids  au  kilogramme ,  sont  les 
nombres  entiers  ou  fractionnaires  qui  résultent  de  la  divisiou 
de  deux  nomijres  exprimant  en  unités  de  même  espèce ,  les 
mesures  que  l'on  compare. 

Ainsi  dorénavant,  lorsque  nous  nous  servirons  du  VAot  rap- 
port,  il  exprimera  le  résultat  ou  le  quotient  de  la  division  de 
deux  nombres;  et  si  nous  voulons  exprimer  que  deux  nombres 
sont  comparés  entre  eux  par  souslr  iction  ,  nous  enjploicrous 
la  dénomination  de  di/férence ,  ou  de  rapport  par  sous- 
traction. 

Dans  tout  rapport,  soit  par  soustraction,  soit  par  division, 
ou  distingue  deux  termes,  qui  sont  les  nom!)re3  que  l'on  com- 
pare. Le  terme  qu'on  énonce  ou  qu'on  écrit  le  premier,  s'ap- 
pelle antécédent ,  et  le  second  ,   conséquent. 

199.  Lorsque  deux  rapports  par  soustraction  sont  égaux  , 
l'ensemble  des  quatre  nombres  qui  les  constituent  s'appelle 
une  équi-dîfférence ,  comme  étant  l'expression  de  deux  difté- 
renres  é[;a!cs.  (On  l'appelait  autrefois  proportion  arithméti- 
que.) 

Par  exemple,  soient  les  quatre  nombres  12,  5,  27,  17; 
comme  la  différence  de  12  à  5  est  7,  et  que  la  différence  de  24 
;')  17  est  aussi  7,  on  dit  que  ces  grandeurs  forment  une  équi- 
<lifrérence  ,  que  l'on  écrit  aiiisi  : 

12  .  5  :  24 .  17  , 

en  pliçant  im  point  entre  le  premier  et  le  second  terme,  deux 
points  entre  le  second  et  le  troisième,  el  un  point  entre  le 
troisième  et  le  rjuatrième. 

On   l'énonce  d'ailleurs  de  la  manière  suivante: 

1 2  est  à  5  comme  24  est  à  1  7  -, 

re  qui  veut  dire  que  12  surpasse  5  d'autant  d'unités  que  24 
surpasse  17. 
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Ou  peut  aussi  l'écrire ,  d'après  les  notations  déjà  adoptées  : 
12  — 5=  24  —  17  • 

Le  premier  et  le  troi?iôine  terme,  12  et  24,  se  nomment  les 
antécédens  de  l'équi-diôerence;  le  second  et  le  quatrième  s'ap- 
pellent les  consc'quens ;  ces  dénominations  s'accordent  avec 
celles  qui  ont  été  données  aux  deux  termes  d'un  rapport  par 
soitstraclion. 

Le  premier  et  le  dernier  terme ,  12  et  17  ,  se  nomment  aussi 
les  deux  extrêmes;  le  second  et  le  troisième  ,  Set  24,  sont 
dits  les  deux  moj'ens. 

200.  Lorsque  deux  rapports  par  division  sont  égaux,  l'en- 
semble des  quatre  nombres  qui  les  constituent,  s'appelle  une 
proportion  (aniveïoh  proportion  géométrique  ^  on  pourrait  le 
nommer  encore  un  équi-quolient ,  comme  étant  V expression 
de  deux  quoliens  égaux.  Mais  le  mot  propordon  est  gr-néra- 
lement  adopté). 

Soient,  par  exemple,  les  quatre  nombres  i5,  5,  36,  12;  le 
lapport  de  îS  à  5,  ou  le  quotient  de  î5  par  5,  étant  3,  ainsi 
que  le  rapjjort  de  36  à  12,  ces  quatre  nombres  forment  une 
proportion ,  que  i  on  écrit  ainsi  : 

i5  : 5  ;:  36  :  12, 

en   plaçant   deux    points   entre  le  premier   et  le  deuxième, 

quatre  points  entre  le  second  et  le  troisième,    et  deux  entre 

le  troisième  et  le  quatrième. 

Ou  l'énonce  d'ailleurs  comme  un-^  équi-d.ifférence:  i5  est  à  5 

comme  36  est  à  12;  ce  qui  veut  dire  que  i  5  contient  5  aulant 

de  fois  que  36  contient  12.  Aussi  peut-on  l'écrire  encore  sous 

e  i5      36 

cette  autre  iormc  :  -^  =  — . 

5         12 

Les  dénominations  des  ternies  sont  du  reste  ies  mêmes  c[uc 
dans  les  équi-difiérences. 

Ainsi  i5  et  36  sont  les  antécédens ^  5  et  12  sont  les  consé- 
quens.  Enfin  i5  et  12  sont  aîipelés  les  extrêmes  ;  5  et  36  /««■ 
moyens  de  la  proportion. 


a  no  DES    ÉQUI -DIFFERENCES. 

Les  équi-difFérences  et  les  proportions,  celles-ci  surtout, 
jouissent  de  plusieurs  proprie'tés  que  nous  allons  développer 
successivement. 

Des  Kqui- différences . 
201.  On  appelle  équi-dijjerence  (n°  499)  l'expression  de  l'e'- 


tj^ 


Propriété  fondamentale.  —  Dans  toute  équi-diJJerence , 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  la  somme  des  mojens. 

Soit  l'équi-différence      1 1  .  -j  :  19  .  i5  ; 
on  a  e'videmment         1 1 -{- ^^  =  7~î~  ^9- 

Mais  pour  nous  rendre  compte  de  celte  proposition  d'une 
manière  générale,  observons  que,  si  les  conséquens  étaient 
égaux  à  leurs  antécédens,  que  l'on  eût,  par  exemple, 

II    .    II    ;    10   .    19, 

la  proposition  serait  manifeste  :  car  114-19=11-!-  19- 

Or,  pour  ramener  l'équi-dilTérence  à  cet  état ,  il  suffit  d'aug- 
menter chacun  des  conséquens  ,  de  la  incnie  diflereuce  4-  Mais 
par  cette  addition ,  on  a  évidemment  augmenté  l'un  des 
moyens  et  l'un  des  extrêmes,  du  même  nombre  4;  ainsi,  la 
somme  des  moyens  et  la  somme  des  extrêmes  se  trouvent 
augmentées  en  même  temps  de  ce  même  nombre.  Donc,  puis- 
que, après  celte  addition  ,  les  deux  sommes  sont  égales,  les 
précédentes  l'étaient  aussi. 

Remarf[Uons  d'ailleurs  que,  s'il  n'y  avait  ^diséqui-dijférence 
entre  les  quatre  nombres,  il  faudrait ,  pour  rendre  les  consé- 
quens égaux  k  leurs  antécédens  ,  ajouter  à  chacun  d'eux  un 
nombre  différent ^  et,  puisque,  après  cette  addition,  la  somme 
des  extrêmes  deviendrait  é{;a!e  à  celle  des  moyens,  il  s'ensuit 
que  les  deux  sommes  devaient  être  inégales  avant  l'addition. 

Donc,  si  quatre  nombres,  énoncés  dans  un  certain  ordre, 
ou  écrits  sur  une  même  ligne,  forment  une  équi- différence , 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  ci  la  somme  des  moyens. 
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Réciproquement ,  si  la  somme  du  premier  et  du  dernier 
nombre  est  égale  à  la  somme  du  second  et  du  troisième ,  ou  si 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  celle  des  moyens,  les 
quatre  nombres  forment  une  équi-dijférence ,  dans  l'ordre  ou 
ils  sont  énoncés  ou  écrits.  Car  s'il  n'y  avait  pas  équi-diffé- 
rence ,  on  vient  de  voir  que  la  somme  des  extrêmes  ne  serait 
pas  égale  à  celle  des  moyens  ;  ce  qui  serait  contraire  à  la  sup- 
position. 

N.  B.  —  Il  peut  arriver  que  les  antécédens  soient  plus  pe- 
tits que  leurs  conséquens,  comme  dans  l'équi-dilTérence 

9    .    i4    C    18    .    23. 

Mais  les  raisonnemens  seraient  les  mêmes  que  dans  le  cas  pré- 
cédent; il  suffirait  d'ajouter  aux  deux  antécédens  la  différence 
commune  5;  ce  qui  reviendrait  à  ajouter  le  même  nombre  à  la 
somme  des  extrêmes  et  à  la  somme  des  moyens. 

Voyons  avec  quelle  précision  les  notations  algébriques  s'ap- 
pliquent à  la  propriété  précédente  et  à  sa  réciproque. 

Soient  quatre  nombres  «,  b ,  c,  d,  que  nous  supposons  for- 
mer entre  eux  une  équi-dijjérence  : 

On  a  donc       a.b  ".  c .d ,  ou  bien  encore  a  —  b^=ic  —  d. 

Cela  posé  ,  ajoutons  aux  deux  membres  de  cette  égalité,  la 
somme  b -\-  d;   il  vient 

a  —  b-^h-\-d=zc  —  d-\-b-\-d, 

ou  réduisant ,  a-\-dz=zc-\-b; 

donc  la  somme  des  extrêmes  a  et  d  est  égale  à  la  somme  des 
moyens  c  ef  b. 

Réelproquement,  soient  quatre  nombres  a,  b  ,c  ,d^  tels  que 

l'on  ait  a-\-d=.b-\-c-^ 

retranchons  b  -\-  d  des   deux   membres  de  cette  égalité;  il 

■vient  a-{-d — b  —  d:=:b-\-c  —  b  —  d, 

ou  ,  réduisant,  a  —  b  =^  c  —  d, 

ou  a.b  :  c.d. 


a-jy.  DES    LQUI -DIFFÉRENCES. 

Donc,  ces  quatre  nombres  ferment  une  équi-difference  dont 
les  extrêmes  sont  les  deux  termes  de  l'une  des  deux  sommes, 
et  les  moyens  les  deux  termes  de  Vautre. 

202.  CoNSÉQDENCE. —  Il  lésulte  de  la  propriété  précédente, 
que,  connaissant  trois  termes  d^une  équi-dijférence ,  on  obtiens 
dra  le  quatrième,  si  c'est  un  extièiue,  en  retranchant  de  la 
somme  des  moyens ,  V  extrême  connu  ,  et,  si  c'est  un  moyen, 
en  retranchant  de  la  somme  des  extrêmes,  le  moyen  connit. 

Ainsi,  soit  l'équi-différence 

23  .  II  t  49  •  ^ 
{x  désignant  le  ter;ne  inconnu). 

Comme  on  a  ,  d'après  la  propriété  fondamentale  , 

X  +  23  =  1 1  -f-495 

il  en  résulte  :p  =  1 1  -f-  49  —  23  =  37; 

ce   qui  donne 

20  .   II    '  49  •  ^7. 

Pareillement .  dans  l'équi-difTérence 
Z\  .  -2.5  '.  X .  78, 
on  a  a:  -f-  25  =  3 1  -j-  78  ; 

d'où  a:  =  3 1  -;-  78  —  2Ô  =  84  , 

et  par  conséquent,  3i  .  25  :  84  ■  78. 

205.  Quelquefois,  ou  est  conduit  à  consiiîérer  une  é(^ui-dif- 
férence  dont  les  Jeux  moyens  sont  égaux  ;  elle  s'appelle  alors 
une  équi -différence  continue  {ovi. proportion  arithmétique  con- 
tinue) . 

Par  exemple, 

27  .  39  :  39  .  5i 

est  une  équi-dilfcrcncc  continue. 

Comme,  dans  ce  cas,  le  double  de  l'un  «Its  moyens  doit, 
en  venu  de  la  propriété  ci-dessus,  être  i::^n.\  à  Ki  somme  île* 
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extrêmes  ,  il  s'eusuit  que  ce  moyen  esl  égala  la  demi-iomme 
des  deux  extrêmes. 

Ainsi,  dans  réqui-différence 

23  .  .r  I  a:  .  49  5 


on  a 


=  49+2^  =  36. 


dette  valeur  de  x  est  ce  qu'on  appelle  un  moyen  différentiel 
(ou  un  moyen  proportionnel  arithmétique)  entre  les  deux 
nombres  23  et  49- 

204.  Voici  quelques  autres  propriétés  des  équi-diiTérences  : 

On  peut  augmenter  les  deux  antécédens  ou  les  diminuer, 
augmenter  les  deux  conséquens  ou  lea  diminuer,  augmenter 
soit  les  deux  p>rewiers  termes  ,  soit  les  deux  derniers,  ou  les 
diminuer  d'un  même  nombre,  sans  que  l'cqui -diircreuce 
cesse  d'exister. 

En  effet,  il  est  évident  que,  par  ces  diverses  transforiualions. 
on  augmente  ou  l'on  diminue  d'un  même  nombre  la  somme 
des  extrêmes  et  celle  des  moyens;  ainsi,  l'égalilé  des  deux 
sommes  n'est  pas  troublée  ;  et  il  en  est  de  même  de  l'équi- 
dilférence ,  eu  vertu  de  la  réciproque  de  la  propriété  fonda- 
mentale. 

On  peut  également  intervertir  l'ordre  des  deux  extrêmes , 
celui  des  dtux  moyens,  ou  Inen  mettre  les  moyens  à  la  place 
des  extrêmes,  sans  troubler  l'équi-différcnce;  car  il  est  évident 
qu'après  ces  mutations,  la  somme  des  extrêmes  est  encore 
égaie  à  celle  des  moyens. 

En  général ,  toute  transformation  exécutée  sur  une  équi- 
différence,  et  telle  c[ue  la  somme  des  extrêmes  reste  ér-aîc 
à  la  somme  des  moyens  ,  ne  détruit  pas  l'èqui-différence. 

Mais  il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  les  propriétés  des 
équi-différenccs ,  parce  qu'elles  sont  de  fort  peu  d'usage. 

Passons  aux  propriétés  des  proporlioas  propremiut  dites, 
ou  autrement,  Ats  proportions  géométriques. 
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PROPRIÉTÉS 


Des  Proportions. 

203  On  entend  (n"  203)  ^av  proporlioti ,  l'expression  de 
l'égalité  de  deux  rapports  ou  quotiens. 

Lorsque  quatre  nombres  sont  en  proportion  ,  le  rapport 
commun  qui  existe  entre  les  deux  premiers  termes  et  entre  les 
deux  derniers  ,  peut  être  ,  ou  un  nouihre  entier,  ou  un  nombre 
iractionnaire  ,  eu  une  fiactiou  proprement  dite. 

Soient,  par  exemple,  les  proportions 


i8   :     6 
12    :     9 


-4 
3(3 


8, 


5  :  12  ::  20  :  48. 

Vjans  la  première,  le  lapport  commun  est  3  ;    d?.i;s   Ja  se- 


12       36       4 


coude,  on  a  —  =:  —  ^^^r:;   doiic   le  rapport  com'nun  est  un 
9        27        o 

nombre  essentiellement  fraclionr.riire. 

5  .  , 

■ ,  en  supprimant   le 


Enfin  ,  dans  la  troisième ,  on  a  -r^ 

4b 


12 


5 
facteur  4  commun  aux  deux  tennvs;  ainsi  la  fraction  —  est  'c 

1  2 

rapport  commun. 

Proprilté  fondamentale.  — Dans  toute  proportion ,  le  pro- 
duit des  extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens. 

Eîi  eO.et,  celte  propriété  serait  évidente,  si  ,  au  lieu  d'une 
proportion  telle  que 

iS  :  6  ::  24  :  8, 

on  en  avait  une  dont  les  ant vcédens  fussent  égaux  à  leurs  con- 
scqucns,  si  l'on  avait,  par  exemple, 

18  :  18  ::  ^4  :  ?4- 

Or,  pour  ramener  la  première  j.roporlion  à  cet  état,  il  suflit 
évidemment  de  multiplier  cha^que  conséquent  par  le  rap[)ort 
■commun  3;  mais,  par  cette  mulliplication^l'un  des  uiovens  et 
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l'an  des  extrêmes  sont  multiplies  par  un  même  nombre  ;  ainsi, 
il  en  est  de  même  du  produit  des  extrêmes  et  du  produit  des 
moyens;  et,  puisque  alors  les  deux  produits  rcLultans  sont 
égaux  ,  les  produits  priuiitifs  l'e'taient  aussi. 

Observons  d'ailleurs  que,  si  les  qualre  nombres  donnc's  ne 
foruiaieat  p.is  une  proportion  ,  il  faudrait ,  pour  rendre  les  con- 
séquens  ë^aux  à  leurs  antcce'dens  ,  multiplier  ces  conséqueas 
chacun  par  un  nombre  diffëient  qui  exprimerait  le  rapport  du 
premier  terme  au  second ,  ou  du  troisième  terme  au  quatrième; 
et  comme,  après  cette  multiplication,  le  produit  des  extrêmes 
deviendrait  égal  à  celui  des  moyens,  il  en  résulte  au'avant  la 
multiplication,  les  deux  produits  n'étaient  pas  égaux. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  si  quatre  nombres,  énoncés  ou 
ccrils  dans  un  certain  ordre,  sont  en  proportion,  le  produit 
des  extrêmes  est  é^al  à  celui  des  moyens. 

Réciproquement,  si  le  produit  des  deux  termes  extrêmes  est 
égal  à  celui  des  ?noj'ens,  les  nombres  forment  une  proportion 
dans  l'ordre  où.  ils  sont  énoncés  ou  écrits.  Car,  s'il  n'y  avait  pas 
proportion  entre  ces  quatre  nombres  ,  on  vient  de  voir  que  le 
produit  des  extrêmes  ne  serait  pas  égal  à  celui  des  moyens,  ce 
qui  serait  contraire  à  la  supposition  établie. 

Appliquons  les  notations  algébriques  à  la  démonstration  de 
cette  propriété  et  de  sa  réciproque. 

Soient  qsatre  nombres  a,  b  ,c  ,d,  en  proportion,  c'est-à-dire 
tels  qu'on  divt  a  ',  b  W  c  '.  d ,  ou  ce  qui  revient  au  même, 

a  c 

l~d' 

Multiplions  les  deux  membres  de  celte  égalité  par  bd\  il 

abd       cbd 

vient  —j~  =. , 

b  d   ' 

ou,  réduisant,  ad  =z  bc. 

Donc  le  produit  des  extrêmes,  ad^  est  égal  au  produit  des- 
moyens,  bc. 

Réciproquement ,  soient  quatre  nombres  a,  b ,  c  ,d,  tels  que 

i8.. 
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Ton  ait  ay<_d=.by^c; 

divisons   les   deux  mcmuies  de   celte  eV alité  jar  b  y<^  d;  il 
aX  d        b-X  c 


vient 


bxd'      bxd' 


OU .  en  supprimant  les  lacteuvs  communs,  y  =  -,  c  cst-H-dire 

a  l  b  y.  c  '  d. 

Donc  les  qualité  7ioinbres  forment  une  proportion  dont  les 
exlrèvies  sont  les  facteurs  de  l'un  des  deux  jjroduùs,  et  dont 
les  mojens  sont  les  facteurs  de  Vautre. 

206.  Conséquence.  —  De  cette  propriété  fondamentale  il  ré- 
sulte que,  connaissant  trois  tenues  d'une  proportion ,  on  doit, 
pour  obtenir  le  quatrième ,  si  c'est  un  extrême ,  diviser  le  pro- 
duit des  mojens  par  l'extrême  connu ^  et,  si  c'est  un  moyen, 
diviser  le  produit  des  extrêmes  par  le  moyen  connu. 

Ainsi,  soit  la  proportion       i8  '.  o.^  Il  72  :  x, 

comme  on  a  18  X  ^  =  24  X  72, 

•I  -     1.  24  X  72 

il  en  resuite  x  = ~—  =  gb  ; 

ce  qui  donne  iS  '.  2^  '.'.  72  :  96, 

207.  Il  peut  arriver  que  les  deux  moyens  d'une  proportion 
soient  égaux  entre  eux  ,  comme  dans  celle-ci  : 

9:12::  12  :  16; 

la  proportion  est  dite  alors  une  proportion  continue.  Dans  ce 
cas,  le  produit  des  deux  moyens  devenant  le  carre  de  chacun 
d'eux,  il  s'ensuit  que  ce  carré  est  égal  au  produit  des  extrê- 
mes ;  donc  chacun  des  moyens  a  pour  valeur  la  racine  carrée 
du  produit  des  extrêmes. 

Soit,  par  exemple,  la  proportion  5o  '.  x  '.'.  x  '.  8,  x  étant  le 
moyeu  terme  inconnu  d'une  proportion  continue;  on  a 

ar*  =  5o  X  8  =:  400, 
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d'où  l'on  déduit         xz=  \/ li^oo  r=  20; 
ce  qui  donne  5o  I  20  :i  20  I  8. 

En  général,  soit  la  proportion  a  \  x  W  x  '.  b  ;  \\  Qi\  résulte 
x^  =:  a  X  l? ,  d'où  X  =  {/a  X  b.  Cette  valeur  de  x  est  ce 
qu'on  appelle  un  moyen  proportionnel  entre  les  deux  nombres 
a  et  b. 

208.  Autres  propriiîtés.  —  On  peut  multiplier  ou  diviser  les 
deux  premiers  termes ,  ou  les  deux  derniers,  par  un  mérne 
nombre,  sans  altérer  la  proportion. 

En  effet ,  le  rapport  des  deux  premiers  termes,  ou  celui  des 
deux  derniers  ,  n'est  autre  chose  (n°  198)  que  le  quotient  d'une 
division  dont  le  dividende  est  l'antécédent,  et  le  diviseur  le 
conséquent;  et  l'on  sait  qu'eu  multipliant  ou  divisant  les  deux 
termes  d'une  division  par  un  même  nombre  ,  on  ne  change  pas 
la  valeur  du  quotient. 

On  peut  également  multiplier  ou  diviser  les  deux  antécédens, 
multiplier  ou  diviser  les  deux  conséquens,  par  un  même  nom- 
bre, sans  altérer  la  proportion. 

Car,  par  ces  transformations  ,  on  multiplie  ou  l'on  divise  à 
la  fois  l'un  des  extrêmes  et  l'un  des  jnoyeus  par  un  même 
nombre  ;  donc  le  produit  des  extrêmes  reste  toujours  é-^al  à 
celui  des  moyens.  Or,  d'après  la  réciproque  de  la  propriété 
fondamentale,  c'est  une  condition  suffisante  pour  que  les 
quatre  nombres  soient  en  proportion. 

On  peut  encore,  comme  dans  l'équi-différence ,  intervertir 
Vordre  des  extrêmes  d'une  proportion  et  celui  des  moyens,  ou 
bien,  mettre  les  extrêmes  à  la  place  des  moyens,  sans  c[ue  la 
proportion  cesse  d'exister  entre  les  quatre  termes. 

Par  exemple,  de  la  proportion  36  :  12  ;;  rS  '.  20, 
on  déduit  alternativement  , 

1°.  en  échangeant  les  extrêmes.  . .  25   \  12  '.'.    'j5   l  36; 

2°.  eu  échangeant  les  moyens.  ..  .  36   '.  ']5  y.    12    ;   25; 

3°.  en   mettant  les  moyens   à  la 

place  des  extrêmes 12  :  36  ::   25  ;  n5. 
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Le  lonpovt  commun  est  cllfîéient  d'uue  proportion  à  l'autre, 
ainsi  ce  rnppoit  est  3  dans  îa  première,'  —  dans  la  seconde, 

I  •?.  ,        1         ...  12         1  ,        ,  . ,         ■»«•  •     i_ 

— r;  dans  la  troisième,  et -7^  ou  -  dans  la  quatrième.  Mais  cha- 
25  3b        3 

que  proportion  n'en  existe  pas  moins  ,  puisque ,  après  tcsmula- 

tions ,  il  est  évident  que  le  produit  des  extrêmes  reste  toujours 

e'x^al  à  celui  des  moyens. 

i\.  B.  —  La  plupart  des  auteurs  de  Ge'ome'trie  de'signent  par 
les  dénominations  de  ahcrnando  et  inveriendOy  les  diverses 
mutations  que  l'on  fait  éprouver  aux  termes  d'une  proportion. 

Les  transformations  qui  consistent  à  multiplier  ou  diviser  les 
termes ,  s'appellent  multiplicando  ou  dividendo. 

Les  propriétés  suivantes  sont  d'un  usage  continuel  en  Géo- 
métrie ,  et  méritent  toute  l'attention  des  commençans. 

209.  Première  proprii'.té. —  Dans  toute  proportion,  la  samme 
ou  la  différence  des  deux  premiers  termes  est  au  second  terme, 
comme  la  sommu:  ou  la  dijjérence  des  deux  derniers  est  au  qua- 
trième. 

Ainsi,  dans  la  proportion  72  !  24  '.'.  4^  I  i5, 

on  a,  eu  ajoutant,  72  -j-  24  :  24  ::  4^  -|-  ^^  :  i5, 

et  en  soustrayant,  72  —  24  :  24  *.:  4^ —  ï^  •  '5» 

proportions  que  l'on  peut  vérifier  facilement. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  propriété  d'une  manière 
générale,  observons  qu'en  augmentant  ou  diminuant  chaque 
antécédent,  de  son  conséquent,  on  ne  fait  qu'augmenter  ou 
diminuer  d'une  unité,  chacun  des  deux  rapports;  et  puisque 
les  rappoiis  primitifs  étaient  é^aux ,  les  rapports  résuUans  le 
sont  aussi. 

De  la  proportion  72  ±1'?.^'.  o.^  \:  t\5  ^  \S  :  i5 

(  rt  se  prononce y^/».y  ou  moins) , 
on  déduit,  en  changeant  les  moyens  de  place  (u""  200), 
72  ±124  •  4^  —  *^  ••  ^4  *  '^> 
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mais  ou  a  déjà  '■^i  l  -y.^  '.'.  ^5  '.  i5, 

ou  bit-n,  7?.  :  45  ::  24  :  i5; 

«!onc,  comme  deux  nombres  é^aux  à  uti  troisième  soûl  néces- 
sairement e'^aux  entre  eux  ,  il  s'ensuit  encore 

72±:24:45±i5::  72:  45, 

on  bien  72  zL  1^  \  72  ::  45  ih  i5  :  45. 

<Jn  peut  donc  dire  aussi  que,  dans  toute  proportion,  îa 
somme  ou  la  dijji'rencc  des  dt^ux  premiers  termes  est  au  pre- 
mier terme,  comme  la  somme  ou  la  différence  des  deux  der^ 
niers  est  au  troisième,  énoncé  f[u'il  serziit  facile  decon^.prendre 
en  un  seul  avec  l'énoncé  ci-dessus. 

210.  Seconde  PivoFRitTii.  —  Dans  toute  pro[)ortion,  lasomme 
ou  la  différence  des  anlcccdens  e.'.l  à  la  somme  on  à  la  dijjé^ 
rente  des  cons'Jquens,  comme  un  quelconque  des  antécédens  est 
à  son  conséquent. 

Rejirenons  la  proportion  ci-dessus,  72;24l!45;  i5,  et  cban- 
»^eons  les  moyens  de  place  ;  il  vient 

72  :  45  '.',  24  '.  i5. 

Or,  rien  n'empêcîie  d'applicruer  à  cette  nouvelle  proportion 
la  propriété  du  numéro  précédent  ;  et  l'on  aura 

72  rt  45  :  45  ::  2!  d=  i5  :  i5, 

ou ,  cliaur^eant  les  moyens  de  place  , 

72  it  45  :  24  i:  i5  ::  45  :  i5,  ou  ::  72  :  24- 

Celte  proportion,  énoncée  eu  lan^',ar^e  ordinaire  ,  et  comparée  à 
la  proporiioïi  72  I  24  II  4^  •  1 5,  démontre  évidemment  la  pro- 
priété éuoiîcée. 

S),  dans  la  proportion  72  ±:  45  ;  24dri5  ;:  45  *  >5 ,  on  coa- 
siilère  d'abord  les  deux  signes  supérieurs,  puis  les  deux  signes 
irïféncurs,  oa  en  déduit  successivement 

72  4-  ^5  :  24  -f  !5  ::  45  :  i5, 
72  —  ^5  :  24  —  i5  ::  45  \  i5j 
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d'où  ,  à  cause  du  rapport  commun , 

72 -[-45  :  24+  i5  ::  72  —  45  124  —  i5  , 

ou  bien  ,  en  changeant  les  moyens  de  place  , 

72  +  4^  •  72  —  4^  ••  24  -f- 15  :  24 —  i5  ; 

c'est-à-dire  que ,  dans  toute  proportion  ,  la  somme  des  anté- 
cédcns  est  à  leur  différence ,  comme  la  somme  des  conséquens 
est  à  leur  différence. 

211.    Co-NSÉQUEXCES   DE  CETTE    PROPRlLlÉ.  1°.  Soit  UnC  Suite 

de  nombres  a,  b,  c,  d,  e,f,  g,  h,  i,  k.    , . ,  tels  que  l'on  ait 

Il  '.  b  II  c  °  d'.l  e  \f  V.  g  \  Il  W  i  \h .  .  .  ; 

je  dis  que  ,  dans  celle  suite  de  rapporls  égaux ,  la  somme  de 
tous  les  anlécédens  s.,  c ,  e^g,  i,...  est  à  la  somme  de  tous 
les  conséquens  b  ,  d  ,  f ,  li ,  k, .  .  .  comme  un  antécédent  quel- 
conque est  à  son  conséquent. 

En  effet,  les  deux  pre- 
miers rapports a  '.  b  y.  c  '.  d, 

donnent,  en  vertu  de  la 

propriété'  précédente ,..   a  ~\-  c  ',  b  -j-  d  '.',  c  '.  d  ; 

mais ,  comme  on  a c  ',  d  '.'.  e  \f, 

il  en  résul  te a  -^  c  \  b  -\-  d  \\  e'.  f 

d'où  ,  appliquant  à  cette 
nouvelle  proportion ,  la 

même  propriété  , a-\-  c  -|-e  ;  b  -\-  d-\-f\\  e  \  f\ 

mais  ou  a  encore e  \f'.\  g\  li\ 

donc a'\-c-\-e  '.b  -^-d  -\-f  '.'.  g',  k, 

et  par  conséquent a-\-c-\-e-\-g\b-rd-\-f-{^h'.'.g'Ji; 

et  ainsi  de  suite ,  quel  que  soit  le  nombre  des  rapports  égaux. 

82. 
2°.  Soient  deux  fractions  égales,  — >  0  5     ^^   ^'^'^  f"^^    ^'^ 

12     3 

som-me  des  numérateurs  et  celle  des  dénominateurs ,  il  en 
résulte  une  nouvelle  fraction ,  —z,  égale  à  chacune  des  frac- 
tions propotées. 
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82. 

En  effet,  l'epalilé  —  =  -,  levienlàlaproportionS'.  12  ::  ^'.S- 
12       3  ' 

d'où  ,  en  appliquant  la  propriété  ci-dessus  , 

8-f2:i2-h3::8:i?.  ::2:3; 

8  +  2         8         2 

donc  -"77  =  —  =  -. 

1 2  +  o         12         3 

Il  en  serait  de  même  si  l'oa  faisait  la  différence  des  nume'ra- 
teurs  et  celle  des  dénominateurs. 

Les  transformations  qui  se  rapportent  aux  propriëte's  précé- 
dentes, se  désignent  par  les  mots  addenda  et  substrahendo. 

212.  Troisième  propriété.  —  Si  l'on  a  un  nombre  quelconque 
ds  proportions ,  et  qu^ après  les  avoir  placées  les  unes  au-des- 
sous des  autres ,  on  les  mulli plie  par  ordre,  les  produits  re- 
sultans  seront  encore  en  proportion. 

Soient,  par  exemple  ,  les  trois  proportions 


3  : 

8 

W      Î2 

:  32, 

/  • 

i5 

::  28 

:  DO, 

4o  : 

12 

::  5o 

l5; 

il  résulte  d'abord  de  leur  définition,  qu'elles    peuvent   être 
écrites  ainsi  : 

3        12 

8  ~  3^' 

-1  — i? 
i5  ~6o' 

4o         5o 
12         i5' 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  ces  égalités  membre  à  membre, 
il  en  résultera  nécessairement  des  produits  égaux.  Or,  en  ef- 
fectuant cette  opération  d'après  la  règle  de  la  multiplication  des 

r      ..        ,  ,.  „„,  3  X     7  X  4o       12  X  28  X  5o 

Iractions  {vorez  n°  o9),  on  a ^ —  =  -^ 7^ ■=. , 

•^  ^'  8xi5xi2       32X6oXi5 

d'où     3X7X4o:8xi5xi2::  i2X28x5o:32x6oXi5, 
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ou  ,  elVettuaut  les  calculs  , 

840  :  '44'*  '••  '^Soo  :  28800. 

C.  O  F.  D. 

On  peut  f.icllement  constater  l'exactitude  de  cette  dernière 
propoi'tioii  :  car  en  divisant  les  deux  derniers  ternies  successi- 
vement par  10  et  par  2,  0!i  trouve 

840   l    144^    ••    ^4*^    •    ï44*^j 

proportion  evidcnle,  qu'on  appelle  proportion  identique. 

N.  B.  —  I!  est  à  remarquer  (jne ,  'i'après  la  nature  des  opéra- 
tions qui  viennent  d'être  elîecluéjs,  le  rapport  commun,  de  la 

•       Sao 
proportion   précédente,   savoir    —77—  ,    est   égal   au  proauit 

des  trois  rapports  des  proportions  données. 

Ainsi ,  Its  trois  rapports  étant,  crninie  il  est  facile  de  le  ve- 

■r  S-^ÎO  ,  ..210 

riiier,   ^,  -=^,    —,  on  a  pour  leur  produit,  r-^,  ou,  en  sup- 
0      I  o       o  ot)o 

primant  le  facteur  3o  commun  aux  deux  termes.  --,    résultat 

'^  '  12 

auquel  la  fraction —^7-  ncut  être  réduite  nar  la  suppression 
da  facteur  connnun  120. 

Ce  rapport,  -^,  qui  provient  de  ia  multiplication  de  plu- 
sieurs autres  rapports,  est  appelé  par  les  arithméticiens  ,  rap- 
port composé. 

L'opération  qui  a  fait  l'objet  de  la  pro'^jriété  précédente,  se 
désigne  d'ailleurs  par  le  mot  componendo 

213.  CoxsÉQUENCts  d;;  cette  proprilté.  —  1°.  Lorsque  quatre 
no::ibres  sont  en  proportion,  les  carrés  ,  les  cubes ,  et  en  géné- 
ral les  puissances  semblables  de  ces  nombres ,  .-.ont  aussi  en 
proportion. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  conséquence  ,  il  sufiit 
d'observer  que,    d'après   la   propriété  précédente,  plusieurs 
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proportions  semblables,  multipliées  par  cidre,  donneraient 

lieu  à  des  produits  en  proportion. 

a°.   Récipvofjuemont ,  lorsque  quatre  nombres  soûl  en  pro~ 

jwrtion,  les  racines  carrées ,  ciibiqius ,  quatrilmes ,  .  .  .  de  ces 

nombres,  sont  en  proportion. 

■  •  1  1  a        c 

boit  la  proportion    a\  h  '.\  c  \  cl,     ou      -  n=  -. 
'  b        ci 

a     c  . 

Puisque  les  deux  rappoils  j,  -,  soul  égaux,  les  racines  car- 
rées de  ces  rapports  sont  aussi  é.yales  ;  et  l'on  a  %/  j  =:  i  /  -, 

Mais,  pour  extraire  la  racine  carrée  d'une  fraction,  il  faut 
(n°  187)  extraire  la  racine  carrée  du  nuiriérateur  et  celle  du 
dénominateur,  ce  qui  donne 


\/?= 


a        {/a        X  I  ^ V'  c 


donc  — '^-^^  - — ^,    ou  liicn,    X^  a  \   \/  b  \\   \/ c  l   {ci. 

V  b        V  d 

Le  raisonnement  serait  le  même  pour  la  racine  cuhioue,  ou 
pour  une  racine  de  degré  quelconque,  en  partant  de  ce  prin- 
cijie  général ,  que^^OHr  extraire  une  racine  de  degri'  quelcon- 
que d' une  fraction ,  il  faut  extraire  la  racine  du  numv râleur 
et  celle  du  dénominateur. 

214,  Remarque.  —  Lorsque  les  nombres  a,b  ,c,  d,  ne  sont  pas 
ùes  carrés  parfaits ,  les  quantités  ^' a,  ^/b  ,\/'c  ,\,^d,  sont  des 
nombres  irrationnels;  et  la  proportion  ci-dessus  a  lieu  alors 
entre  des  nombres  incommensurables;  c'est  à-dire  fjue  l'on  est 
conduit  à  considérer  des  rapports  entre  des  nombres  incom- 
mensurables,  rapports  qui,  en  général,  sont  eux-mêmes 
irrationnels;  et  il  s'agirait  de  savoir  si  l'on  peut  appliquer  à  des 
proportions  de  cette  espèce  toutes  les  propriétés  qui  ont  été 
établies  précédemment.  ■' 

Pour  reconnaître  que  la  réponse  est  affirmative,  il  sunlt  de  se 
rappeler  ce  qui  a  été  dit  précédemment  (n"'  1B2  et  idZ),  qu'ua 
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nombre  irralionnel  peut  toujours  être  remplace' ,  mentalement , 
par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  ne  diffère  du  nombre 
proposé  que  d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut ,  et 
qui,  par  conséquent,  peut  être  prise  tellement  petite  ,  qu'on 
ne  doive  avoir  aucun  c'jjard  à  l'erreur  que  l'on  commettrait  en 
ne\oligeai:t  celte  quantité';  et  c'est  alors  entre  les  nombres 
commensurables  substitues  aux  grandeurs  irrationnelles,  que 
les  rapports  soiU  ceusL\«!  étal^lis. 

Quant  aux  rapports  entre  des  nombres  fractionnaires  exacts, 
il  est  aise  de  reconnaître ,  d'après  la  règle  de  la  division  des 
fractions,  qu'ils  peuvent  toujours  être  xemplacés  par  des  rap- 
ports entre  des  nombres  entiers. 

3       5 
Par  exemple,  le  rapport  de  -  à  —  étant  le   quotient  de  la 

j-  •  •        1     3  5  .    ^   ,       ^^ .  ,   3        II  ,33 

division  de  -  par  —     est  cnal  (  n*'  G2)  a  -  y< -^ ,    ou  a  -^-z:  . 
711  "^  -j        5  35 

c'est-à-dire  au  rapport  de  33  à  35. 

'"*         1 0  '7  23 

De  même  ,  le  rapport  de  ^  à  -^-  est  égal  à  5  X  — ?  ,  ou  bien 
o       16  O         10 

au  rapport  de  161  à  120. 

Ainsi,  toutes  les  propriétés  démontrées  précédemment  sur 
les  proportions,  en  supposant  que  les  termes  fussent  des  nom- 
bres entiers,  ont  toujours  lieu,  quelle  que  soit  la  nature  de 
ces  termes. 

§  II.  De  la  Règle  de  Trois  et  des  Règles  qui  en  dépendent. 

DE    LA    RÈGLE    DE    TROIS. 

21s.  En  Aritlimétique,  on  donne  le  nom  de  règle  de  trois 
simple,  à  l'opération  par  laquelle,  étant  donnés  trois  termes 
d'une  proportion  ,  on  parvient  à  déterminer  la  valeur  du  terme 
inconnu.  Nous  avons  exposé  (n°  206)  le  moyen  d'obtenir  ce 
quatrième  terme  ;  ainsi ,  pour  résoudre  une  question  dépen- 
dant de  la  règle  de  trois,  tout  se  réduit  à  former  la  propor- 
tion que  fournit  l'énoncé  de  la  question.  C'est  ce  que  les  exeir- 
ples  suivans  vont  éclaircir. 
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Premier  exemple.  —  On  demande  le  prix  de  384  ^*''^o— 
grammes  d'une  certaine  marchandise,  en  siq?posant  qiiei5  Id- 
logrammes  de  la  même  marchandise  aient  coiltê  65o  fr.  ? 

Analyse  du  problème.  —  Puisque  25*"'  ont  coulé  65o/,  il 
est  clair  que  pour  2,  3,  4-  •  •  ^"'^  P^"^  ^^  kilcgraniincs,  ou  doit 
payera.,  3,  /\....  fois  davantage.  Ainsi,  les  deux  nouibies 
de  kilooramnies  sout  nécessairement  dans  le  uiènie  rapport 
eue  les  prix  de  ces  deux  nombres  ;  et  par  cortsetjuent ,  il  y  a 
proportion  entre  eux. 

Donc,  si  l'on  de'sijjuc  par  x  le  prix  inconnu  des  384'"',  '^^ 
aura  la  proportion 

25^'':  384'''  *.:  esof  :x; 

,.  ,  384  X  65o   24q6oo 

d'où  (  n"  20c )  X  =  —^ =       ■'  =  QqS4  ;    ce    qui 

donne  9984  fv.  pour  le  prix  des  384  kilogrammes. 

N.  B.  —  Dans  cet  exemple  ,  on  pouvait  simplifier  l'ope'iatiou 
en  observant  que  les  deux  ante'cédens  de  la  proportion  ci-dessus 
sont  divisibles  par  25  ;  car,  si  l'on  supprime  ce  facteur  commun, 
il  vient 

l  :  384  *. I  26  !  a:;      à'oix     37  =  384X26=^9984. 

Toutes  les  fois  que  ces  simplifications  se  pre'sentent,  on  ne 
doit  pas  les  négliger. 

Second  exemple.  —  Gn  a  pajé  74^*  i5-^  2)^  pour  ^cP"^  5^4^ 
d'un  certain  ouvrage  y  on  demande  combien  il  faut  pajer  pour 
'j'j'^3^8P  du  même  ouvrage? 

Il  est  évident  qu'il  y  a  encore  proportion  entre  les  deux 
nombres  fractionnaires  de  toise  ,  et  les  prix  de  ces  deux  nom- 
bres. 

Soit  donc  X  le  prix  demandé;  on  aura  la  proportion 

43T5P4P:  77T3P8P::  743*  15-^89^  :x. 

On  pourrait,  d'après  les  règles  établies  pour  le  calcul  des 
nombres  complexes  ,  faire  le  produit  des  deux  moyens,  et  di- 
viser ce  produit  par  l'extrême  connu  ;  mais  on  abrégera  con- 
sidérablement les    calculs    en   réduisant    les  deux   premiers 
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termes,  qui  expiinient  des  unités  c!e  même  nature,  en  sub- 
divisions de  la  plus  petite  espèce  que  ces  deux  nombres  ren- 
ferment, et  par  conse'quent  en  pouces.  On  obtient  ainsi  la 
nouvelle  proporùon 

3i6op:  5588P  ::  743*  iS^S^-.x, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  4  commun  aux  deux  premieis 

termes  , 

790:  1397::  743*  i5^8^:  X. 

Par  là,  on  est  conduit  à  effectuer  une  multiplication  d'un 
nombre  complexe  par  un  nombre  entier,  et  à  diviser  le  produit 
qui  eu  résulte  ,  par  un  autre  nombre  entier;  ce  c|ui  est  beau- 
coup plus  simple. 

D'abord,  le  proilult  de  7-1 3"^  i5^  8^  par  1397  est  égal  à 
1039065^^6^4^. 

Divisant  ce  produit  par  790  ,  on  obtient  enfin  pour  quotient, 

326       i63 

1 3 1 5"^  5-^  5^ ou  ;— -. 

790       39t) 

Cet  exemple  est  le  seul  cjue  nous  nous  proposerons  sur  les 
nombres  complexes,  parce  que,  depuis  l'établissement  du  nou- 
veau système  de  poids  et  mesures ,  on  n'a  {]uère  à  considérer 
de  proportions  qu'entre  des  jsombres  entiers,  ou  entre  des 
nombres  fractionnaires  décimaux.  Il  suffira  de  se  rappeler  que, 
dans  les  exemples  de  ce  jjeiae  ,  il  est  généralement  plus  simj>le 
de  rcdiiire  les  deux  premiers  termes  de  la  proportion  (qui  sont 
tou'ours  des  nombres  de  même  nature)  en  unités  de  la  plus 
petite  des  subdivisions  que  renjermenl  les  deux  nombres. 

Troisièjie  exemple.  —  //  a  fallu  20  jours  à  i35  hommes 
pour  faire  un  certain  ouvrage  ^  on  demande  combien  il  faut  de 
jours  à  3oo  hommes ,  pour  faire  le  même  ouvrage. 

Analjse.  —  Si  un  certain  nombre  d'iiommes  a  employé 
20  jours  pour  faire  un  certain  ouvrap,e ,  il  est  clair  qu'un 
uombre  d'hommes,  2,3,4-  .  .  ^o\à plus  grand,  doit  enq^loycr 
a, 3, 4-  •  •  fc)is  moins  de  temps,  toules  choses  é{;.iles  d'ailleurs; 
donc,  autant  de  fois  \e  premier  nombre  d'hommes,  i35,  sera 
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contenu  dans  le  second,  3oo,   autant  de  fois  ie    nombre  de 
jouis  nécessaire  au    second  nonihre  d'iioinines,   c'esi-à  diie 
le  nombre  cherclié  x ,  sera  contenu  dans  le  noml)re  de  jours 
nécessaire  au  premier  nombre  d'hommes. 
Ainsi,  l'on  a  la  proportion 

i35''  :  300*  ::  x-i  :  20', 

ou  ,  en  mettant  les  moyeiîs  à  la  place  des  extrêmes  ,  afin  d'avoir 
X  comme  dernier  terme  , 

3oo    I    i35    I!    20    '.   X  ; 

1»    '  1.        •  1 35  X  20       2700 

d  oui  ou  tire  a:  =  — r :=—- — =tV'"\ 

000  000 

(On  peut  supprimer  dans  la  proportion,  i".  ie  l'acteur  i5 
comuiuu  aux  deux  premiers  termes  ,  2°.  le  facteur  20  commun 
aux  deux  anléccdens,  ce  f|ui  donne  la propcriion  i  I  9  ::  i  :  x; 
d'où  :cr=9.) 

216.  Remarques  sur  les  Rapports  directs  ou  inverses. 

C'est  ici  le  lieu  de  fixer  les  idées  ciescommençans  sur  le  ser.s 
de  certaines  deuouiinalioiis  dont  lei  matliematiciens  se  servent 
fréfjnemment. 

Les  questions  qui  dépendent  d'nne  règle  de  trois  simjde , 
renferment  toujours  clans  leur  énoncé,  cjuatre  noiuLres,  dont 
deux  d'une  certaine  csjjèce ,  et  deux  d'une  autre  espèce.  Sur 
ct  s  quatre  nombres  ,  trois  sont  connus  et  un  inconnu;  de  plus, 
chacun  des  termes  de  la  seconde  espèce  est  lié  intimement 
par  les  coiHÎilions  Je  l'énoncé  à  l'un  des  leimes  de  la  première 
espèce. 

Ainsi ,  dans  le  prenuer  exemple  ci-dessus,  deux  des  quatre 
nombres  expriment  des  poids,  tauuis  ([ue  les  deux  autres  ex- 
priment les  pri\  respectifs  de  ces  poids.  Le  prix  du  preuiier 
poids  est  donc  lié  avec  ce  poids,  et  peut,  pour  cette  raison, 
être  appelé  le  tenue  corresportdant  au  premier  poids.  Pareil- 
lement, le  second  poitls  et  le  prix  du  second  poids,  sont  des 
termes  correspondons. 

Dans  le  second  exemple  ,  deux  des  quatre  nombres  cxpri- 
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ment  des  longueurs,  et  les  deux  autres  sont  encore  les  piix  de 
ces  longueurs.  Chacun  des  deux  prix  est  dit  le  ternie  corres- 
pondant bi  la  lon;;ueur  eslime'e  par  ce  prix. 

Enfin,  dans  le  troisième  exemple  ,  on  considère  deux  nom- 
Lres  d'hommes  ,  et  les  deux  nomJDres  de  jours  employe's  par  ces 
nombres  d'hommes  à  faire  un  certain  ouvrage.  Le  nombre  de 
jours  employé  par  le  premier  nombre  d'hommes  est  dit  le  cor- 
respondant de  ce  nombre  d'hommes  ;  et  le  second  nombre  de 
jours  est  le  correspondant  du  second  nombre  d'hommes. 

Cela  posé ,  on  dit  f|u'il  y  a  relation  directe  entre  les  deux 
nombres  de  la  première  espèce  et  les  nombres  de  la  seconde, 
ou  bien  que  les  deux  nombres  de  la  première  espèce  sont  di- 
rectement proporlionmls  à  leurs  correspondans  de  la  seconde , 
lorsque  ,  après  avoir  constaté  qu'il  y  a  proportion  entre  les 
quatre  nombres ,  on  a  reconnu  de  plus  cjue  chaque  nombre 
croît  ou  décroît  en  même  temps  que  son  correspondant;  et 
alors  l'un  des  nombres  de  la  première  espèce,  et  son  corres- 
pondant de  la  seconde  espèce  ,  doivent  former  les  deux  anté- 
cédens  de  la  proportion  ,  tandis  que  l'autre  terme  de  la  pre- 
mière espèce ,  et  son  correspondant  de  la  seconde  ,  doivent 
former  les  deux  conséquejis  ;  c'est-à-dire  qu'un  terme  de  la 
première  espèce  ,  et  son  correspondant  de  la  seconde  ,  doivent 
former  un  extrême  et  un  mojen,  et  que  l'autre  terme  delà 
première  espèce,  et  son  correspondant j  doivent  former  un 
moyen  et  un  extrême. 

Au  contiairc  ,  il  y  a  relation  indirecte  entre  les  quatre  nom- 
bres, ou  bien  les  deux  nombres  de  la  première  espèce  sont 
dits  réciproquement  ou  inversement  proportionnels  à  leurs 
correspondans ,  lorsque  chaque  terme  croît  quand  son  corres- 
pondant décroît,  et  vice  versa;  et  alors  chacun  des  termes 
de  la  première  espèce  et  son  correspondant,  doivent  former 
les  deux  extrêmes ,  tondis  que  l'autre  terme  de  la  première 
espèce  et  son  correspondant  doivent  former  les  deux  moyens. 

En  reprenant  les  proportions  des  (rois  exemples  déjà  traités, 
on  voit  aisément  cjue  ,  dans  les  deux  premières  ,  il  y  a  relation 
directe  entre  les  quatre  nombres ,  c'est-à-dire  que  les  deux 
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poids  ou  les  deux,  lonjjucurs  sont  directement  proponionnels 
aux  deux  prix  ;  mais  que,  dans  la  lioisièuie,  il  y  a  relation 
indirecte,  ou  bien,  que  les  deux  nombres  d'hommes  sojil  ré- 
ciproquement proportionnels  aux  deux  nombres  de  jours  (*). 

Au  reste  ,  l'analyse  du  problème  fait  toujours  reconnaître  si 
la  relation  est  directe  ou  indirecte,  11  ne  s'agit  que  de  savoir, 
après  avoir  toutefois  constaté  la  proportionnalité,  si  ,  une  des 
grandeurs  de  la  première  espèce  augmentant  ou  diminuant, 
sa  correspondante  doit  augmenter  ou  diminuer,  ou  bien  ,  si  au 
contraire,  une  grandeur  de  la  première  espèce  au[jmentant  ou 
diminuant ,  sa  correspondante  doit  diminuer  ou  augmenter. 
Dans  le  premier  cas ,  il  y  a  relation  directe  ,  ou  les  deux  nom- 
bres de  la  première  espèce  sont  directement  proportionnels  à 
leurs  correspondons )  dans  le  second,  il  y  a  relation  indirecte, 
c'est-à-dire  que  les  deux  nombres  de  la  première  espèce  sont 
réciproquement  proportionnels  à  leurs  correspondons. 

On  dit  encore ,  dans  le  premier  cas  ,  que  chaque  grandeur  de 
la  première  espèce  est  en  raison  directe  de  sa  correspondante, 
et  dans  le  second,  qu'elle  est  en  raison  inverse  de  sa  corres- 
pondante. 

Par  exemple  ,  le  prix  d'une  certaine  marchandise  est  en  rai- 
son directe  du  nombre  d'unités  de  cette  marchandise,  parce 
que  plus  il  y  a  d'unités  de  cette  marchandise ,  plus  il  faut 
payer  pour  ce  nombre  d'unités  ;  au  contraire ,  le  nombre  de 
jours  nécessaire  à  un  certain  nombre  d'hommes  pour  faire  un 
ouvrage,  est  en  raison  inverse  du  nombre  d'hommes,  parce  qut 
plus  il  y  a  d'hommes  pour  faire  cet  ouvrage ,  moins  il  faut  de 
jours. 

217.  Ces  locutions,  quoique  vicieuses,  sont  ^^ouvent  em- 
ployées en  Mathématiques.  Ainsi ,  en  parlant  de  deux  fractions 
qui  ont  même  dénominateur,  on  dit  Qu'elles  sont  en  raison  di- 


(*}  Les  dcnomina lions  d.f.  relation  tllrecle  et  do  relaiinn  indirecte  nni 
e'tc  pioposc'es  par  IMauduit  j  Pun  des  aïoillcurs  auteurs  de  traites  dWrilh- 
oivtique. 

»9 
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rectc  de  leurs  nitméraleurs ,  et  (!e  deux  fractions  (|ul  ont  mêtnc 
numérateur,  qu'elles  sont  en  raison  inverse  de  leurs  dénomi- 
nateurs. 

Pour  interpréter  ces  deux  expressions,  considérons  d'aljovd 

les  deux  fractions  -^,   — ,   qui  ont  incme  dénominateur. 

12       12        ^ 


On  a  évidemment  la  proporlioa     —    ;   —     ::     ^     :     ii, 


1 1 

12  12 

puisque  le  second  rapport  n'est  autre  chose   que  le  premier 
dont  les  deux  termes  ont  élé  nmltipllés  par  12. 


Or  la  fracliou  -^  et  le  numérateur  7   qui  lui  correspond 
12  '^ 

■forment  les  deux  a'.itécér'ei.s  ,  tandis  que  la  fraction —   et  le 

12 

tîumérateur  11  qui  lui  correspond,  forment  les  deux  consé- 
(juens.  Ainsi ,  les  dtms  fractions  font  directement  proportion- 
nelles à  leurs  numérateurs;  ou  bieji  elles  so;ît  en  raison  directe 
de  leurs  nusuératcurs. 

,     ^       .        i5       i5       . 
boicnt  maintenant  les  ttactions  — ^^  et  :;-:î  qui  ont  même  nu- 

?j        00   ^ 

luératcur. 

1,  .       1  1  .        i5     i5         i        I  .  , 

Ou  a  u  ai^ord  la  propoîUon  —7  .  ^  Il  —j'.rzr.,  puisque  le 

second  rapport  n'est  autre  chose  que  ie  premier  dont  les  deux 
termes  ont  élé  «livisés  par  i5. 

Mais,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  du  second  rapport  de 
cette  proportion  par  23  X  36,  il  viendra  ,  réduction  faite, 

.73  •  36  ••  ^^  •  '^- 

i5 

Or  la  iMemièrc  fraction  —  et  son  dénominateur  23,  forment 

23 

1 5 

les   extrêmes   d'une   proportion   dont  la  seconde  fraction  -rp 

cl  son  dcénoniinateur  36,  forment  les /««Jj'e/J.î.  Ainsi  les  deux 
iraction-j  sont  récij.)roquemenl  pi  oporlioimellcs  à  leurs  déno- 
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minaleurs  ;  ou  bien,  elles  sont  en  raison  inverse  de  leurs  dé- 
nominateurs. 

On  a  vu  d'ailleurs  (a"  ^o)  qu'une  fraction  est  d'autant  plus 
grande  que  son  numérateur  est  jjIus  grand,  le  dénominateur 
restant  le  même  ,  et  qu'au  contraire  ,  elle  est  d'autant jjlns pe- 
tits que  son  dénominateur  est  plus  grand,  le  numérateur  res- 
tant le  même. 

Nous  avons  cru  devoir  donner  quelques  de'veloppemens  à  c(s 
principes  ,  parce  que  nous  avons  remarqué  que  les  jeunes  gens 
se  trompent  souvent  dans  la  résolution  des  questions  relatives 
aux  proportions,  faute  de  notions  suffisantes  sur  la  manière  de 
les  établir  convenablement. 

2i8.  Il  est  d'usage  ,  lorsqu'on  a  à  résoudre  une  question  dé- 
pendant de  la  règle  de  trois,  de  faire  en  sorte  que  le  dernier 
terme  de  la  proportion  soit  le  terme  inconnu. 

Pour  satisfaire  à  cette  condition  ,  on  commente  par  écrire 
le  rapport  des  deux  termes  de  l'espèce  dont  l'inconnue  fait 
partie.  Ensuite,  après  avoir  reconnu  par  l'analyse  du  problèn^e 
si  la  relation  entre  les  quatre  nombres  est  directe  ou  inverse , 
on  place  l'autre  rapport  à  la  gauche  de  celui-ci,  de  manière 
que  le  terme  dont  x  est  le  correspondant  soit  le  premier 
moj'en  ou  le  premier  extrême ,  suivant  que  la  relation  est  di- 
recte ou  inverse.  {Voyez  n"  216.) 

Ql'atkièime  EXE3IPLE.  —  On  suppose  que  ^\p  ouvriers  aient 
Jaii  280  mètres  de  maçonnerie  ;  et  l'on  devrande  combien 
■j6  hommes  feront  du  même  ouvrage  dans  le  même  temps. 

Soit  X  le  nombre  de  mètres  cherché  ;   ou   écrira  d'abord  le 

rapport 280  :  x  ; 

ensuite  on  observera  que  plus  il  y  a  d'hommes  ,  plus  ils  font 
d'ouvrage  ;  ainsi ,  la  relation  est  directe j  donc  ,  x  étant  un 
conséquent  ou  un  extrême  ,  son  correspondant  76  doit  être  le 
premier  conséquent  ou  le  premier  moyen  ,  et  l'on  aura 

45  !    76   y,   280   :  x\ 

T    •  i>        .  280  X  "/G       ,        ^      , 

u  ou  l  on  tire  .r  =  - — -7-?-^  =  472'",89;  a  0,01  près. 

19.. 


292  DE    LA    KÈGLE    DF    TROIS    COMPOSÉE. 

Cinquième  exesiple. —  Un  équipage  de  vaisseau  n'a  plus  que 
pour  10  jours  de  vivres^  el  cependant  il  doit  encore  tenir  la 
mer  pendant  35  jours.  On  demande  à  combien  on  doit  réduire 
la  ration  journalière  de  chaque  individu? 

Analyse. — Soient  i  la  ration  ordinaire  de  chaque  individu, 
et  X  celle  qui  doit  lui  être  délivre'e ,  vu  les  circonstances  où 
l'équipage  se  trouve  ;  il  est  clair  que  cette  nouvelle  ration  doit 
être  2  fois,  3  fois.  .  .  .  plus  petite ,  par  rapport  à  la  première, 
si  le  nombre  de  jours  pendant  lequel  le  vaisseau  restera  en 
mer  devient  2  fois,  3  fois....  plus  considérable.  Ainsi, 
les  deux  rations  sont  inversement  proportionnelles  aux  deux 
nombres  de  jours. 

Donc,  si  l'on  pose  le  rapport 1    ',  x, 

le  nombre  35  dont  x  est  le  correspondant,  doit  former  le  pre- 
]nier  extrême  ,  puisque  x  est  le  second;  et  l'on  écrira 

35  :  20  ::  i  :  x; 

d'où  am  — p  =  -.  C'est-à-dire  que  la  ration  de  chaque  indi- 
vidu doit  être  réduite  aux  -  de  la  ration  ordinaire. 

7 

yîutre  solution.  — On  peut  parvenir  à  ce  même  résultat  sans 
le  secours  des  proportions,  et  d'une  manière  plus  simple. 

Admettons  pour  le  moment  qu'il  n'y  ait  plus  qu'une  seule 
alion  ordinaire  par  chaque  individu,  pour  tenir  la  mer  pen- 
dant 35  jours;  la  ration  journalière  se  trouvera  alors  réduite 

•■^  —  delà  ration  ordinaire;  mais  comme,  d'après  l'énoncé,  il 
35 

\  a  20  rations  par  chaque  individu ,  il  s'ensuit  que  la  ration 
actuelle  doit  être  -rx  X  20 ,  ou  -^,  c'est-à-dire  les  -  de  la  ra- 
tion ordinaire. 

219.  Règle  de  trois  composée.  —  On  nomme  ainsi  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  détermine  le  quatrième  terme  d'une 
proportion  résultant  de  la  multiplication  de  deux  ou  plusieurs 
auties. 
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Sixième  exemple.  —  20  ouvriers  ont  emplojé  iS  jours  à  faire 
5oo  mètres  d'un  certain  ouvrage ^  on  demande  en  combien  de 
jours  -jô  ouvriers  feront  i265  mètres  du  même  ouvrage. 

analyse.  —  Cet  énoncé  donne  lieu  à  cons'ulérer  trois  rap- 
ports ,  savoir  ,  le  rapport  des  deux  nombres  d'ouvriers ,  celui 
des  doux  nombres  de  jours,  et  le  rapport  des  deux  ouvrages. 
Mais  ,  pour  simplifier  la  question  et  la  ramener  aux  (luestions 
précédentes,  nous  supposerons  d'abord  que  l'ouvrage  à  faire 
par  les  deux  troupes  d'ouvriers  soit  le  même  et  égal  au 
premier,  5oo  mètres.  Alors  la  question  reviendra  à  celle-ci  : 
20  ouvriers  ont  employé  18  jours  à  faire  5oo  mètres  d'un  cer- 
tain ouvrage  ;  combien  -^6  ouvriers  emploieront-ils  de  jours  li 
faire  ce  même  ouvrage  ? 

Ici ,  il  y  a  évidemment  proportion  (avec  relation  indirecte) 
entre  les  deux  nombres  d'ouvriers  et  les  deux  nombres  de 
jours.  Ainsi ,  désignant  par  x  non  pas  le  nombre  de  jours  qui 
correspond  au  premier  énoncé,  mais  celui  qu'on  cherche 
d'après    le  nouvel   énoncé ,  en  aura    la  proportion 

76  :  20  ::  18  :  or (i). 

On  pourrait  tirer  de  cette  proportion  la  valeur  de  x  ;  mais 
nous  allons  voir  que  cela  est  inutile.  Il  suffit  seulement  de 
raisonner  sur  a: ,  en  le  considérant  comme  déjà  connu  d'après 
cette  proportion. 

Observons  maintenant  que,  .r  étant  le  nombre  de  jours  né- 
cessaire aux  76  ouvriers  pour  faire  les  5oo  mètres ,  il  ne  s'agit 
plus  que  de  savoir  combien  il  leur  faut  de  jours  pour  faire  les 
1265  mètres. 

Or,  le  nombre  des  ouvriers  étant  le  même  ,  si  l'ouvrage  de- 
vient double,  triple,  etc.,  le  nombre  dejours  devra  être  dou- 
ble, triple  ,  etc.  ;  ainsi .  il  y  a  prouortion  avec  relation  directe; 
et  si  l'on  désigne  par  x  t^x prime)  e  noniore  dej  ours  cherché 
(c'est  alors  le  nombre  inconnu  du  premier  énoncé) ,  ou  aura  la 
nouvelle  proportion 

5oo  ;  1265  '.'.  X  ',  x' , . ,   (2) 
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(5oo  et  X  foinicnt  un  extrême  et  un  moyen  ,  parce  que  la  rela- 
tion est  directe. ) 

Multiplions  actuelleuient,  terme  à  terme,  les  deux  propor- 
tions (i)  et  (2),  il  en  résultera  (n°  215) 

76  X  5oo  :  20  X  1^65  ::  18  X  :r  :  a:  X  ^' , 

OU-,   supprimant  le    facteur  x   commun   aux   deux    derniers 

termes  , 

•-ô  X  5oo  \  20  X  1265  ::  i8  \  x  . 

20  X  laGSx  18  .187 

J)onc,a:  = t. = =    1 1^ —  -,  ou  12  lours  environ. 

'  76x^)00  190 

Passons  à  un  exemple  encore  plus  complique. 

Septcè^iî:  EXEMiLE.  —  ooo  howmes^  travaillant  12  heures  par 
jour,  ont  emplojé  5 7  jours  à  creuser  un  canal  de  1800  mètres 
à.i  long  sur  r  mètres  de  large  et  3  de  profondeur;  on  demande 
en  combien  d.'  jours  860  liommes  travaillant  i  o  heures  par 
jour,  creuseront  un  autre  canal  de  2900  mètres  de  long  sur 
1 2  mètres  de  large  et  5  de  profondeur,  dans  un  terrain  3  fois 
plus  dijjicile  que  le  premier? 

Voici  le  tableau  des  calculs  ,  dont  nous  donnerons  ensuite 
l'explication  : 

86o''""    :  5oo'-'»'"   ::  57  :  x^""" (i), 

lo'""''  :     12'""''  ::  x    :  x' (2), 

i8oo'"-'^^"?:  ogoo""-''"'' ::  x     :  x" (3), 

3^      :      5^      ::  .r'*    :  :r'^ (5), 


3'^      ::  x'"   :  x''  ouX (6). 


?{)<>  X  I  o  X  1  Soo  X  7  X  3  X  1  :  000  X  1 2  X  jgoo  xi2XJx3::57:Xi 

,,   ...        5ooX  12X2000X  12X5x3x57  ^,    .    5i 

d'où  X  =  ^r. r; ^TT^TT —  ^4 9    TTI' 

860  X  lo  X  '800X7  X3X  I  ^O' 

Analyse. —  On  distinf;ue  dans  l'énor.ce  ci-dessus  deux  par- 
tics  principales  :  la  première  comprend  les  nombres 

Soo''"'",  12*,  57/,  1800"''°"?,     7"-''''P,  3-"-?,  I^ 
<•(  la  seconde,    8G0,        10,    X,  2900,  12,  5,       3 


DE    I.\    IIKGLE    DE    TROIS   COMPOSÉE.  5.C)5 

(Puisque  le  second  terrain  est  trois  fois  plus  difUcilc  à  fouiller 
ijue  le  jiremier,  on  peut  représenter  la  dureté  du  premier  ter- 
rain par  I,  et  celle  du  second  par  3 ,  comme  on  le  voit  ici.) 

On  a  désij^.né  d'ailleurs  par  X  le  nombre  de  jours  cherché. 

Cela  posé  ,  admettons  d'ahord  que  l'ouvrage  à  faire  par  les 
lieux  troupes  d'ouviiers  soit  le  même,  et  de  plus  que  l'une  et 
l'autre  iroiqie  travaillent  le  même  nombre  d'h.eures  par  jour. 

Connne,  dans  ce  cas,  plus  il  y  a  d'ouvricis  pour  faire  cet 
uuvrafje,  moins  il  faut  de  jours,  on  a  un-  relation  indirecte 
entre  les  deux  nomlu-es  d'ouvriers  et  les  deux  nombres  de  jours. 
Ainsi ,  désignant  par  .r  le  nombre  de  jours  nécessaire  aux  860 
ouvriers  pour  creuser  le  j.iemier  fossé  ,  le  temps  deljur  travail 
])ar  jour  étant  d'ailleurs  de  lOi  heures  comme  pour  les  000  ou- 
vriers ,  on  a  la  proportion  (1)  dans  laquelle  860  et  son  corres- 
pondant a:  forment  les  deux  extrêmes. 

Actuellement,  si  ces  860  hommes,  au  heu  de  travailler 
12  heures,  ne  travailleiU  que  10  heures,  ils  devront  nc'ces- 
saireuicnt  employer ^;/h^  de  jours  à  faire  le  même  ouvrage. 
Ainsi  ,  ayant  égard  aux  deux  nond^res  d'heures  de  travail  par 
jour,  comme  moins  il  y  a  d'heures  de  travail,  plus  il  faut  de 
jours  ,  on  a  encore  une  relation  indirecte  entre  les  deux  nom- 
bres 11^,  lo'"",  et  les  deux  nombres  de  jours  x,  x'  ;  ce  qui 
donne  la  proportion  (2)  dont  lo  et  son  correspondant  x'  for- 
ment les  extrêmes. 

On  pourrait ,  en  multipliant  les  deux  proportions  (i)  et  (2) , 
l'une  par  l'autre,  et  observant  que  le  terme  x  disjiaraîlrait 
comme  facteur  des  deux  derniers  termes  de  la  nouvelle  pro- 
portion ,  on  pourrait,  dis-jc,  obtenir  la  valeur  de  x\  qui  expri- 
merait le  nombre  de  jours  nécessaiies  aux  880  ouvriers  tra- 
vaillant 10  heures  par  jour,  pour  creuser  le  premier  fossé;  mai 
cela  est  inutile,  et  il  sufât  de  regarder  x'  comme  déterminé. 

Faisons  maintenant  varier  la  longueur  du  fossé  en  con- 
servant la  même  largeur,  la  même  profondeur,  et  la  même 
dureté  de  terrain. 

Or,  si  le  fossé  a  plus  de  longueur,  toutes  choses  égale*; 
d'ailleurs,  il  faut  nécessairementyj/i/*  de  jours  poiu'  le  creuser; 
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ainsi,  il  y  a  relation  directe  entre  les  deux  nombres  1800,2900 , 
et  X  ,  x"  {x"  ou  X  seconde  dësijînant  le  nombre  de  jours 
correspondant  II  la  longueur  2900),  d'où  re'sulte  la  propor- 
tion (3)  dont  2900  et  x"  forment  un  moyen  et  un  extrême. 

Re'pétant  les  mêmes  ralsonneinens  par  rapport  à  la  largeur 
et  à  la  profondeur,  on  obtient  les  deux  proportions  (4)  et  (5), 
dans  lesquelles  x"  ec  x^^  (ou  x  tierce  et  x  quarte)  expriment 
les  nombres  de  jours  qui  correspondent  aux  variations  de  la 
largeur  et  de  la  profondeur. 

Enfin  ,  si  l'on  a  égard  à  la  différence  des  duretés  des  deux 
tei'rains ,  il  y  aura  évidemment  relation  directe:  et  l'on  ob- 
tiendra la  proportion  (6)  dont  le  dernier  terme  x^  ou  X  ex- 
prime le  nombre  de  jours  cherché. 

MuUipliant  alors ,  terme  à  terme,  les  six  proportions  établies 
successivement,  et  observant  que  tous  les  termes  x ,  x  ,  x", 
x'" ,  :r'^',  dispaiaissent  comme  facteurs  communs  dans  le  second 
antécédent  et  le  second  conséquent  de  la  nouvelle  proportion, 
on  obtient  la  proportion  (7) ,  d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  X, 

qui,  toute  simplification  faite,  se  réduit  à    549^  5 — • 

Ainsi ,  le  nombre  de  jours  demandé  est  de  549  jours  environ. 

-    N.  D .  — |Rappelons-nous  toutefois  que,  lorsqu'on  est  parven  u 

5ooX  12  X  2qooX  I?.  X  5x  3x57     ., 

a  l  expression  .v  = 5^ ^^ 5 ,  11 

^  860  X  10  X  iboo  X  7X  3  X  I 

faut,  avant  d'effectuer  toutes  les  multiplications  indiquées, 

avoir  soin  de  supprimer  tous  les  facteurs  communs  qui  sont  en 

évidence  au  numérateur  et  au  ce'^iominateur. 

Ici,  par  exemple ,  après  avoir  opéré  toutes  ces  suppressions, 

,  .      „      5  X  4  X  29  X  5  X  57  ^  , 

on  obtient  X  r= — -rr- ,     ou  ,    en    ellectuant 

43  X  7 

i653oo  ,     5i 

alors  les  calculs  ,  X  =  — r =  049  0 — • 

3oi  "  3oi 

Cet  exemple ,  qui  est  un  des  plus  compliqués  qu'on  puisse 

se  proposer,  suffit  pour  mettre  les  commençans  au  fait  de  la 

marche  qu'il  faut  suivre  dans  tout  autre. 
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220.  Remarques  générales  sur  la  règle  de  trois.  —  L'opé- 
ration d'après  laquelle  on  parvient  à  déterminer  le  nombre 
inconnu,  dans  les  deux  questions  préce'dentes  ,  s'appelle  règle 
de  trois  composée ,  parce  qu'en  effet  on  parvient  à  une  pro- 
portion dont  le  premier  rapport  est  formé  par  la  multiplica- 
tion de  tous  les  rapports  compris  dans  l'énoncé,  à  l'exception 
de  celui  dont  l'inconnue  fait  partie  ,  et  qui  forme  le  second 
rapport  de  la  proportion. 

Autrefois,  on  distinguait  encore  les  rè^jles  de  trois  ,  en  règle 
de  trois  simple  et  directe ,  règle  de  trois  simple  et  inverse, 
règle  de  trois  composée  directe  et  inverse  tout-à-la-fois ,  etc.  ; 
mais  on  est  généralement  d'accord  pour  rejeter  toutes  ces  dé- 
nominations comme  vicieuses,  ou  du  moins  comme  inutiles 
pour  la  résolution  de  la  question. 

La  seule  attention  qu'il  faut  avoir,  en  plaçant  les  unes  au- 
dessous  des  autres  les  différentes  proportions  dont  le  produit 
doit  donner  lieu  à  la  proportion  qui  a  pour  seul  terme  inconnu 
le  nombre  deuîandé ,  c'est  de  s'assurer  si  les  quatre  nombres 
que  l'on  compare,  pour  chaque  proportion  ,  sont  directement 
ou  réciproquement  proportionnels,  et  d'écrire  la  proportion 
en  conséquence  et  d'après  la  remarque  du  n°  218. 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  problèmes  suivans. 

Huitième  exejiple.  —  i5  ouvriers  ,  travaillant  lo  heures  par 
jour,  ont  employé  i8  jours  à  faire  45o  mètres  d^un  certain 
ouvrage  ^  on  demande  combien  il  faut  d  ouvriers  ,  travaillant 
2  heures  par  jour ,  pour  faire  en  8  jours  480  mètres  du  même 
ouvrage  ? 

[Rép.  X=:3o  hommes.] 

Necvième  EXEMPLE.  — Il  a  fallu  1200  mètres  de  drap  à  j  de 
large  ,  pour  habiller  5oo  hommes;  on  demande  com,bien  il  faut 
de  mètres  à  ^  ,  pour  en  habiller  960  ? 

[^Rép.  8291'"  5.] 

Dixième  exemple.  —  Un  courrier  marchant  1 5  heures  par 
jour.,  a  fait  une  route  de  376  lieues  dans  20  jours  de  temps  ; 
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on  demande  combien  il  doit  marcher  d'heures  par  jour,  pour 
faire  4oo  lieues  dans  J  S  jours? 

[Rép.i:^.-] 
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Îi21.  On  appelle  inlérel  d'une  somme,  le  bénéfice  résultant 
»lu  prêt  que  l'on  fait  de  cette  somme  ,  ou  le  prix  du  lojer  àc 
cette  somme  pendant  un  certain  temps;  la  somme  pîa<:ée  se 
nomme  d'ailleurs  le  capital. 

L'intérêt  d'une  somme  dépend  de  la  quotité  de  ce  capital, 
du  temps  pendant  lequel  il  est  placé  ,  et  du  taux  d'intérêt.  On 
appelle  taux ,  l'intérêt  ouïe  bénéfice  que  rapporte  une  somme 
déterminée  pendant  un  temps  aussi  déterminé;  ordinaire- 
ment, c'est  le  bénéfice  que  rapportent  loo  francs  prêtés  pen- 
dant un  an. 

Ce  taux ,  qui  peut  être  considéré  comme  une  sorte  d'unité 
li'intérét,  est  de  pure  convention  entre  le  préteur  et  l'em- 
prunteur ;  il  dépend  généralement  de  l'abondance  ou  de 
la  rareté  des  capitaux.  Cependant,  il  y  a  dans  le  commerce 
ou  dans  la  banque,  des  limites  (fixées  par  l'usage  et  par  la  loi) 
au-delà  desquelles  le  laux  ne  peut  monter  sans  être  appelé 
Usure.  {L'usurier  est  celui  f|ui  prêle  son  argent  beaucoup 
au-dessus  du  taux  {généralement  admis.) 

La  règle  d'intérêt  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  règle  de 
trois  composée  ;  nous  allons  en  donner  des  exemples. 

PiîEMiER  EXEMPLE.  —  On  demande  Vintérét  d'une  somme 
de  i\Soo  francs,  pour  ot.  ans  5  mois,  ci  raison  de  "j  francs  p.  ^ 
par  an  (p.  S  est  la  manière  usitée  dans  le  commerce  d'écrire 
pour  lOo). 

Cet  énoncé  est  l'expression  abrégée  de  celui-ci  : 

I  oo  francs  rapportant  •;  francs  d'intérêt  par  an ,  combien 
jiroduira ,  à  proportion ,  une  somme  de  ^5oof ,  placée  ou  prêtée 
pendant  2  ans  5  mois? 

jînaljse  et  solution.  — Appliquant  à  cette  question  les  prin- 
cipes établis  préocdemmcnt ,  nous  dirons  :  Les  intérêts  de  deux 
capitaux  placés  pendant  lo   même   temps,  sont  directement 
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proportionnels  à  ces  capitaux;  ainsi,  en  appelant  x  l'intérêt 
du  capital  45oo-^  place  pendant  un  an,  on  aura  cette  pre- 
mière proportion 

loo  :  45oo  ::  7  :  x (i). 

Jùîsuite,  les  intérêts  d^ an  même  capital  sonX.  directement  pro- 
portionnels aux  temps  pendant  lesquels  il  est  placé  ;  donc,  si 
l'on  de'signe  par  X  l'intérêt  de  45oo-^  pour  2  ans  5  mois,  ou 
l'intérêt  deiuaiulé ,  ou  aura  cette  nouvelle  proportion 

jaa    .    ^-.n,  ^mois    ;  ;    ^T    I    X  .  .  .    (2); 

d'où,  multipllaut  terme  à  ternie  les  proportions  ^i)  et  (2), 

100  :  4500 X  2""' 5"""''  ::  n  :  X, 

:î5ooX2''"'5'"''-'v -,  ^  .    . 

ctpar conséquent.  A  =  ^ i-  =010  X^'^"  t»"""''. 

*  100 

Effectuant  l'opération  marquée  par  3i5 

SiSXa""'  0^,  d'après  les  rè-les  con-  ^i^s  ^mois 

nues,  et  comme  on  le  voit  à  côté,  TT^ 

,        '  boo 

on  trouve  pour   résultat,   761  hancs         ,..,         p 

^         \/  ^         ij.    .  ..lOD 

25  centimes.  Ainsi ,  Vinlérét  demanda  r-     r 

I        «ta      ^O  .  2wl 

monte  à  761  Ir.  2Ô  centimes.  ■ 

761,25 

Soit ,  en  général ,  un  capital  a  place  pendant  un  temps  ex- 
primé par  t,  à  raison  de  \ p.  100  j}ar  an. 

En  raisonnant  comme  ci-dessus  ,  on  sera  conduit  aux  deux 


fioo 
proportions \ 


a   ;  :    i   '.   xi 

t  ::  .r  :Xj  ' 


d'où  l'on  déduit 100   :   «  X  f  "  '  I  X  j 

eJ  par  conséquent, 

Y  —  "  ><  ^  X  ^  _  oit_ 
100  loo' 

Cette  formule  X= ,  comprend  sous  une  forme  facile  à 

•^  100 

rctenii-,  la  manière  de  déterminer  l'intérêt  d'une  somme  quel- 
conque placée  pendxnt  un  certain  temps,  et  d'après  un  ceriaiw 
taux. 
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Eu  langage  ordinaire  ,  elle  signifie  qu'il  faut  multiplier  la 
somme  proposée  par  le  taux  d'intérêt  pour  un  an,  puis  par  le 
temps  pendant  lequel  la  somme  est  placée  ,  et  diviser  le  résul- 
tat par  loo.  C'est  dans  cette  opération  que  consiste  la  règle 
d'intérêt  simple. 

222.  On  peut  d'ailleurs  parvenir  à  celte  formule  sans  le  se- 
cours des  proportions,  et  par  un  moyen  qu'il  est  bon  de  faire 
connaître. 

Puisque  loo  francs  rapportent,  dans  l'unité  de  temps  ou 
dans  un  an,   un  nombre  de  francs  marqué  par/,  il  est  clair 

qu  un  seul  franc  doit  rapporter .   Donc  une  somme  quel- 

■^  *  loo  ^ 

,                          /                     ai 
conque  rapportera,  dans  un  an,  Xa,  ou ;    et    celte 

lOO  100 

11.1                               ^i 
même  somme,  au  bout  de  t  années  ,  devra  rapporter X  l^ 

^'^  100 

ait 
ou . 

lOO 

A'.  B. — La  fraction qui  exprime  l'intérêtd'un  francpour 

100  "^  "^  "^ 

un  an  ,   se  présente ,  dans  certains  cas  particuliers ,  sous  une 

forme  très  simple. 

Soit,  par  exemple,  /  r=  5  (ce  qui  veut  dire  qu'une  somme 

est  placée  à  5  p.  loo  par  an  )  il  en  résulte  =  =  —  , 

100  100  20 

J»       <        '^^  ^  J>       >        1»  ■  IV  .      »  1.  -1 

d  ou 1= — :  d  ou  ion    voit  que   l  intérêt    d  un     capital 

lOO         20  '■ 

placé  à  5  p.  I  oo  par  an ,  est  égal  au  vingtième  du  capital. 
Soit  encore  i==io;  il  en  résulte     =  =  — .  Donc 

lOO  lOO  lO 

:=  —  ;    c'est-à-dire   que  l'intérêt  d'un  capital  placé  à  lo 

lOO        lo  ^  r  r 

p.  ioo,  est  égal  au  dixième  de  ce  capital. 

|i.  On  dit  que  le  capital  est  placé  ,  dans  le  premier  cas,  au  rfe- 

"#:er2o,  et,  dans  le  second,  au  denier  lo. 

Enfin  ,  dire  qu'une  personne  a  placé  ses  fonds  au  denier  ^o, 
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c'est  supposer  qu'elle  retire  par  au,  en  intérêt,  le  4o'"'  de  son 
capital  ;  ou,  en  d'autres  termes ,  que  le  taux  d'miéréicst  de  2  ^ 
p.  1 00  par  an  ;  car  on  a 

2^  5    I        1,    .      fii   aX2^ a 

100  200  :\0^  100  100  4^ 

Ces  de'noniinations  sont  usite'es  dans  le  commerce. 

Îi23.  Quelquefois  ,  le  taux  d'intérêt  est  donné,  non  pour  un 
an,  mais  pour  i  mois  ou  3o  jours.  (^'(yezn°  221.)  Dans  ce  cas, 
on  prend  le  mois  pour  unité  de  temps  ;  mais  la  manière  d'opérer 
est  toujours  la  même. 

Second  exemple.  —  On  demande  VinU'rét  de  5ooo  francs 

3 
pour  3i5  jours  ,  ou  \o  mois  i5  jours  ,  à  raison  de  -j  p.  100  par 

mois  7 

Faisant,  dans  la  formule  X= ,  rt  =  5ooo,   /  =  io"'r, 

100  '' 

o  ,    . 

et     z  =  ^,  on  obtient 

4 

SoooXio^X-       _         21       3       3i5o       _   _      _ 

X= ^  =  5oX  —X  7  =  —--=  3Q3,7t). 

100  24  ^ 

Ainsi,  l'intérêt  demandé  est  393  francs  ^5  cent. mes. 

Troisième  EXEMPLE.  —  Lne  somme  de  3'j5o  francs  a  rap- 
porté 'j  i^  francs  0.5  centimes,  en  intérêt,  au  bout  de  2  ans  6  mois  ; 
on  demande  le  taux  d'intérêt  auquel  la  somme  a  été  placée? 

En  raisonnant  comme  dans  le  premier  exemple  ,    on  par- 

■    j  1  ,-       (3760  :  ïoo  ::  719,25  :  .r]. 

viendra  aux  deux  proportions  <         ,  ,-  '  ' 

r   r  ^o"'^  :    I    ::  X  :  X       j 

d'où  l'on  déduit       3700X2  j  :  100  ::  719,20  :  X. 

^        ^        7iq, 25x100       71026  „  ,        .    ,. 

Donc  X  =  •^7-r ; — =  ^,^  =  7  ,672  ;    cest-a-dire 

3750X2^  9375         '      ' 

que  le   taux  d'intérêt  est    7*^,67  p.    100  par  au,   à  i   centime 

près. 
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On  peut  facilement  vc'rifier  ce  résultat  en  déterminant  Tin- 
térêt  du  capital  S^So  francs,  pendant  2  ans  6  mois  ,  à  raison 
de  7^67*^  p.  100  par  an.  Toutefois  il  est  nécessaire,  pour  plus 
d'er-c attitude,  de  prendre  pour  taux  le  nombre  7,6'j2  telrju'on 
l'a  obtenu  ci-dessus. 

La  formule  X  = est  ép;alcment  propre  à  faire  connaître 

100  "^      '^ 

ce  taux.  En  eiTet,  elle  donne  évidemment  looX  =.a  X  î  X  ', 

-,    ,       .       lOoX 

d  ou     i  r=z . 

ûX  t 

Or,  on  a     a  z=  2>~5o ,   f  =2  ans  6  mois,  X=:  719,25  ; 

,            .            71025  7iq25  1.     1  .-, 

donc    i  =  — 1~ =  -^—F-  >  comme  on  la  ueia  trouve. 

3750  x=i      9375 

225.  Considérée  en  {général ,  cette  formule  contient  quatre 
quantités  ,  a,  i,  f,  et  X,  dont  chacune  peut  être  supposée  in- 
connue, les  trois  autres  étant  données  ;  et  il  sera  toujours  facdc 
d'en  déduire  la  quantité  inconnue. 

On  peut  ainsi  se  proposer  quatre  questions  essentiellement 
diflercntes  dont  voici  les  énoncés  ,  avec  les  résultats  qui  y  sont 
relatifs. 

i".  Dctemiiner  V  intérêt  d'un  capital  pour  un  certain  temps , 
à  raison  d'un  certain  taux  d'inlcréi? 

Soit  X  l'intérêt  demandé,  on  a  X  = . 

100 

(Les  deux  premiers  exemples  se  rapportent  à  cette  question.) 

2°.  Dclerminer  le  taux  d'iuicrét  auquel  une  somme  doit  être 

placée  pour  l'apporter  ,  au  bout  d'un  certain  temps ,  une  autre 

somme  connue? 

r  1  1  •  lOoX 

La  loiniule  est,  dans  ce  cas,  i  = . 

at 

(Le  troisième  exemple  se  rapporte  à  oetle  question.) 

Z"^.  Déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  certaine  somme 

doit  être  platée  pour  rapporter,    à  raison  d'un  certain  taux 

connu ,  une  autre  somryie  aussi  connue? 

r  1  1  lOoX 

La  fofïuule  est  alors  t  =  — : —  . 

ai 
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Cetlti  valeur  de  /  doit  être  d'ailleurs  calculée  en  uniie's  de 
mèuie  espèce  que  celle  pour  laquelle  ou  a  d'abord  fixe  le  taux, 
soit  en  aunées,  soit  en  mois. 

4".  Dcterminer  le  capital  qu'il  faudrait  placer  pendant  un 
temps  connu ,  pour  rapporter,  à  raison  d'un  certain  taux  donné, 
une  somme  aussi  connue? 

On  a  pour  la  formule  ,  a-:=--  /  . 

Voici  de  nouveaux  exemples  sur  lesquels  on  peut  s'exercer. 

Quatrième   exe3Iple.  —  Un  certain  capital  placé  pendant 

27  TJiois ,  a  raison  de  -p.  100  par  mois ,  a  rapporte   i3i?.  ,GG*^ 

d'intérêt;  on  demande  la  valeur  du  capital? 
[Hep.  gT^SSSS^.] 

CiNQCiibiE  EXEMPLE.  —  Lue  somm^  de  •j.'joo^  a  rapporté  pen- 
dant S'y  mois,  832'^,5o'';  on  demande  combien  une  autre  somme 
de  85oo'  doit  rapporter,  au  même  taux  d'intérêt,  pendant 
45  mois ^  et  quel  est  le  taux  d'intérêt? 

[jRép.  ir5g3^-]^5'',  et  5  p.  100  par  an.  ] 

DE    LA    r.ÈGLE    d'iSCOMPTE. 

U2y.  L'escompte  est  une  retenue  faite  sur  le  montant  d'un 
billet  qui  n'est  payable  qu'au  bout  d'un  certain  temps,  et  dont 
on  voudrait  se  faire  payer  avant  son  e'clie'ance. 

Pour  fixer  les  idées^  supposons  f^\  une penonne possédant  un 
billet  de  Zooo  francs ,  payable  dans  i  an ,  se  présente  chez  un 
banquier  pour  le  faire  escompter.  On  demande  la  retenue 
que  doit  faire  le  banquier,  ou  bien  la  somme  qu'il  doit  compter 
actuellement  à  la  personne?  On  sait  d'ailleurs  que  le  taux 
d'intérêt  est  de  6  pour  100. 

Analy.'e.  —  Il  est  clair  que  la  personne  doit  recevoir  actutl- 
lemeut  uce  somme  qui,  réunie  à  son  intérêt  pendant  i  an, 
produise  3ooo  fr.,  montant  du  billet. 

Or,  puisque  100  t>.  rapportent  6  fr.  d'intérêt  par  an,  il  s'en- 
suit que  loo  fr.  vaudront  da;is  un  an  ,  106  fr.,  y  conipris  le ca- 
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pital  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  qu'un  billet  de  io6  francs, 
payable  dans  i  au,  e'quivaut  à  loo  fr,  payables  actuellement. 
Donc,  pour  trouver  la  valeur  actuelle  du  billet  de  3ooo  francs, 
il  suffit  d'établir  la  proportion 

io6   :    loo    '.'.    3ooo   '.   xj 

et  le  quatrième  terme  repre'sentera  la  somme  que  le  banquier 
doit  donner. 

On  peut  dire  encore:  si  pour  io6  fr.  payables  dans  i  an 
le  banquier  doit  retenir  6  fr.,  combien  ,  pour  3ooo  fr,,  doit-il 
retenir?  c'est-à-dire 

106   :   6   *.  :   Sooo   I   x' \ 

et  le  quatrième  terme  exprimera  la  retenue  que  le  banquier 

doit  faire,  ou  \ escompte  du  billet. 

j                    3ooooo  , 

La  première  proportion  donne  x  = ^  =  aboo  ,  19''  ; 

,       18000 
et  la  seconde x  = —^^    =      109,0». 


3ooo',oo 


La  valeur  actuelle  du  billet  est  donc  2&3o',  19*=  i  ou  bien  le 
banquier  doit  retenir  169'  8i*^. 

En  eflet ,  le  capital  283o^  19*^,  réuni  à  son  intérêt  i69',8i*^, 
reproduit  3ooo',  montant  du  billet.  On  voit  d'ailleurs  ici  que 
les  deux  onérations  se  servent  mutuellement  de  vérification. 

Dési'T.ons,  en  général ,  par  a  le  montant  d'un  billet,  par  t  le 
temps  qui  doit  s'écouler  jusqu'à  son  échéance  ,  et  par  ^  le  taux 
de  l'intérêt  pour  l'unité  de  temps. 

Comme  100'  rapportent  i^  dans  l'unité  de  temps,  ils  doivent 
rapporter,  au  bout  du  temps  i,  une  somme  ixt,  ou  il-,  et  par 
conséquent,  \oo -\-it  exprime  ce  que  devient  le  capital  100' au 
bout  du  temps  /,  y  compris  l'intérêt;  ce  qui  revient  à  dire  que 
loo-r  it  payable  au  bout  d'un  temps  /,  équivaut  à  100' payables 
actuellement. 

Donc,  pour  trouver  \di  valeur  actuelle  du.  billet  a,  il  faut 
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établir  la  proportion 

100  a 


ioo-|-/f  ;   100  W  a  \  x-j  d'où  .r  = 
obtenir  l'escompte  du  billet,  ( 
I  oo  -f-  il  '.  h  '.',  a  '.  X  ;    d'où   x 


loo-^iL  ' 
et  pour  obtenir  l'escompte  du  billet,  on  écrira 

a  X  il 


loo -{-it' 

En  langage  orrlinairo,  la  valeur  actuelle  d'un  billet  s'obtient 
en  viultipliant  le  montant  du  billet  par  lOo,  et  divisant  le  pro- 
duit par  \oo^  augmenté  de  V intérêt  de  loo*^,  calculé  pour  le 
temps  qui  doit  s'écouler  jus^pe' à  l'échéance. 

Oii  trouve  l'escompte  lui-même ,  ou  la  retenue,  en  multi- 
pliant le  montant  du  billet  par  l'intérêt  de  loo  francs,  calculé 
pour  le  temps  proposé,  et  divisant  le  produit  par  ioo^  aug- 
menté de  son  intérêt  pour  ce  même  temps. 

Si  l'opération  est  exacte  ,  les  deuv  re'sultats  ajoute's  entre 
eux,  doivent  reproduire  le  montant  du  billet. 

Premîtr  exemple.  —  On  demande  la  valeur  actuelle  d'un 
billet  de  /^Soo^ pajable  dans  iS"""";,  en  supposant  le  taux 
d'intérêt  à  ^-  pour  lOo  par  mois  ? 

3 

On  a  fi=485o,/  =  i3'"^,  i=-; 

4 

-  ,        3    ^    -  I       8i 
dou  iXf^7X  i3 -=-ô- =  io.i2i>. 

4  2  O 

T^         1     r  1  looa  . 

Donc  la  lormule  x  = ;-  devient 

loo  -f-  it 

485oOO  4^^000000  ,,       , 

X  = j.  = -7-—  = 44o4',oo. 

110,125  iioiao  •' 

On  a  de  même  pour  la  deuxième  formule, 

485oX  10,125      4qîo625o  ,,„ 

X  ^zz2 _ z=-^ —  r= 445,9' 

110.120  IIOI25  rr     7^ 

485o,oo. 
22G,  Cette  manière  d'escompter  n'est  pas  celle  qu'emploient 

20 
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les  banquiers  cl  les  commerçans.  Ordinairement,  ils  escomptent 
à  tant  pour  loo  par  an  ou  par  mois  ;  c'est-à-dire  qu'ils  éta- 
blissent un  taux  d'escompte  coaime  ils  ont  établi  des  taux 
d'inU'rél. 

Repienons  l'excnipic  ci'  dessus,  pouilc  traiter  par  celte  autre 
inélbode. 

On  demande  d'escompter  un  billet  de  485o^,  payable  dans 
1 3"""  -f ,  à  raison  de  jpour  i  oo  par  mois  ? 

^4nalj'se. — Cou'iîiîe,  d'après  i'cnonce,  on  est  censé  devoir  re- 
tenir pour  100^,  -  par  mois,  il  s'ensuit  que  pour  iS"""^'  r ,  on  re- 

3  ^  I         8i       ,      .   ,.  ,,  .  ... 
tiendra-  v:   i3-,  ou-—,    c  esl-i.-aire,  en  réduisant  en  deci- 

4  -'-  t. 

maies,  io^,i25.  Ainsi,  pour  savoir  ce  qu'il  faut  retenir  sur 
485o^  on  devra  éla!)iir  la  proporlioa 

100  ;  10,125  t:  485o  :  x-, 
485o  X  io,i25 


d'oùl'o!!  lire  a' 


: 49 1 ,  o6 ,  à  un  centime  près . 


Or,  si  de  485o  on  ùte  491 506»  'Jii  obtient  le  reste  4358^,94 
qui  représente  alors  la  valeur  actuelle  du  billet. 

En  comparant  ce  résultat  4358*^,  94"^,  à  celui  qu'on  a  o])tenu 
d'après  la  première  mélliode,on  reconnaît  que  la  44^45^9 
personne  reçoit  4^^  iS*"  de  moins  par  la  seconde  4^58,94 
méthode  que  par  la  pretnière l{5,\5 

Pour  expliquer  cette  différence,  il  faut  observer  que  les 
i»anquievs,  en  prélevant  491^0^  >iii'  485o',  prélèvent  l'intérêt 
que  Cftto  dernière  so;i^.me  rapporterait  au  baut  de  i3"^'^  î>  tan- 
dis f^u'ils  ne  devraient  rigoureusement  retenir  que  l'intérêt  de 
la  soîume  qui  revient  actuelleuîent  au  possesseur  du  billet;  et 
cette  cotidilion  est  remplie  parla  première  méthode. 

Ce  nomîire  491 ,06  que  le  banc^uier  retient  d'après  la  secondej 
uuithode,  se  compo.se réellement  de  deux  parties  l'intérêt  de 
la  valeur  actuelle  du  billet,  c'est-à-dire  445,91 ,  \i\ns  l'intéré( 
de  est  intérêt ,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 
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En  effet,  la  proportion  loo  '.    io,i25  II  44^'9'  •  ^  donne 

445,91  X  10,125^  33 

100 

c'est- à -dire  4^,1 5,  à  un  centime  ^rès. 

Il  rc:Hilte  de  là  que  ces  4^^,  i5'  sont  en  pure  perte  pour  le 
possesseur  du  billet;  c'est  un  bénéfice  que  s'attribue  le  ban- 
cîuicr,  indépendaiiinient  de  celui  qui  lui  appartient  tie  droit  eu 
laisoii  de  l'anticipation  du  paiement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  seconde  niétlîode  est  ge'néralcment  re- 
çue dans  le  comn.erce  ,  parce  qu'elle  est  plus  expéditive  et 
plus  commode  sous  le  rapport  des  calculs. 

£n  elTet ,  désignons  toujours  par  a  le  montant  du  billet,  par 
t  le  leîîips  qui  doit  s'tcouler  jusqu'à  son  échéance,  et  par  /le 
îaux  d'intérêt  ,  ou  plutôt  le  taux  cT escompte  j  ce  qui  donne 
i  X  t  pour  la  soname  â  retenir  sur  100  francs  prêtés  pendant 
le  temps  t. 

Cela  posé,  afin  d'obtenir  l'escompte  du  billet  a,  il  iic  s'agit 
que  d'elablir  la  pro'^;orlion 

.     -,    ..        .  r   .  «X/^ 

100    I    11    ,.    a  ,  x;   u  ou  .r  = , 

100 

formule  semblable  à  celle  de  la  règle  d'intérêt  ;  elle  ne  ren- 
ferme que  des  niulliplicalions  et  une  simple  divisioii  à  effec- 
tuer, tandis  que  les  deux  formules  relatives  à  la  première 
méthode  donnent  lieu  à  des  divisions  qui  sont  même  assez, 
compliquées. 

Il  y  aurait  bien  un  moyen  de  concilier  les  deux  méthodes  : 
ce  serait  d'établir  un  taux  d'escompte  un  peu  moins  fort  que 
le  taux  d'intérêt.  Mais  la  difiiculié  serait  de  les  proportionner 
l'un  à  l'autre  dans  toutes  les  circonstances  habituelles.  Aussi 
s'en  tient-on  à  la  méthode  la  plus  simple  ,  ce  qui  d'ailleurs, 
n'est  qu'une  affaire  de  convention  entre  le  possesseur  du  billet 
et  le  banquier  qui  le  lui  escompte. 

N.  B.  —  Pour  distinguer  les  deux  manières  d'escompter,  on 

20. , 
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désigne  la  prcniière  sous  le  nom  à' escompte  en  dedans ,  et  la 
seconde  sous  celui  à' escompte  en  dehors. 

Ces  dénominaiions  sont  vicieuses  ;  et  il  y  aurait  peut-être 
plus  de  roison  d'appeler  la  première,  escompte  en  dehors,  et  la 
seconde,  escompte  en  dedans:  c'est  l'opiniou  de  plusieurs 
arithme'ticieiis  ;  mais  l'usage  contraire  a  prévalu. 

227.  Voici  quelques  exemples  traite's  par  l'une  et  par  l'autre 
méthode  : 

Second  exebiple.  —  On  demande  la  valeur  actuelle  d'un 
billet  de  2.85o',^5'^y  pajable  dans  2.""'  S"""'',  en  supposant  le 
taux  d'intérêt  à  8^  75'^  pour  1 00  par  an  ? 

Escompte  en  dedans. —  D'abord,  puique  100  fr.  rapportent 
8f,75*=  dans  1"" ,  l'intérêt,  au  bout  de  2""^  S*""'",  doit  être  égal  à 

8^75  X  2""'  8'"''''%ou  8,75  X^, ou  "Y.  Ainsi  la  valeur  actuelle 

du  billet  est  exprimée  par 

285o,45x  100  _  285045  X  3  _  855 1 35 

70  370  370     ' 

loo-H^ 

la  somme  à  retenir  est  d'ailleurs  exprimée  par 

^^^"'^'^^T_285o,45x  70  ^199531,5 
no  370  370 

EfFecluautles  deux  divisions  indiquées,  on  trouve 


855i35 


23ii,i8   r 


370    ^  \  2850,45 


m^'l=    53Ç,,.,  Ç 


Donc  la  valeur  actuelle  du  billet  est  23 1 1 VS'  ;  et  la  retenue 
à  faire  est  539^27^ 

Escompte  en  dehors.  —  La  somme  à  retenir  sur  100'  pour 

^ans  grnoi;  ^tant  ~,  Vescomplc  de  2850^,45'  sera 


RÈGLE  d'escompte.  Sog 


285o,45  x^ 


3       q5o,i5X7o       ^^^f       _ 
—  •'  '=665,  io5. 


lOO  lOO 

La  valeur  actuelle  du  billet  est  donc  égale  à  285o,45— 665,io, 
ou  bien  à  21 85, 35. 

Ainsi,  le  possesseur  du  billet  jcçoit  125^83*^  de  23i  i ,  18 
moins  par  la  seconde  mélliode  que  parla  pre-  2i85,35 
mière.  i25,83 

Cette  perte  qu'il  e'prouve  est  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons 
déjà  lait  observer,  l'intérêt  de  539^,2";. 

"o 
En  effet,  on  a  pour  cet  intérêt,  à  raison  de  ■—  p.    100  pour 

539, 27  X  "V  o        /Q    ^ 

100  000 

TaoïsiiME  EXE.MPLE.  —  Lîi  banquier  a pajé pour  un  billet  de 
56oo^,  payable  dans  14  T7?ois,  une  somme  de  6129^,45'^.  On  de- 
mande d'après  qusl  taux  d^ intérêt  par  mois  le  billet  a  été  es- 
compté? 

Escompte  en  dedans. — Puisque  5 1 29^,45*^  expriment  la  valeur 
actuelle  de  56oo^,  on  obtiendra  d'abord  la  somme  dont  100' 
représente  la  valeur  actuelle  ,  par  la  proportion 

5129,45    I   56oo    I!    100    :    .r; 

,,    ,  56oooo  ,       „„ 

a  ou  a:r=-^ r-r,  =  loq  ,  i  700, 

5129,45  ^       ' 

Ainsi ,  l'intérêt  de  100^  pendant  i4  mois  ,  est  109',  1735. 

Divisant  cette  expression  par  i4,  on  a  o^,6552  pour  le  taux 
d'intérêt  par  mois  :  résultat  qu'on  peut  aisément  vérifier  en  es- 
comptant le  billet  de  5600*^  d'après  ce  taux  d'intérêt. 

(Nous  avons  poussé  jusqu'aux  10000^""^'  la  valeur  de  ce  taujt 
d'intérêt,  afin  que  la  vérification  fut  plus  exacte.) 

Escompte  en  dehors.  —  Si  l'on  retranche  5i  29,45  de  56oo,  on 
obtient  4'30;55  pour  la  somme  quç  le  banquier  retient  sur 
60  o. 
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Maintenant,  afin  de  savoir  ce  qu'il  retient  sur  loo'pour  i  j 
mois  ,  on  établit  la  proportion 

56oo   '.  470?  55  y.   100  ;  x\ 

d  ou  x  =  -^. — =b,4o. 

0000 

Divisant  ce  re'sultat  par  14,  on  a  o'.6o  pour  la  sonime  qu'il 
retient  par  mois  sur  loo^j  c'est,  à  proprement  parler,  le  taux 
d'escompte  par  mois. 

Ce  taux  est,  comme  on  le  voit,  plus  faible  que  le  taux  déter- 
miné par  l'autre  moyen  ;  et  cela  doit  être. 

22B.  L'exemple  suivant  lient  à  la  fois  de  la  rè[;le  d'intérêt  et 
Je  la  règle  d'escompte  en  dedans. 

Qt'ATRiÈME  EXEMPLr. —  Un  marchand  a  aclicté  à  iinjabri- 
i-ant,  pour  3809',  sS  d'une  cerlainc  élojje-  mais,  ne  jjouvanl  le 
ijajer  sur-le-champ ,  il  lui  fait  un  bilLH  payable  dans  18  mois. 
On  dmiande  la  somme  qui  doit  éù-e portée  sur  le  billet,  l'in- 
térêt étant  à  ^  pour  1 00  par  mois  ? 

Analyse. —  On  conçoit  d'abord  que  le  billet  doit  se  composer 
de  la  scrame  due  au  moment  de  l'achat,  augmentée  de  son  in- 
térêt pend.mtles  18  mois. 

Cela  pose,  puisque  -.  exprime  i  interetac  ico^  pour  un  mois, 

3 
il  s'ensuit  que -^  X  18,  ou  i3,5o,  représentera  l'intérêt  pour  iS 

luois. 

Donc,  pour  obtenir  l'intérêt  de  3809, ?.5,  il  suRlt  d'établir 
îa  proportion 

100  ;   i3,5o  ;i     3859, "25  ;  x  -, 

-,     ,  38fÏQ,  25    <  l3,5o  „  ne  r       f 

don  .r^=:  ■■ ==  020.99070  ou  021  . 

I  00 

Ajoutant  cet  intérêt  à  3859,25,  on  obtient  438o,25  pour  le 
ïuontant  du  billet. 

La  vérification  de  cette  opératiou  s'efiectuerait  d'après  la 
rè^;le  d'escompte  en  dedans. 
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Ou  établirait  la  propoilion 

ii3,5o   I    loo   II   4380,25   !   X  ; 

et  le  quatrième  tciine  ,  exprimant  la  valeur  actuelle  liii  billet 
de  4380', 25"^,  devrait  être  c{jal  à  3859^9.5', 

Nous  renvoyons  à  la  fin  du  huitième  chapitre,  les  règles  d'in- 
térêt et  d'escompte  composés, 

DE    LA    RÈGLE    D£   SOCIÉTÉ. 

229.  Cette  nouvelle  rè;,le  a  your  objCl  do  jjarlagcr  entre  plu- 
sieurs personnes  ussocii'c.-i  dans  un  même  commerce,  le  hcné— 
fice  ou  la  perle  qui  résiille  de  l-jur  association. 

Il  e:ù  générale;aent  convenu  entre  les  n;"yocians  (et  cela  est 
d'ailleurs  conforiue  à  la  raison  comme  à  la  justice)  que  la  nart 
de  gain  ou  de  perte  de  caarîiie  associé  est,  i°.propo  licwiell- 
à  sa  mise  cp.iand  les  teiisps  sont  é;jaux ,  y.'^ proportionnelle  an 
te?nps  quand  les  mises  sont  égales.  D'où  il  rc suite  que  ,  pour 
des  mises  et  des  temps  dilFérens,  les  parts  sont  proportionn:dles 
aux  produits  d.s  mise:  par  les  temps. 

Donc  la  question  ,  considérée  sous  le  point  de  vue  le  plus 
Ijéncraî ,  revient  k  partager  un  nombre  <i<?nné(qu!  est  un  bé- 
néfice ou  une  perle)  en  parli's  directement  proportionnelles  à 
d'autres  nombres  donnés. 

Soient  donc  A  le  nombre  à  partager;  Tn,n.p,q.  .  .  les  nom- 
bres propoitionncllement  auxquels  A  doit  être  p.rtagé ,  et 
X ,x\x" ,x'" ^ ...  les  différentes  parts. 

On  aura,  en  vertu  de  l'énoncé,  la  suite  de  rapports  égaux, 

rn   ',   X    '.  I    n   \   x'   ','.  p   '.   x"    \',    q   \   x" ...  ; 

d'où,  faisant  (n"  211)  la  somme  des  antecédoas  et  celle  des 
couséquens, 

m  -f  n  -\-p  -j_  ^r  -l_ .  .  ,   :  X  -;-y  -J-  or"  -f-  x"'  -r  .  .  .    W  m  \  x, 

ou  bien,  puisque  x  -f-  .r'  -}-  a:''  —  a*  -j-  .  .  .  ,  ou  la  somme  de& 
paris  ,  est  égale  à  A  , 


3 12  RÈGLE    D£    SOCIÉTÉ. 

m  -j-ji  -f-yj  -f-  7  -r  •  •  •    l   A    :  :    772   :   x 

Il    p   '.   x' 

•  •  •  " 


Ce  qui  prouve  que,  pour  obtenir  chacune  dc.^  parts  ,   il sujffît 
de  mulliplier  le  nombi'e  à  j)arlager,  A  ,  refpcclivsment  par  cha- 
cun des  nombres  iu,n  ,p,q....,  et  de  diviser  le  produit  jjar  la 
somme  m  -{-n-j-  p +  {[...  de  ces  mêmes  nombres. 
Faisons  quelques  applications. 

250.  PnEîiiER  EXE3IPLE. —  Trois  personnes  se  sont  réunies 
pour  un  commerce  j  la  premier.^  a  placé  15000*^,  la  seconde 
22540*^,  etla  troisième  256oo^;  au  bout  d'un  an,  elles  ont  fait 
un  bénéfice  de  \  "2.000^  ;  on  demande  ce  qui  revient  à  chacun  des 
associés? 

j4nalj'se.  —  Il  ve'sulte  des  coiisidératiGns  prfxe'der.les  (ce  qui 
d'ailleurs  est  évident  en  soi-même),  que  la  miie  totale  (ou  la 
soniuie  des  trois  mises) ,  est  au  gain  total,  comme  une  mise  par- 
ticulière est  au  gain  qui  lui  correspond. 

Donc  cliaciue  gain  particulier  est  c'^al  au  produit  du  gain 
total  et  de  la  mise  particulière,  divise*  par  la  mise  totale. 

Cela  posé,  faisant  d'abord  la  somme  des  trois  mises,  on 
obtient  pour  celte  somme  ,  63I4o^ 

Ainsi  l'on  a  successivement  pour  les  expressions  des  trois 
gains  particuliers , 

12000  Xi5ooo  „_     o 

-  =  2OD0,OI , 


I^'' 

gam 

•.X 

2« 

x' 

3* 

x" 

63i4o 
12000X22540    /  05  Q 

—   z=   42oi,OI, 


63 140 
12000  X  256oo 


=  4865,38 


63i4o 

12000,00 

C'est  ce  que  l'on  peut  verificv  d'ailleurs  en  faisant  la  somme  de 
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CCS  gains  :  car  si  l'opération  est  exacte,  celte  somme  doit  être 
égale  au  r',a'in  total  12000. 

Slcond  iJXEMPf.E.  —  Un  particulier  commence  une  entreprise 
avec  un  fonds  de  aSooo'^.  Cinq  mois  plus  lard,  -voulant  étendre 
son  entreprise  ,  il  y  intéresse  un  capitaliste  qui  lui  fournit  un 
fonds  de  4oooo^  Six  mois  aprl  s  ce  premier  emprunt,  il  trouve  un 
second  capitaliste  qui  lui  prête  une  somme  d^.  60000^.  Au  bout  de 
deux  ans ,  l'entreprise  a  rapporté  un  bénéfice  de  Soooo'^y  //  est 
d ailleurs  convenu  que  le  particulier,  qui  reste  seul  chargé  de 
l'entreprise,  aura  une  prime  dt  5p.  100  sur  le  bénéfice  total , 
outre  la  part  qui  lui  revient  proporlio?inellement  aux  fonds 
qu'il  a  placés. 

On  demande  la  part  de  chacun  des  trois  co-associés? 

Analyse.  —  Puisque  le  particulier  doit,  pour  prix  de  son  tra- 
vail, commencer  par  prélever  5  pour  too  du  bénéfice  total,  ilre- 

5  1 

tirera  les ou  le  — de   80000*^,  savoir:  40oo^ 

100  20 

Il  ne  reste  donc  plus  que  -jGooo^  à  partager  entre  les  trois 
personnes ,  proportionnellement  aux  produits  de  leurs  mises 
par  les  temps  pendant  lesquels  ces  mises  ont  éLé  placées  dans 
l'entreprise. 

Cela  posé  ,  i"^.  les  25ooo^  du  particulier,  placés  pendant  24 
mois,  donnent  pour  produit  aSooo^'X  24,  ou  6ooooo^ 

2*^.  Les  40000^  du  premier  capitaliste  ,  ayant  été  24  —  ^1  ^^ 
19  mois,  dans  la  société,  donnent  4oooo'x  19  ;  ou  'jôoooo^. 

3°.  Enfin  ,  les  60000^  du  second  capitaliste  ,  placés  pendant 
24  —  5  —  6,  ou  pendant  i3  mois  ,  donnent  60000^  X  i3,  ou 
'J8oooo^ 

Donc  ,  la  question  revient  à  partager  ■jGooo^  proportionnel- 
Icmci';!  aux  trois  nombres  600000,  ■jôoooo  ,  et  -jSoooo,  ou,  ce 
qui  revient  évidemment  au  même,  proportionnellement  aux 
trois  nombres  60,  "jô,  et  78. 

Or,  on  trouve  d'abord  pour  la  somme  de  ces  trois  derniers 
nombres,  214.  Ainsi,  l'on  obtiendra  successivement  pour  les 
trois  parts  , 


O  I  4  REGLE    D£    SOCIETE. 

76000X60  o     Q     , 

l'^^part...  ^ ; =:2i3o8,ii: 

2I.| 

ou  Lien  ,  ajoutant  la  prime  de  4000'  qui  revient  à  celui  qui  est 
cliargc  de  l'entreprise î'53o8,4i 

,  -^ôoooX  76       5776000  „  __ 

2 7—^  =  -^~ —  -—  26000 ,65 

214  214 

^-  76000  X  78        5q?.8ooo  , 

-     ^ ^~^  =  -^ ^—=27700,94 

214  214 

Verificalion 80000*^,00 

231.  La  vèj'le  de  société'  est  une  des  opérations  les  plus 
us'o.clles  chez  l'homme  civilisé. 

Les  contributions  que  les  individus  d'un  même  royaume 
paient  au  gouvernement,  se  déleriuincnt  par  de  véritables 
règie.^  de  société. 

On  appelle  contribution ,  la  sonuue  que  doit  payer  annuelle- 
ment cliacjue  individu,  ;"i  raison  de  son  revenu  présumé;  c'est 
une  sorte  de  pertri  pour  lui ,  niais  une  perte  à  laquelle  il  se  sou- 
met pour  aider  ie  gouvernenient  dans  sa  marche  et  dans  ses 
cfTorts  pour  l'iatérët  et  le  bonheur  de  tons. 

La  question  .qui  a  pour  objet  de  fixer  le  montant  des  con- 
trihutiop.s  proporîionnelles  ,  sur  un  nombre  d'individus  aussi 
grand,  que  celui  d'un  royauiuc  ,  de  la  France  par  exemple, 
peut  sembler,  au  premier  abord ,  très  compliquée;  mais  les 
considérations  suivantes  sufàrontpour  faire  concevoir  combien 
la  solution  en  est  simple. 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées  ,  qu'il  2>e  s'agisse  c[ue  des  con- 
tributions /onc^'ère^,  c'est-à-dire  des  contributions  que  l'on 
perçoit  sur  las  revenus  territoriaux. 

Les  besoins  d'un  gouvernement  pendant  une  année,  exigent 
une  contribution  foncière  dont  la  valeur  est  A.  De  quelle  ma- 
n  ère  en  opérera -t-il  l^  recouvrement? 

Solution.  — On  commence  par  repartir,  au  ministère  des  fi- 
nances, la  somme  A  ,  entre  tous  les  départemens  ([ui  composent 
le  royaume,  proporlionnellement  aux  revenus  préaumés  de  ces 
dillérens  départemens. 
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Sait  B  la  somme  que  l'un  quelconque  tics  de'partemens  doit 
payer  pour  sa  quole-parl. 

Ce  département  e'tant  divise'  en  trois  ou  quatre  avrondissc- 
uiens  dont  les  revenus  lciritoriau\  sont  connus,  en  parta^'c,  à 
la  préfecture  de  ce  département ,  la  somme  B  entre  les  arron- 
disscmens,  proportiounelleTnent  à  leurs  reveuîiS. 

Soit  C  la  somme  c[ue  l'un  des  arrondissemens  doit  payer 
pour  sa  quote-part. 

Cet  arrondissement  se  subdivisant  en  plusieurs  communes, 
on  fait  à  la  sous-préfecture  de  cet  arrondissement,  la  réparti- 
lion  de  la  somme  C,  entre  toutes  les  communes  qui  le  compo- 
sent ,  proportionnellement  à  leurs  revenus  présumés. 

Soit  D  la  quote-part  de  l'une  des  communes. 

Enfin  ,  cette  commune  se  compose  d'un  certain  nombre  de 
propriétés,  soit  eu  malsons  ,  soit  en  terres  ou  en  prairies  ,  soit 
en  bols,  dont  les  revenus  sont  évnlucs;  et  l'on  partage  la  con- 
tribution D  entre  les  pro[sriélaircs,^?ro/jC!/"^/o?î«e//e/77e72<  à  leurs 
revenus  présuuK^'s. 

Les  rôles  de  contribution  d;;  tous  les  propriétaires  (:tant  une 
fois  établis,  chaque  contriimahle  verse  le  montant  de  sa  contri- 
bution entre  les  mains  da  receveur  de  la  commune.  Celui-ci 
vevse  ses  fonds  dans  la  caisse  du  receveur  d'arrondissement  ;  ce 
dernier  verse  les  siens  dans  la  caisse  du  receveur  général  de  dé- 
partcjuent;  enfin,  tous  les  receveurs  de  département  envoient 
leurs  fonds  à  la  Trésorerie;  et  le  [gouvernement  se  trouve  ainsi 
avoir  perçu  le  montant  général  de  la  contribution. 

252.  Voici  de  nouvelles  questions  qui  se  l'attaclient  à  la 
rè{jle  de  société. 

Troisième  exemple.  —  Partager  une  somme  de  36000*^  entre 
quatre  personnes ,  de  manière  que  la  seconde  ait  deux  fois  au- 
tant que  la  première  ;  que  la  troisième  ait  autant,  à  elle  seule, 
que  les  deux  premières  ensemble  ^  et  que  la  quatrième  ait  trois 
fois  plus  que  la  troisième  ? 

Pour  peu  qu'on  ri'flécliisse  sur  la  nature  de  cette  question, 
on  Tcrra  quje  la  part  de  la  première  personne  étant  prise  pour 
unité ,  ou  désignée  par  i ,  celîe  de  la  seconde  est  2  ;  la  part  de 
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la  troisième  ,  2.-\-i  ow  3  ;  enfin  celle  de  la  quatrième  ,3X3 
oug;  donc  la  question  est  ramenée  à  partager  36ooo  en  quatre 
parties  qui  soient  entie  elles  comme  les  nombres  i,  a,  3,  9; 
elle  rentre  par  conséquent  dans  la  question  générale  du 
n°  229. 

Faisant  d'abord  la  somme  dos  quatre  nombres  1,2,  3,  et  9, 
on  tiouve  iD  pour  cette  somme. 

Ainsi,  l'on  obtiendra  successivement  pour  les  quatre  parts, 

„        ^               I  X  3G000  . 

1     part =     2400  ; 

-  2    X  36000  ._ 

0. =    4800  ; 

i5 

„„  3  X  36000 

J =      -7200  : 

i5  ' 

,,                          Q  X  36000  ^ 

4 ,  .  .  .  . ^ — -   21D00 

ûbooo 

Quelquefois,  les  nombres  proportionnellement  auxquels  ou 
doit  partafjer  une  somme  donnée,  sont  des  fractions  ou  des 
nombres  fractionnaires. 

Mais  on  peut  aisément  ramener  ce  cas  à  celui  où  les  nombres 
sont  entiers,  en  réduisant  ces  fractions  au  même  dénomi- 
nateur. 

Ainsi ,  pour  diviser  une  somme  donnée,  «,  en  partiespropor- 

2     3     5 
tionnelles  aux  fractions  -,   -,   -,  réduisez  d'abord  ces  fractions 
040 

1  -        •  11      1     .  8      Q      10   ^,     , 

au  même  dénominateur:  eues  deviennent — ,   -^,   — .  Or,  les 

12        12        12 

fractions  qui  ont  même  dénomijiateur ,  étant  proportionnelles  à 

leurs  numérateurs  (n°  217) ,  tout  se  réduit  à  partager  la  somme 

pro;)o;'tio.iu;;lieia-'  nt  aux    nombres  donnés  8,9,10,  ce  qui 

-  8a     qa      \oa  ,  ,  , , 

donne  — ,   ^^,   ,  pour  les  trois  parts  tlemanaees. 

27     27      27  '  ^  ^ 

Quatrième  exemple.  —  Utie  personne   laisse    en  mourant 

quatre  héritiers  ;  et  elle  afait  ce  singulier  testament  :  le  premier 
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héritier  doit  ai>oir~,  le  second^,  le  troisième  ^  ,  cl  le  quatrième^ 
du  bien  total. 

On  demande  ce  qui  revient  à  chacun  d'eux  ,  l'héritage  mon- 
tant d'ailleurs  à  ^oooo  francs? 

Solution. — Si  la  somme  des  quatre  fractions  -,   -,   ^,  et  - 

était  égale  à  i,  les  conditions  du  testament  seraient  facilement 

remplies;  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  successivement  le  6'  de 

40000,  les  j  de  40000,  etc.  ;  et  l'on  aurait  les  quaive  parts. 

Mais  en  re'duisant  ces  fractions  au  même  dénominateur    on 

i5     36     4o      3o     ,         .  121 

trouve    — ,    — ,   — ,    — ,  dont  la  somme  e^t  eVale  à  ,  ou 

90     90     90      90  ^  90' 

I   — ,  re'sultatplus  rx^nà  que  l'unité;  d'où  l'on    voit  crue  le 
90  i 

bien  se  trouverait  plus  qu'aLsorbé  par  les  trois  premières  parts, 
établies  suivant  les  propres  termes  du  testament. 

Cependant ,  si  l'on  réfléchit  sur  l'énoncé  ,  ou  voit  que  les  in- 
tentions du  testateur  ont  été  de  distribuer  son  bien  entre  les 
quatre  héritiers  ,  de  manière  que  leurs  parts  fussent  propor- 

1      ?.     4      ' 
lionnelles aux  nombres  7;,  7:,   -,  -. 
D     5     g     3 

Ainsi ,  Tou  remplira  ses  intentions  en  partageant  les  40000 
en  parties  proportionnelles  à  ces  quatre  fractions  ,  et  par  con- 
séquent, aux  quatre  nombres   i5,  36,  4o,  et  3o. 

La  somme  de  ces  nombres  étant  121  ,  on  obtiendra  succes- 
sivement pour  ces  parts, 

i5  X  4oooo  ,   ^-,  -_, 

i-part.... -^^ ^=    4958^68, 

36  X  40000  „ 

2'...... =  11900,02, 

121  :?      '       ' 

4o  X  40000  00/ 

3'' ^        ^ =   i3223,i4, 

121 

,.  3o  X  40000  „/. 

4' — ■ — =      991 7 '36 

121  — '~^ 

40000,00. 
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Ci.NQLiÈME  EXEMPLE.  —  On  fait  une  rciiionle  de  i?.oo  che- 
vaux qnon  doit  distribuer  à  trois  régimens  de  dragons,  en 
raison  de  leur  force  ;  la  force  du  premier  régiment  est  à  celle 
du  second  comme  1 1  est  à  8  ;  la  force  du  premier  régiment  est 
à  celle  du  troisième  comme  C)  est  à  r.  On.  demande  combien 
chaque  régiment  aura  de  chevaux? 

Il  resuite  évideinment  de  renoncé,  que  le   nombre  de  che- 

o 

vaux  du  secoad  re'gimeut  doit  être  les  —  de  celui  du  premier,  et 

pareillement,  que  le  nombre  de  chevaux  du  troisième  doit  être 

les  -  de  celui  du  premier.  Donc  Us  trois  nombres  deiaanUés 

9 

8      " 
sont  entre  eux  comme  ks  nombres  i ,  — ,   -  ;  ou  i)icn  ,  si  l'on 

1'      9 

re'duit  l'entier  et  les  iractions  au  même  dénominateur,  comme 

les  trois  nombres  99,  'j2,'j';. 

Ainsi ,  l'on  obtiendra 

,  .  .  99  X  1200  I 

pour  le  1"  rep.imcnt.  . . .  — ^, =z  479        r-, 

^  "  2^6  '-^        3i 

1      m*  T^X  1200  12 

pour  le  2™ — — 77- =  oAo        r— , 

•^  24b  61 

î8 


pour 


les- 22211^=3^2        . 

240  '  ôi 


o. 


N.  B. — L'addition  des  fractions  donnant  i,  il  faudra  ,  en 
négligeant  ces  fractions,  donner  1  cheval  de  plus  au  troisième 
régiment ,  qui  correspond  au  numérateur  le  plus  fort. 

Il  existe  encore  deux  autres  rè[>,les  qui ,  sans  dépendre  pré- 
cisément de  la  règle  de  trois,  n'en  sont  pas  uîoins  importantes 
à  connaître,  comme  étant  d'un  usage  fiéquenl  dans  la  banque 
et  dans  diverses  branches  de  commerce  :  ce  sont  la  règle  con- 
jointe ei  la  règle  d'alliage. 
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DE    LA    RÈGLE    CONJOINTE. 

255.  Cette  règle  a  pour  objet  de  déterminer  le  rapport  dis 
monnaies  de  deux  pays  ,  connaissant  déjà  les  rapports  de  ces 
monnaies  ai>ec  celles  d'autres  pays.  On  l'appelle  d'ailleurs 
régie  conjointe,  parce  qu'elle  consiste  à  ramener  par  voie  de 
multiplication  plusieurs  rapports  donnés  à  un  seul  ;  ce  qiû 
donne  lieu  (n°  212)  à  un  rapport  composé. 

Les  deux  exemples  suivans  suffiront  pour  donner  une  ide'e 
de  cette  règle  et  de  la  manière  de  l'exécuter. 

PUEJIIEK    EXEMPLE 

^^  francs valent 5i  shillings  d' Angleterre , 

i5  shill.   d' Jngl Ç> florins  d' Allemagne; 

5o  flor.  d'Allem ■j  ducats  de  Hambourg  ; 

lij  duc.  de  Hamb 4°  roubles  de  Russie. 

On  demande  coinlîien  25oofrancs  valent  de  roubles  de  Russie? 

iV.  B. — Nous  prévenons  les  leclcais  que  les  nombres  adoptés 
ci-dessus  pour  exprimer  les  rapports  des  diverses  monnaies,  ont 
été  pris  à  peu  ]:i-ès  au  lias;ird,  ces  rappoils  étant  d'ailleurs  sujets 
à  des  variations,  suivant  le  clian;;e  d'une  p'ace  sur  une  autre. 

Solution.  —  Désignons  par  «,  b,c,  d,  e,  les  valeurs  in^ 
trinséques  (*)  des  cinq  monnaies  qui  entrent  dans  l'énoncé  ,  et 
parx  le  nombre  de  roubles  qu'il  faut  pour  former  aSoo  francs; 
on  aura  évidemment ,  d'après  l'énoncé,  les  égalités  suivantes: 

48a  ^:=       5ib , 

\Sb  z=z         6c , 

5oc  =         -jii, 

\^d  =       ^oe, 

X  X  e  =  25oo«; 

d'où  ,  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  omettant 
les  facteurs  communs  a,b,c^d,e, 

48 X  i5 X  5o  X  i4  X :r  =  5-  X 6  X  7  X  4o  X  aSoo. 


(*)0n  appelle  valeurs  intrissÈques,  les  valeurs  des  différentes  sortes  de 
nionnaic  ,  rapportccs  h  une  u:êmc  uiiitt  ,  par  exemple  au  thAnc. 


=      5ib. 

.i3 

=        6c., 

. .  I 

r=            :rf. 

.    I 

=       ^oe. . 

.  I 

=  2.5ooa.  , 

, .  i( 
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52X6X7X40X2500  _,„    I 

Donc,  X  =  — — ^ — ^i -, —  =  433^'  -. 

'  48X  i5x5oX  4  '        3 

Il  faut  observer  qu'on  ne  doit  effectuer  les  calculs  iudique's 
au  numérateur  et  au  dénominateur,  qu'après  avoir  supprime 
les  facteurs  communs  aux  deux  termes. 

Dans  la  pratique,  voici  comment  on  exécute  ces  simplifica- 
tions : 

I  ...  2 ...  1 2 .. . qSa 

O. . . i5y 

1 . . .5oc 

I ....  2 ...  1 4^ 

xXe 

Après  avoir  disposé  les  unes  au-dessous  des  autres  les  cinq 
égalités,  comme  on  l'avait  fait  plus  haut,  on  commence  par 
supprimer  les  facteurs  communs  a,b  ,c.d,e. 

On  supprime  ensuite  le  facteur  4  commun  à  48  et  à  52  ,  ce 
oui  donne  les  quotiens  respectifs  12  et  i3. 

On  supprime  encore  le  facteur  6,  commun  à  12  et  à  6  qu'on 
remplace  respectivement  par  2  et  i. 

On  continue   ainsi,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  supprimé  tous  les 

facteurs  communs  aux  premiers  et  aux  seconds  membres  des 

égalités;  et  toute  simplification  faite,  on  parvient  au  résultat 

o         j>   '  i3oo        ,,_  I 

àx  =  1000  ■  d  ou  x=  —5—  =  ^66~. 

Ces  opérations  demandent  un  peu  d'habilucic  ;  mais  elles  ne 
sont  pas  difficiles.  Il  faut  seulement  avoir  le  soin  de  barrer 
chacun  des  nombres  que  l'on  divise  par  un  facteur,  et  de  le 
remplacer  par  le  quotient  correspondant. 

SECOND    EXEMPLE. 

Un  négociant  français  veut  faire  passer  à  Londres  une 
somme  de  1200  li\'res  sterling.  Il  prie  un  banquier  de  Paris  de 
se  charger  de  cette  commission ,  moyennant  une  remise  de 
I  p.  100  sur  la  somme  totale.  On  demande,  en  francs,  la 
somme  qu'il  doit  au  banquier? 
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On  sait  d'ailleurs  que 

26  livres  slerling  valent .  .  .  1 5o  roubles  j 

rS  roubles 3o  clucals  de  Hanib.  ; 

■3.0  ducats  de  Hambourg 4^  piastres  d'Espagne  ; 

12  piastres  d' Espagne 65  francs. 

Désignons  par  a,  b,c,  d,  e,  les  valeurs  inlrinsèques  des 
monnaies,  et  par  :r  la  valeur  de  1200  livres  sterling  oa  francs, 
on  aura  les  égalités  suivantes  : 

I ,  . . .  i3 . . .26a  =     i5oi...i 

1 . .  .-^5^  =       Soc. . . 3 

1 . .  ,2cc  =       ^Q-d.  .21 

1 .  .  .  I2t?  =       65e. .  .5 

xy<.e  =  ï2ooa...ioo 

d'où  l'on  tire,  en  effectuant  les  réductions  d'apiès  la  marche 
indiquée  ci-dessus , 

a:=3i5oo 
Le  I  p.  100 =     3i5 

37875. 

Donc  le  négociant  doit  déposer  entre  les  mains  du  banquier 
une  somme  de  3i8i5  francs,  pour  que  celui-ci  se  char-o^e  de 
faire  payer  les  1200  livres  sterling  à  Londres. 

234.  La  règle  conjointe  peut  encore  être  regardée  comme 
im  cas  particulier  de  la  règle  des  fractions  de  fractions  ,  expo- 
sée au  numéro  Go. 

Pveprenonsen  eiïetle  premier  des  deux  exemples  traités  dans 
le  numéro  précédent. 

Dire  que  48  francs  valent  62  shillings  d'Angleterre  ,  revient 

52 

à  dire  que  1  franc  vaut  -ttt du  shilling  d'Augleteirc.  De  même, 

puisque  i5  shillings  valent  6  florins  d'Allemagne  ,  il  s'ensuit 

que  1   shilling  vaut  —=  du  florin  d'Allemagne;  et  par   con- 

52  6 

séquent.   1  franc  vaut  -7^  des -=  du  florin  d'Allemagne.  Pa- 
4<^         ï^ 

ai 
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reillemeut ,  puisque  5o  florins  valent  7  ducats  de  Hambourpf, 

n 

il  s'ensuit  ftuc  i  fl.  vaut  -~-  de  ducat  de  Hamb.  ;  et  par  consé- 
5a 

0  ^  O  ^7 

quent,  I  fl.  vaut  les  -^  des  -p  des  -~-  d'un  ducat  de  Hamb. 
4"  ^^         5o 

Ea  continuant  ces  raisouneuîeus,  on  parviendra  enfin  à  prou- 
ver que  l'on  a 

er     f         -      ,.  .    ,     52  ,       6  7  40  j  , , 

2000  =  2000  lois  les  -77?  des  —f^  des  -^  des  ^  du  rouble. 
40         i5         00  14 

r.         f  o  />-N    K     f       52  X  6  X  7  X  40  X  25oo    ,      „^ 

Donc  (n°  60)  2000'  =  -.,, >^ — -P- du  K'  : 

4Sx  i5  x5o  X  14 

résultat  trouve'  ci-dessus. 
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25a.  Les  questions  qui  appartiennent  à  cette  règle  sont  de 
deux  espèces  : 

Ou  l'on  a  pour  but  de  trouver  la  valeur  moyenne  de  plusieurs 
aortes  de  choses ,  connaissant  le  nombre  et  la  valeur  particu- 
lière de  chaque  sorte^ 

Ou  bien,  il  s'agit  de  délcmiincr  les  quantités  de  chaque  sorte 
de  choses  qui  doivent  entrer  dans  un  mélange  ou  alliage  , 
connaissant  déjà  le  prix  ou  la  valeur  de  chaque  espèce ,  et  le 
vrix  ou  la  valeur  totale  du  mélange. 

Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  première  espèce,  la  se- 
conde étant  tout-à-fait  du  ressort  de  l'Algèbre. 

Premier  exemple.  —  Uti  marchand  de  vin  a  mêlé  ensemble 
des  vins  de  différentes  qualités  ,  savoir,  25o  litres  à  12-^  le  li~ 
-ire,  180  litres  à  i5-^,  et  200  à  i6-''y  on  demande  le  prix  du  li- 
tre de  MÉLANGE. 

Observons  d'abord  que  25o  litres  à  12-^  donnent, 

pour  le  prix  de  ces  25o  litres,  25oX  12  ou Sooo-^ 

De  iriènie,  180  litres  à  i5-^  font  180  X  i5  ou 2700 

Enfin  200  litres  à  i6^  font  200  X  16  ou 8200 

ce  qui  donne,  pour  le  prix  tota'  de?  trois  quantités  de  8900 
vins  mélangées.  8900-''. 
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Si  uia'uitcnant   on  fait  la  somme  des  25o 

trois  nombres  25o,    180,   et  200,   ce  qui  180 

donne  63o,  la  question  sera  évidemment  200 

ramenée  à  celie-ci  :  63o 

63o  litres  de  vin  coiltent  8900  sous  ^  à  combien  revient  le 
litre? 

Pour  obtenir  ce  prix  ,  il  suffit  de  diviser  8900  par  G3o  j  et  le 
(luoticnt  i4"^  i^  exprime  le  prix  demande'. 

Ri-.GLE  GjéNÉiiALE. — Pour  avoir  le  prix  de  l'unitë  de  mélange, 
il  faut,  i°.  multiplier  le  prix  de  V unité  de  chaque  sorte  de 
choses  que  l'on  veut  mêler,  par  le  nombre  d'unités  de  cette 
sorte,  et  ajouter  tous  ces  produits  ;  1°.  faire  la  somme  des  nom- 
bres d'unités  des  dijjéi  entes  sortes  de  choses  ;  3°.  diviser  la 
somme  des  produits ,  ou  le  prix  total ,  par  la  somme  des  nom- 
bres d'unités. 

Second  exemple.  —  On  veut  fondre  ensemble  23  kilogrammes 
d'argent  à  825  millièmes  dejinj  14  kilogrammes  à  ^10  ;  iq  à 
540/  et  l'on  demande  le  titre  de  /'alliage  de  ces  trois  lingots? 

N.  B. — Pour  comprendre  cet  énonce',  il  faut  savoir  que,  dans 
l'orfèvrerie  ,  l'or  et  l'argent  sont  toujours  combinés  avec  d'au- 
tres nîctaux  ,  tels  que  le  cuivre. 

Cela  posé,  on  dit  qu'un  lingot  d'or  ou  d'argent  e:t  à  tel  titre- 
on  à  tel  degré  de  fin,  lorsque,  sur  un  poids  déterminé,  par 
exemple,  sur  un  kilogramme,  il  contient-tel  poids  d'or  ou  d'ar- 
gent pur. 

Ainsi,  un  lingot  est  à  --  de  fin ,  ou  bien  ,  est  au  titre  de  —, 
10  10 

lorsquesur  i  kilogramme  de  ce  lingot,  il  se  trouve  —  do  kii. 

10 

d'or  ou  d'argent  pur.  [C.q  titre  est  celui  des  monnaies  actuelles.) 

De  même,    un  lingot  esl  à  S2.5  millièmes  de  fin ,  lorsque,   sur 

11  -1  ■         8?.5    ,,  ,, 

un  kilogramme,  il  contient d  or  ou  d  ar^i:ent  pur. 

1000  "^        ' 

Mainleuautil  résulte  de  l'énoncé ,  que 


21  . 
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1».  23*  à  825 '"'"....font     23x825       ou        18975""", 

2".  i4   agio 14X9ÏO       ou       12740, 

3°.  19    à  845 19X845      ou       i6o55; 

56  4777<*' 

Donc ,  les  56  kilogrammes  allicis  ensemble,  contiennent 
4  7 '',7  70  d'argent  pur. 

An  nno 
Ainsi,  le  titre  du  nouveau  lingot  sera  ex  prime'  par      '  .    ■ 

ou  0,853;   c'^est-à-dire  que  le  lingot  résultant  de  l'alliage  des 
trois  premiers,  est  à  853  millièmes  de  fin. 

Troisième  exemple.  —  On  a  employé  5oo  ouvriers,  dont  160 
il  raison  de  ^' par  jour,  200  à  1^,75',  et  i4o  à  l'jSo'^.  On  de- 
jnande  à  combien,  l'un  dans  l'autre,  chaque  ouvrier  revient 
par  jour. 

160°""'  à  2^,    ]n'oduisent 32o 

200       à  i^  70" 35o 

i4o        à  1^50" •  .   210 

5oo  880 

Donc,  puisque  5oo  ouvriers  ont  coûté  880^,  un  seul  ouvrier 

88(»  ,    ^, 

coûte  7^^  ou  1  ,70*^. 
5oo 

256.  La  détermination  des  valeurs  mojennes  de  plusieurs 
clioses  de  valeurs  difterentes,  est  un  cas  particulier  de  la  règle 
d'alliage  de  la  première  espèce. 

On  appelle  valeur  moj'enne'Jlc  plusieurs  choses  dont  les  va- 
leurs particulières  sont  déjà  connues,  la  somme  des  valeurs  de 
ces  clioses  ,  divisée  jjar  la  somme  d'autant  d'unités  qu'il jr  a 
de  choses ,  plus  simplement  ,  divisée  par  leur  nombre. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  l'on  n'a  que  deux  choses  ,  la  valeur 
niojenne  est  la  demi-somme  des  valeurs  de  ces  choses  ;  en  d'au- 
tres termes,  c'est  (n°  205)  la  mojenne  dijjérentiellc  entre  les 
valeurs  de  ces  deux  choses. 

Quatrième  exemple. —  On  a  mesuré,  à  quatre  reprises  diffé- 
rentes,  la  longueur  d'un  parc.  On  a  trouvé  la  première  fois  y 
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pour  celle  longueur,  iSo"^'""  ^\?>Ç)  ;  la  seconde  ,  2.58'", 696;  la 
troisième,  9.49"", 75;  enjin  la  qualrieme ,  25i'",i58.  On  de-, 
mande  la  longueur  du  parc. 

Pnisriue,  dans  les  quatre  opérations,  les  mesures  obtenues 
ne  s'accordent  pas  ,  il  est  clair  que  le  seul  moyen  de  répondre 
à  la  question,  est  d'établir  la  772e^7/re  mojennc  e.\\\xe  toutes  ces 
mesures. 

On  trouve  d'abord  pour  la  somme  des  quatre  aSoj/pp 
mesures,  le  résultat  1 002,042 ;  divisant  ce  résul-  230,695 
tatpar  4,  ou  obtient  25o.5io5  pour  la  mesure  24g, 75o 
moyenne.  25 1  ,  i58 

1002,042 

De  quelques  autres  questions  qui  peuvent  se  résoudre  par  le 
secours  seul  du  raisonnement. 

237.  Dans  les  questions  précédentes,  les  moyens  de  parve- 
nir à  la  solution  cherchée  étaient  fixes  et  généraux,  c'est-à- 
dire  susceptibles  d'être  appliqués  à  toutes  les  questions  de 
même  espèce.  Mais  on  peut  en  proposer  une  infinité  d'autres  qui 
ne  se  rattachent  à  celles-là  qu'en  partie,  ou  qui  n'en  dépendent 
en  aucune  manière.  Dans  ce  cas,  l'Algèbre  fournit  seule  dos 
mélîiodes  sûres  et  directes  de  résolution.  Cependant ,  comme 
on  ne  saurait  trop  exercer  l'intelligence  des  commençans, 
nous  allons  traiter  quelques  questions  par  le  secours  du  seul 
raisonnement  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  résoudre  un  problème 
arithmétiquement. 

Rappelons-nous  (n°  197)  que  résoudre  ou  analvser  un  pro- 
blème, c'est,  en  réfléchissant  sur  son  énoncé,  tacher  de  décou- 
vrir dans  les  relations  établies  entre  les  nombres  qui  en  font 
partie  ,  la  suite  des  opérations  à  effectuer  sur  les  nombres  con- 
nus,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  nombres  inconnus. 

Premier  problème.  —  On  demande  un  nombre  dont  la  moi' 

lié,  le  tiers,  le  quart  et  les  -,  réunis  forment  en  somme  5r5. 
Pour  résoudre  cette  question,  commençons  par  observer  que 
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prendre  successivement  la  moitié,  le  tiers,  le  quart,  et  les  -  d'un 

1 
iiombie,  puis  ajouter  toutes  ces  parties,  revient  à  multiplier  ce 

nombre  par  la  somme  des  fractions  -  ,    -,     7,     -,    c'est-à- 

2347 

ii5 
dire  par    -^-y-  (  en  effectuant  la  somme  de  toutes  ces  frac- 
64 

lions).  Or,  puisque  le  produit  du  nombre  cberclié  ,  par  -qT- , 

doit  être  e'gal  à  575  ,  il  s'ensuit,  d'après  la  de'îînition  de  la  divi- 
sion ,  que  ce  nombre  est  égal  au  quotient  de  676  divise  par 

-3-r,  et  par  conséquent  (n°62)  a  075  X  — -^. 

Effectuant  le  calcul  indiqué ,  on  trouve  enfin  /[lo  pour  le 
nombre  demandé. 

Vérification ^'lo 

la  moitié  =210 


le  tiers 

= 

l^n 

le  quart 

= 

io5 

le  7^ 

= 

60 

le7« 

= 

60 

Tolal.. 

s-s 

Second  problème.  —  On  dcrnande  trois  nombres  dont  la 
somme  soit  égale  à  g6 ,  et  tels  que  le  second  surpasse  le 
premier  de  2,  que  le  troisième  surpasse  de  4  ^^  somme  des 
deux  autres. 

Il  est  d'abord  évident  que,  si  l'on  diminuait  le  second  nombre 
de  2,  il  deviendrait  égal  au  premier,  et  que  si  l'on  diminuait 
le  troisième,  de  2-|-4  ou  de  6  unités,  il  deviendrait  égal  au 
double  du  premier;  ainsi ,  la  somme  des  trois  nombres  serait, 
après  ces  deux  soustractions,  quadruple  du  premier  nombre. 

D'ailleurs,  si  l'on  retranche  de  96,  la  somme  2  +6,  il  reste 
88  ;  d'où  l'on  v  oit  que  le  quadruple  du  premier  nombre  est  é(;al 
i88 
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Donc,  ce  premier  nombre  a  pour  valeur  -7- ou  2?.. 

4 

Par  conséquent,  le  second  est  égal  à 21  -f-  2  ou  24. 

et  le  troisième,  ;'i ' /fi  -\-  q  ou.  5o 

Vérification 96 

TnoisiÈME  PROBLÈME.  —  Trouver  deux  nombres  tels  que ,  si 
l'on  ajoute  21  au  premier,  la  somme  résultante  soit  quintuple^ 
du  second,  et  que ,  si  l'on  ajoute  21  au  second,  la  somme  ré- 
sultante soit  triple  du  premier. 

On  conclut  d'abord  de  cet  énoncé,  que  la  difFérence  entre  le 
quintuple  du  second  et  le  premier,  est  égale  à  la  différence 
entre  le  triple  du  premier  et  le  second.  11  y  a  donc  équi-dijfé- 
/•enceentre  le  quintuple  du  secondnombre,  lepremier  nombre, 
le  triple  -du  premier,  et  le  second.  Comme ,  dans  toute  équi- 
différence,  la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  celle  des  mojens  ■ 
(a"  201),  il  s'ensuit  que  \e  sextuple  du  second  nombre  est 
égal  au  quadruple  du  premier  ;  donc  dép ,  le  second  nombre  est 

égal  aux  ^  ou  aux  ^  du  premier.  Or,  ce  second  nombre  aug- 
menté de  21,  donne  le  triple  du  premier;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  21  est  égal  au  triple  du  premier,  diminué  du  second 

2 
eu  des  -  du  premier,  c'est-à-dire,  est  égal  au  produit  d  i  pre- 
mier par  (3 —  ^],   ou   aux  ^  du  premier. 

Donc  enfin,  le  premier  a  pour  valeur  21  X-,  ou  9.  Quant  au 

y 

second,  qui  est  les  -  du  premier,  il  est  égal  -^^  9  X  ^,  ou  à  6. 

Eu  effet:  1°.  g-{-2i  donne  3o  ,  qui  est  bien  le  quintuple  de  G. 
2°.  6  -f-  21  donne  27,  qui  est  le  triple  de  9.  Donc  les  deux 
aambres  9  et  6  sont  les  nombres  cherchés. 

QuATRii'^ME  PR0BLÈ31E,  —  On  emploie  trois  ouvriers  peur 
faire  un  ouvrage.  Le  premier  le  ferait  seul  en  I2  jours  ,  en 
travaillant  10  heures  par  jour ^  le  second,  dans  1 5  jours,  en 
travaillant  6  heures  par  jour  j  le  troisième  dans  g  jours,  en 
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iraK'aillanl^  heures  par  jour.  On  demande  i°.  dans  combien 
de  temps  ces  trois  ouvriers,  travaillant  ensemble ,  feront  cet 
ouvrage;  2°.  ce  que  chacun  en  fera;  3".  ce  qu'il  gagnera,  l'ou- 
vrage total  étant  payé  1 0*6  francs, 

SoixTiox.  —  Observons  d'abord  que,  d'après  l'ënoncé,  le  pre- 
mier ouvrier  ferait  seul  la  besogne  dans  î2  X  10,  ou  120  heu- 
res ;  donc,  en  i  heure ,  il  ferait  de  l'ouvrage. 


120 


'ô'^ 


Le  second  leferait  dans  i5  X  6,  ou  90  heures;  ainsi,  en  i 
heure,  il  en  ferait  — . 

Le  troisième  le  ferait  dans  gX  8,  ou  dans ';2  heures;  donc,  en 
1  heure ,  il  en  ferait  — . 

Ces  trois  ouvriers  ,  travaillant  ensemble,  feraient  donc,  en 

1  heure, 1 ', ,  ou^^^,    c'est-à-dire     -—   de  l'ou- 

120       90        72         3oo  3o 

vrage. 

Or,  s'il  leur  faut  i  heure  pour  faire  tt—   de  l'ouvrage  ,  il  est 
'  ^  3o 

clair  qu'ils  emploieront  3o  heures  pour  faire  l'ouvrage  tout 

lir 

Maintenant,  puisqu'en  i  heure  le  premier  ouvrier  fait  , 

*        "^  120 

en  3o  heures  il  fera  X  3o,  ou  -  =  — .  De  même,  le  se- 

120  4       12 

cond  fera  en  3o heures,  —  X  3o,  ou  -  =  — .    Enfin  ,  le  troi- 
90  3        12 

I  5 

sième  fera  en  3o  heures, —  X  3o,  ou  — . 
72  12 

Il  ne  reste  plus  actuellement  qu'à  savoir  ce  qui  revient  à 

chaque  ouvrier,  en  raison  de  la  besogne  qu'il  a  faite.  Or,  pour 

cela,  il  suffit  de  diviser  loSenparties  proportionnelles  aux  trois 

fractions  —,   —,  — ,  ou  plutôt,  aux  trois  nombres  3,  4>  ^î 
12     12     12 

ce   qui   donne  (u°  229)  27,  36,  et  45,  pour  les  trois  gains 
demandés. 
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Les  diverses  questions  que  nous  venons  de  résoudre,  sont  du 
genre  de  celles  que  plusieurs  auteuis  traitent  par  la  règle  dite 
de  fausse  position  simple  ou  double.  Nous  avons  cru  devoir 
passer  cette  rè;',le  sous  silence  ,  parce  qu'en  géne'ral ,  elle  laisse 
beaucoup  de  vague  dans  l'esprit,  et  que  la  démonstration  ri- 
goureuse de  ses  proce'dés  est  fonde't^  sur  certains  principes  de 
l'Algèbre,  principes  qui  d'ailleurs  s'ajipliquent  avec  bien  plus 
defaciiilc  à  la  re'solulion  immédiate  de  ces  mêmes  questions. 

CHAPITRE  YIII. 


Théorie  des  Progressio7is  et  des  Logarithmes . 


Ce  traite'  d'Aritlimétique  serait  incomplet  s'il  ne  renfermait 
au  moins  les  premières  notions  de  la  théorie  des  logarithmes. 
Cette  belle  découverte ,  due  à  îséper,  baron  écossais ,  est  une 
des  plus  importantes  quiaient  jamais  été  faites  dans  les  Mathé- 
matiques, puisque  avec  le  secours  d'une  table  de  logarithmes, 
on  parvient  à  effectuer,  en  très  peu  de  temps,  les  calculs  nu- 
mériques les  plus  compliqués. 

Mais  avant  de  développer  les  principes  de  cette  théorie  ,  il 
est  indispensable  de  faire  connaître  les  propriétés  principales  de 
deux  suites  de  nombres  ,  suites  que  l'on  peut  regarder  comme 
présentant  une  extension  des  équi-différences  et  des  propor- 
tions :  ce  sont  les  progressions  p;ir  différence  et  les  progres- 
sions par  quotient. 

§  P^.    DES    PR0GRESSI0:.S. 

238.  Progressions  par  différence  (  autrefois  progressions 
arithmétiques  ).  —  On  appelle  ainsi  une  suite  de  nombres  tels 
que  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède,  ou  en  est  surpassé, 
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d'un  nombre  conslani  qu'on  nomme  la  raison  ou  la  difjv- 
ye.nce  de  la  piogresslon. 

Ainsi ,  soient  les  deux  suites 

~  2 . 5 . 8 . 1 1 . 1 4 . 1 7 .  2o .  9.3 .  26 .  29 , , 

f  60. 55. 5o. 45.40 ,35. 3o. 25. 20 ; 

dans  la  première  ,  chaque  terme  surpasse  celui  qui  le  pre'cède, 
du  nomlire  constant  3  ;  en  ellet ,  5  —  2=133  8  —  5  =  3  ; . .  . 
3  e:U  dit  la  raison  ou  la  différence  de  la  progression. 

Dans  !a  seconde,  chaque  terme  est  surpassé  par  celui  qui 
le  précède,  du  nombre  constant  5  ; 

ainsi      Go  —  55  =  5;  55 — 5o=5;   5o — 4^  =  ^)    ■   •   •   • 

5  est  donc  la  raison  de  la  pro;^ression. 

La  première  s'appelle  une  projjression  croissante ,  parce  que 
les  termes  y  vont  en  augmentant  ;  et  la  seconde  ,  une  progres- 
sion accroissante ,  parce  que  les  termes  y  vont  en  diminuant. 

Pour  exprimer  que  les  nombres  sont  en  progression  par  dif- 
férence, ou  place  en  tète  le  signe  -,  ([ui  signifie  co.'77me  (n°  109), 
et  après  chaque  terme ,  un  point  qui  signifie  est  à. 

Celle  notation  est  fondée  sur  ce  qu'une  progression  par  dif- 
férence n'est  autre  chose,  d'après  sa  définition  ,  qu'une  suite 
\S! équi- différences  continues,  {f'oj'ez  n°  203  ) 

La  progression  s'énonce  d'ailleurs  ainsi  (  eu  considérant  la 
première  des  deux  progressions  ci-dessus)  : 

Comme  2  est  ti  5  ,  5  est  ii  8  ,  8  est  à  1 1  ,  11  est  à  i4  j  ou 
plus  simplement,  2   est  à  5,  est  ùS,  est  à  11  ,   est  à  i/^.,.. 

N.  B.  —  Il  est  aisé  de  voir,  dans  cette  suite  d'équi-dilTé.- 
renccs  , 

2.5  :  5.8  :  8. II  :  11.14  !  14-^7 » 

que  chaque  terme  de  la  progression  proposée  est  à  la  fois  consé- 
(^uent  et  antécédent,  à  l'exception  du  premier  terme  qui  n'est 
qu'antécédent,  et  du  deriiicr  des  termes  que  l'on  considère, 
lequel  n'est  (jue  conséquent. 

2.i9.  Pkemière  proprikté.  —  Évaluation  d'un  lerm^  dcran^ 
qiu:lcanque  au  mojren  du  premier  ^ensfe. 
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Tî  resuite  de  la  définition  d'une  progression  par  différence, 
que,  dans  une  progression  croissante  , 

Le  second  terme  est  c'gal  di\x  premier  \i\\xs  la  raison  ; 

Le  troisume  est  e'j^;al  an  seco?7d  plus  la  raison,  ou  bien, 
est  cgal  au  prernier  iplus  deux  fois  la  raison  ; 

Le  quatrième  est  e'gal  au  troisième  plus  la  raison  ;  ou  au 
premier  plus  trois  fois  la  raison. 

En  général,  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au pre- 
viier,  plus  autant  de  fois  la  raison  qu  il  j  a  de  termes  a\>ant 
celui  que  l'on  considère. 

Pour  fixer  les  idées  sur  cette  propriété,  et  en  présenter  un 
énoncé  plus  concis  ,  considérons  la  suite  des  nombies 

f  a.b .c  d.e .f.g i .k .1-, 

que  nous  supposons  foimcr  une  progression  croissante  ;  et  dé- 
signons par  r  la  raison  de  la  progression. 

On  a  évideninienl ,  d'après  la  nature  Je  la  prov,ression , 

16  rrr   a  -i-  r, 

cr=^-}-r  =  a-i-    r-j-  /•!=«-}-  o.r, 

d  ■=!  c  -\-  r  =z  a  -\-  OLr  -j-  /•  =  a  -f-  or, 

e  =  J  -|-  r  =  a  -}-  3/'  -p  r  r=:  a  -f-  ^r. 


Donc,  si  n  désigne  le  rang  d'un  terme  quelconque  /,  auquel  cas 
{n —  1)  exprime  le   nombre  des  termes  qui  précèdent,  on  a 

évidemment  lz=z  a-\-  {n  —  \)r (i)  , 

expression  qui  ,  traduite  en  langage  oi'dinaire ,  revient  à  l'é- 
noncé ci-dessus. 

Si  la  progression  était  décroissante  ,  on  aurait  au  contraire , 

b  ^=  a  —  r, 

c  T=  b  —  r  •=.  a  —     r  —  r  ■=■  a  —  2r, 

d  T=.  c  —  r  z=^  a  —  2;'  —  r  =  a  —  3r. 

et  par  conséquent,      l  =  a  —  (n  —  i)r.  .  .  (2). 

Les  deux  formules  (})  et  (2)  serrent  à  déterminer  un  terme 
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quelconque  de  la  se'rie ,  sans  qu'on  soit  oblige'  de  calculer  tous 
ceux  qui  précèdent ,  puisqu'il  suffit  de  connaître  le  premier 
terme ,  la  raison,  et  le  nombre  des  termes  compris  deouis  le 
premier  jusqu'à  celui  qvie  l'on  veut  foriner. 

Soit,  par  exemple,  la  progression  ^  2.5.8.xi...,  dont  on 
demande  le  2.0"'"''  terme. 

On  a  ici,  a  =  ?.^  r=3  ,  et  72^=20  ;  donc  la  formule  (i)  devient 

/=2-{-  jgX  3  =  5g. 
On  trouverait  de  même  pour  le  60"""'^  terme  , 
l^  2  +  59X3=--i79. 

Soit  encore  la  progression  ;  80. -j^. 68.62.  ...  ,  dont  on 
demande  le  12""^  terme. 

On  a  dans  ce  cas ,  «  =  80,  r=6.  «=12;  donc  la  for- 
mule (2)  donne  Z  =  80 —  11  X  6=  i4- 

240.  Conséquence  de  la  propriété  précédente.  —  Ces  mêmes 
formules  conduisent  à  la  resolution  d'une  question  très  impor- 
tante quia  pour  objet  d'insérer  entre  deux  nombres  donnés , 
autant  c[ue  l'on  veut  de  moyens  différentiels  ,  c'est-à-dire 
d'autres  nombres  formant  avec  les  deux  nombres  donnés,  une 
progression  par  différence. 

Proposons-nous,  pour  premier  exemple  ,  iVinsérer  entre  Z 
et  57 ,  HUIT  moyens  différentiels. 

Puisque  la  progression  que  l'on  veut  former,  doit  ,  y  com- 
pris les  deux  nombres  donnés  ,  être  composée  de  8  -}-  2  ou  de 
I  o  termes ,  il  s'ensuit  (n°  259  )  que  le  dernier  terme  67  est  égal 
au  premier  3,  plus  9  fois  la  raison  ;  donc  ,  si  de  67  on  retran- 
che 3,  la  diflérence  54  sera  égale  à  9  fois  la  raison  ;  et  par  con- 
séquent, le  9^*"'  de  54,  ou  6,  sera  l'expression  de  la  raison  qui 
doit  régner  dans  la  progression. 

Connaissant  la  raison  ,  il  est  facile  d'en  déduire  la  progres- 
sion, qui  est  alors 

V  3.9. i5. 21 .27.33. 39.45.51 .57. 
Soient,  en  général,  a  et  /  les  deux  nombres  entre  lesquels  o» 
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veut  insérer  un  nombre  m  (Je  nrojens  différentiels  •  si  l'on  dé- 
signe d'ailleurs  par  71  le  nombre  lotal  des  termes,  on  aura 
n=m-\-i\  d'où  n —  i  =  m -j- i  ;  et  les  deux  formules  du 
numéro  259  deviennent 

l=:a-\-  {m  -\-  \)r,         l^ir^a—  {m  -f-  \)r. 

De  la  première  on  tire,  en  retranchant  a  des  deux  mem- 
bres , 

/ —  a  =  {m  -\-  \)  r,  d'où  /•  r=  • — -. 

Pour  la  seconde ,  il  faut  ajouter  aux  deux  membres,  (m-}-  \)r, 
puis  en  retrandier  /,  ce  qui  donne 

{in-\-i)r=-a  —  /,  d'où  r= . 

7724-  I 

Donc ,  pour  insérer  entre,  deux  nombres  donnés ,  autant  de 
■moyens  différentiels  que  l'on  veut,  il  faut  retrancher  le  plus 
petit  nombre  du  plus  grand,  et  diviser  la  différence  par  le 
nombre  total  des  termes  à  insérer,  plus  un. 

Le  résultat  ainsi  obtenu  exprime  la  raison  de  la  progres- 
sion, qui  peut,  d'ailleurs  ,  être  croissante  ou  décroissante. 

Soit  propose  ,  pour  second  exemple,  d'insérer  erUre  2  et  2.g, 
35  moyens  dij/érentiels. 

OQ  .^—   O  3 

Ici ,  l'on  a  a  =  2 ,  Z=  29 ,  wz  =  35 }  donc  7-  =    ^     —  =  -  ; 

00  4 

et  la  progression  demandée  est 

:   2, 2-7. 3-. 4-7-5. 5, 2q. 

4       2    ^4  4  » 

Le2o""  terme  de  cette  progression,  ouïe  ig"'"'  moyen  difié- 

rentiel,  a  pour  valeur  (n°  239)  Z=2-{-i9X-=  16  -. 

4  4 

Le  3']'"'  terme,  ou  le  dernier  terme  de  la  progression  ,  est 
3 
^  =  2  +  36  X  7  =  29;    ce  qui  doit  être, 

241.  Hemauque.  —  5"/,  e77/re  les  termes  consécutifs  d'une 
progression  par  différence,  considérés  deux  à  deux ,  on  in- 
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si're   un   même    nombre  de   moyens  dijférenlîels ,   toutes   Icx 

progressions  partielles  ainsi  formées    composent  une    seule 

cl  me'me  progression. 

En  cfFet,  soit  la  progicssiou  \  a  .  h  .  c  .  d .  e  .f.  .  .  ^'  et  soit  m 

le  îîonibre  des  moyens  qu'on  veut  insérer  outre  cz  et  Z>,  puis 

entre  Z»  et  c,  puis  entre  c  et  <f,  . .  ;  les  raisons  des  progrès— 

sioiis   partielles  seront ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  expri- 

b  —  a     c  —  b     d  —  c 
me'es  respectivement  par , , .  . .:  or,  toutes 

^  ^         772  -}-  I        7.'?  -f- 1        772  -}-  I 

ces  quantités  sont  éîjales,  puisque  a^b ,c.  .  .  étant  eu  progres- 
sion ,  ou  a  b — a  =.c  —  b  •=  d — c.  .  .  ;  ainsi,  ia  laison  est 
la  luèuie  pour  toutes  ces  p: oppressions  partielles.  Comino  d'ail- 
leurs ,  le  dernier  terme  de  chacune  d'elles  est  en  même  temps  le 
premier  terme  de  la  suivante  ,  on  peut  conclure  que  toutes  ces 
nro^ressions  partielles  constituent  une  propression  uiii([ue. 

Application. — Soit  proposé  ai  insérer  i  o  mojens diJJérentieU 
entre  deux  termes   consécutifs  quelconques  de.  la  progression 


'• 

1.0.0.7.0.11.   .   .   . 

La  raison  est 

ici, 

3 

_i     5—3     7  —  5 
II     '       II    '       II    '   • 

.  ou  bien  — 
1 1 

On  a  donc 

1     4 
i .  I — .  1—.  1 

IX         XI 

6 
II" 

.29-.3.3-^.3-i.  .  .a9. 
II         II      II          '11 

.5.5^.  .  .  . 
1 1 

pro(^ression  évidente. 

Nous  ferons  bientôt  usage  de  la  remarque  ci-dessus,  re- 
marque qui  est  très  importante. 

242.  Seconde  propriété.  —  Dans  toute  progression  par  dif- 
férence, la  somme  de  deux  termes  quelconques  pris  à  égale 
dislance  des  deux  termes  extrêmes  ,  c'est-à-dire  du  premier  et 
du  dernier,  est  égale  à  la  somme  des  deux  extrêmes. 

Ainsi,  dans  la  progres-ion 

7    I .4.7. 10. i3. 16. 19  22. 25. 28.01 .34.37, 
ou  a         1 -1- 37  =  4 -f-34  =7 +3i  =  jo  4- 28.  .  .  . 
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Pour  nous  rendre  compte  de  cette  propriété  d'une  manière 
génc'rale  ,  appelons  «  et  /  les  deux  termes  extrêmes,  .r  un  terme 
qui  occupe  ley.»''""'  rang,  c'est-à-dire  qui  eu  a  (yj —  i)  avant  lui , 
et  y  un  terme  qui  en  a  {p  —  i)  après  lui. 

Cela  pose',  l'on  a  d'abord,  en  vertu  de  la  formule  duir2r>9, 
ar=a  -\-{p —  \)r. 

Actuellement,  si  l'on  ne  considère  que  la  partie  de  la  pro- 
jjressioQ,  comprise  depuis  le  terme  y  inclusivement  ju^ou'au 
terme /aussi  inclusivement,  le  nombre  total  des  termes  de  ceîte 
progression  partielle  estjL»,  et  l'on  a  encorij 
l  =  r-^{p—  \)v. 

D'oii  l'en  voit  que  /  surpasse  r  de  la  mcu^e  quantité  que  x. 
surpasse  a.  Donc  les  quatre  nombres  a,  ar,jr,  /,  roinient  une 
équi-dijf élance.  Or,  dans  toute  équi-diflérence  .  la  somme  dus 
moj'ens  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes  (n°  201)  ;  ainsi,  l'on  a 

x^r  —  a-irl,  C.  Q.F.'D. 

A^  B.  —  Lorsque  la  progression  est  composée  d'un  nombre 
impair  à.e.  termes,  celui  du  milieu  forme  avec  les  deux  extrê- 
mes une  équi-différence  continue  ;  et  par  conséquent  (n°  205) 
//  est  égal  à  la  dem.i-somme  des  deux  extrêmes. 

Ainsi,  dans  la  progression  ci-dessus  7  i.^."j....  qui  se  com- 

I  -f-  37 
pose  de  i3  termes  ,  le  7""  terme  ,  ou  19,  est  égal  à  — '- ,    ce 

qui  est  évident. 

245.  Conséquence.  —  Cette  propriété  fournit  un  moyen  très 
simple  à^obtenir  l'expression  de  la  somme  de  tous  les  termes 
d'une  progression  par  dijjérence. 

Soit  en    effet  la  progression  ,  .  .  .   v  a.b.c i.k.l; 

et  désignons  par  S  la  somme  in- 
connue de  tous  ces  termes,  n 
étant  d'ailleurs  le  nombre  des 
termes.  Concevons  que  l'on  ait 
écrit  cette  progression  au-des- 
sous d'elle-même,  dans  un  or- 
dre inverse,  ce  qui  donne f   l.k.i. c.b,a\ 
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il  est  d'abord  évident  que  la  somme  de  tous  les  termes  de  ces 
deux  progressions,  est  égale  à  2S. 

D'un  autre  côté  ,  comparant  deux  à  deux  les  termes  compris 
dans  une  même  colonne  verticale ,  on  a  ,  d'après  la  propriété 
précédente,  a +l—b -h  k  =z  c-{- i.  .  .  .  ;  donc  28  est  égala 
la  somme  partielle  ,  a -^  l ,  prise  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 
teimes  dans  la  première  progression  ;  et  par  conséquent , 

o.S-={a-{-l)n\, 

{a-\-  l)n^ 
d'où,  en  divisant  par  2, »       ...S  =: -^ ', 

c'est-à-dire  que  la  somme  des\  termes  d'une  progression  par 
différence  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  extrêm.es , 
multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes- 

Applications.  —  1°.  On  demande  la  somme  des  "2.5  premiers 
termes  de  la  progression  .  .  .  .  ^2.7.12.1-^.  .  . 

Il  faut  d'abord  recberclier  l'expression  du  25""  terme.  Or,  la 
raison  étant  ici  5,  on  a  (n°  259) 

Z  =  2  -j-  24  X  5  =  1 22. 

^  ,       (2 +  122")  25       124X25  p„ 

Donc     S=i^ — ■ =  — =  i55o. 

2  2 

2°.   On  demande  la  somme  des  100  premiers  termes  de  la 
progression  .  .  .  .7  1.3.5.7.9.  •  •   ' 
On  trouve  d'abord  pour  le  1 00""  terme  , 

^=  I  +99X2=199- 

_          o       (i  -f-  JQQ)  100  ,  ,  , 

Donc  Sr= "^^ =10000,  ou  le  carre  de  100. 

o 

Généralement,  le  ?i'^"^'  terme  de  cette  progression  étant 

/=  1  -f-("  —  0  2=2/ï  —  I, 

on  trouve  pour  la  somme  des  n  premiers  termes, 

_       (i4-2ra —  i)n  ,  ,  , 

S=  -^ — ■ —  =  n',  ou  le  carre  de  n. 

2 

Ainsi,  la  somme  des  i5  premiers  termes  est  égale  à... 
i5  X  i5  ou  225. 
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244.  Des  progressions  par  quotient  (ou  g(' orné  triques).  — On 
noiniiie  ainsi  une  suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  à  celui 
qui  le  pré  ce  de  y  multiplié  par  un  nombre  constant  qui  est  en- 
core appelé  LA  RAiso.v  de  la  progression. 

La  progression  est  dite  croissante  ou  décroissante ,  tuivanl 
que  la  raison,  ouïe  nombre  constant  qui  exprime  le  rapport 
d'un  terme  à  celui  qui  le  précède,  csi  plus  grand  oi\  plus  petit 
que  l'unité'. 

Une  prpgression  par  quotient  s'écrit  eu  plaçant  deux  points 
après  chacun  des  termes,  et  le  sijjne  H  en  îcte,  {)ai(:e  que, 
d'après  la  définition,  l'on  peut  regarder  ces  nombres  comme 
formant  une  se'rîe  de  proportions  continues. 

Par  exemple  ,  soient  les  deux  suites  de  no:nbres 

H  2  :  6  :  i8  :  54  :  16-  :  486  :  1458  : .  .  . 

„  3     3     3      3 

H  12  :  6  :  3  :  -  :7  :  H  :  -7^  :  . . . 

Dans  la  première  ,  cbaque  terme  est  égal  à  celui  qui  le  pré- 
cède multiplié  par  3  ;  ainsi,  c'est  une  progression  par  quotient 
dont  la  raison  est  3. 

Dans  la  seconde  ,  chaque  terme  est  la  moitié  de  celui  qui  le 
précède  ,  ou  bien,  est  égal  à  celui  qui  le  précède  multiplié  par 

la  fraction-;  donc,  c'est  une  progression  par  quotient  dont /« 

1 

raison  est  -. 

On  énonce  d'ailleurs  ces  progressions  de  la  même  manière 
que  les  progressions  par  différence,  savoir, 

2  est  à  Ç) ,  est  à  \Q ,  est  à  5^ ,  est  à  1&7. ,   .   .  .  ; 

3  3 

et      12  est  à  6 ,  est  à  3  ,  est  à  -,  est  à  ~.  .  . 

^  4 

Si  l'on  envisage  chaque  progression  comme  une  suite  de  pro- 
portions continues,  il  eu  résulte  que  chaque  terme  de  la  pro- 
;;ression  est  à  la  fois  conséquent  et  antécédent ,  à  l'exception 

22 
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du  premier  qui  n'est  qu'antécédent,  et  du  dernier  (^và  n'est 
<|ue  conséquent. 

Les  pvo[;ressions  par  quotient  jouissent  de  propriétés  analo- 
gues à  celles  des  pro}],ressions  par  diflérence. 

24o,    Première  propriété. — Evaluation  d'un  terme  de  ransr 
quelconque  dans  une  progression  jjar  quotient. 

Soit  la  progression  par  c[uotient,  générale, 

~^.  a  '.  b  '.  c  '.  d  \  e  '.  f  '.  g  '.   h ; 

et  désignons  par  q  la  raison  ,  qui  peut  d'ailleurs  être  ^  ou  <^i . 
On  aura  évidcaiinent  les  ogalilés  suivantes 

b—aq, 

c-=ibq=^aq  X  Ç  =  aq^, 
d=:^cq  =  aq"  y<,q  —  aq'' , 
e  z=::  dq:=  a(f  y^qz=  aq^ , 


d'où  l'on  voit  qu'en  général,  un  terme  de  rang  quelconque  est 
égal  au  premier  terme  multiplié  par  une  jouissance  de  la  rai- 
son ,  dont  l'exposant  est  marqué  par  le  nombre  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  l'en  considère. 

Ainsi ,  désignant  par  n  le  nombre  des  termes  compris  inclu- 
sivement depuis  le  premier  jusqu'au  terme  /,  on  obtient  la 
formule 

au  moyen  de  laquelle  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  d'un  terme, 
sans  qu'on  soit  obligé  do  formir  tous  ceux  f|ui  le  précèdent. 

Applications. —  i°.  On  demande  la  valeur  du  12*  terme  de 
la  progression  ....H2;G:i8; 

La  formule  devient  /=2  X  3". 

D'abord  ,  la  4"  puissance  de  3  est  3  X  3  X  3  X  3 ,.  ou  8 1  ;  mul- 
tipliant Si  par  81,  on  obtient  65bi  pour  la  8^  puissance.  Mul- 
tipliant G'îGi  par  27,  3"^  puissance  d<,'  3,  on  trouve  177147 
poui'  la  iT  puissance. 
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Donc  enfin,    /  =  2  X  177147  =354294- 

3°,   On  demande  le  lo*  /e/ve  de  la  progression 


•H  12  :  b  :  3  .  - 
2 


On  Irouve  dans  ce  cas,   /=  12  ><  f -J  . 


Or  le  cube  tJe  2  est  8  ;  le  cube  de  8,  qui  n'est  évidemment 
autre  chose  que  la  9*  puissance  de  2,  est  e'^^al  à  5i2;  donc 

1=  !->  -    -  — =  A 
5i2      128* 

i\  .  B.  —  Si  le  ranfj  du  ternie  était  un  peu  éloigné  ,  le  calcul 
deviendrait  assez  laborieux  ;  mais  on  n'en  parviendrait  pas 
moins  à  l'expression  de  ce  terme  par  des  mulliplications  suc- 
cessives. Toutefois,  on  peut  juger,  par  le  premier  exemple, 
avec  (luellc  rapidité  les  puissances  d'un  nombre  augmentent 
de  valeur  lorsque  le  degré  de  la  puissance  est  un  peu  considé- 
rable ,  puisque  dans  la  progression  H  2  ;  6  î  18  ;....,  ou 
obtient  354294  pour  le  12*  terme  seulement. 

24G.  Conséquence  de  la  propriété  précédente.  —  Insérer 
entre  deux  nombres  donnés ,  a.  et\,  un  nombre  quelconque  m 
de  MOYENS  pp.opoRTioNNELS.  (On  appelle  ainsi  d'autres  nombres 
formant,  avec  les  deux  nombres  donnés,  une  progression  par 
([uoticnt.) 

Solution.  —  Il  est  évident  que  pour  former  la  progression, 
il  suffit  d'obtenir  la  raison. 

Or,  de  la  formule  l=:aq''~' ,  on  déduit,  en  divisant  les  deux. 
membres  par  a , 

■— » 

^  =  <7— ;  d'où  ?  =  l/-. 

D'ailleurs,  n  exprimant  le  nombre  total  des  termes,  on  a  nc- 
«essaiiement  n=  m  -f-  2,  et  par  conséquent,  n  —  i=m4-ï«. 

"+1 


Donc  erifm,  q=.  xj  - 


22. 
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D'où  l'on  voit  que,  pour  obtenir  la  roisofi ,  iljaiud'aboj'd 
diviser  le  second  nombre  donné  par  le  premier,  puis  cxlrain^ 
du  quotient ,  une  racine  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des 
termes  à  insérer  plus  un. 

Cour.aissaat  la  raison  de  la  jirogrcssion  ,  il  est  facile  d'en  ob- 
tenir les  différcns  termes  ;  il  suffit  de  nuiltiplier  successivement 
le  premier  terme,  a,  par  la  i",  par  la  2.",  par  la.  3*.  .  .  puis- 

m+x  _ 

sance  de  q  ou  de   %/  -. 

Ainsi,  par  exemple,  le  4*  moyen  proportionnel,  qui  n'est 
autre  chose  que  le  5'  terme  de  la  progression  ,  aurait  pour  va- 

leur,  a   X  (»/-)',  et  ainsi  des  autres. 

N.  B.  —  Nous  ne  connaissons  encore  aucun  procède' pour 
extraire  une  racine  d'un  degré'  supérieur  au  3*.  Mais  notre 
objet  principal  est  d'obtenir  pour  les  progressions  par  quo- 
tient, des  formules  analogues  à  celles  qui  ont  eié  établies 
pour  les  progressions  par  différence.  INous  donnerons  d'ail - 
eurs  bientôt  \\\\  moyen  tiès  expéditif  d'effectuer  ces  sortes 
d'opérations. 

247.  On  démentie,  comme  pour  les  progressions  par  diffé- 
rence, que  sij  entre  tous  les  termes  d' une  progression  par  quo- 
tient, considérés  deux  à  deux ,  on  insère  un  même  nom.bre  de 
moyens  proportionnels  ,  les  progressions  partielles  ainsi  for- 
mées constituent  une  progression  unique. 

Soit  ^  a  '.  b  '.  c  \  d  .  .  .  .\di  pro^jression  proposée. 

La  raison,  pour  la  première   progression  partielle,  serait 

m-hi  m-t-t 

*/-;  pour  la  seconde,»  /j-, 

^  1  ,  ,       b      c       d 

Or,  on  a,  par  hypothèse, -=v  ==- ; 

m+r  m-(-i 

denc,  les  nombres  «/-,    \/ y  •  •  sontégaux,  etc. 
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248.  Seconde  propuiété. —  Dans  toiile  progression  par  quo- 
tient ,  le  produit  de  deux  termes  quelconques  également  dis- 
tans des  deux  extrêmes,   est  égal  au  produit  des  extrêmes. 

Soient  eu  effet  .r  et^'  deux  termes  dont  l'un  en  ait  {p —  i) 
avant  lui,  et  l'autre  {p  — i)  après  lui. 

Le  terme  x  est  éj^aî  au  premier  a  multiplié  par  qP-'  ;  et  Ton 

a  ar=aX  q^''- 

Le  dernier  terme  /  est  égal  au  terme  j-  multiplié  par  ç/P"';  et 
l'on  a  /=J"  X  Ç^~'  ;  cl'où  l'on  voit  que  les  termes  a,  x,j',  et  /, 
forment  une  proportion   ....a   :    x   '.\  j  ',   l. 

Donc     (u*'  20o)..  .a'Xjr  =  aX/.  ...  C.Q.F.D. 

249.  Désignons  enfin  par  P  le  produit  de  tous  les  termes  de 

la  progression  ~   a   ".    0    '.  c   '. '.    i   '.   le    l   l,  niul- 

lipliés  entre  eux,  en  sorte  fjue  l'on  ait 

P  =  abc ikl, 

ou  P  =  llii cba) 

on  en  déduit  V--=zabc ikly^  Iki .  .  .  .cba, 

ou  bleu  encore  ,  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs, 
P^  =:  al  X  bkx,ciy<..   .  .  .  ic  X  kb  X  la  ; 

mais  on  vient  de  voir  que  al=:bk  r=  ci.  ...  ;  et  le  nombre 
de  ces  produits  partiels  est  égal  à  «,  nombre  des  termes  de  la 
progression  proposée  ; 

aiusi,  P' =  (a/)"; 

et  par  conséquent, 

P=/(^)^ 

ce  qui  démontre  que  le  produit  de  tous  les  termes  d'une  pro-" 
gressionpar  quotient,  est  égal  à  la  racine  carrée  de  la  n'^"^ 
puissance  du  produit  des  deux  extrêmes. 

Cette  formule  correspond  à  celle  qui  donne  la  soiniue  des 
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lei  mes  d'une  progression  par  différence  ,  savoir, 

^ (a-h  l)  n 

ÎV'ousn'e.xposerons  point  ici  le  moyen  d'ohtemrVexpj'ession 
ile  la  sovmie  des  termes  d'une  progression  par  quotient,  parce 
«|ue  celte  question  est  tout-à-fait  inutile  pour  îe  but  que  nous 
nous  sommes  propose,  et  que  d'ailleurs  elle  suppose  quelques 
principes  d'Algèbre ,  que  nous  n'avons  point  encore  dê- 
inontre's. 

'jSo.  Correspondance  entre  les  propriétés  •ydes  deux  espèces 
de  progressions .  —  Rapprocho:::  actuellement  les  résultats 
obtenus  plus  haut. 

Prog.  par  diff. Vrog.  par  qxwlîtnt. 

l=a\{n--\y.  .  .  .  (n°  239).  .   .  .  Z=:a  X  Ç'""'.  .  .  .(u"2'S3) 

m-(-c 

^=  L'^-T ^"°  ^'^«)-  •  •  •  ^=  \l'-a^  ■  ■  •  -^°^^«) 

S  r=  >^  "'"   ^  " (n°  243).  .  .  .  P  r=  1  /(«/)" fn''  249) 

■2  V 

Ces  formules  nous  montrent  que  les  ope'rations  qui  s'exccu- 
lent  sur  les  élëniens  d'une  progression  par  quotient,  corres- 
pondent à  des  opérations  plus  sinqjles ,  exécutées  sur  les  clé- 
jucns  analogues  d'une  progression  par  difterence. 

Ainsi ,  la  multiplicatif  '  correspond  à  une  addition; 
la  division  à  une  soustraction; 

\a.  formation  des  puissances  à  une  simple  multiplication  ; 
Vextraction  des  racines  à  une  division. 

Guidé  sans  doute  par  ces  considérations,  le  célèbre  inventeur 
des  logarithmes  est  parvenu  à  simplifier  les  calculs  arithméti- 
ques, àparlir  delà  multiplication,  en  romplaçantlcs  opérations 
à  effectuer  sur  les  termes  d'une  progression  par  quotient,  par 
d'autres  opérations  faites  sur  ceux  d'une  progression  pai"  diffé» 
lence.  Comme  ,  dans  un  ouvrage  élémentaire,  il  est  in>possiblc 
d'entrer  dans  tous  les  détails  de  cette  importante  découverte, 
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nous  nous  boincrous  à  en  faiie  connaître  ks  résultais  prin- 
cipaux. 

§  II.  Des  Logavilhmes. 

2ol.  ConslJe'rons  une  projjTcssion  quelconque/^rt/-  quolienl, 
dont  le  premier  terme  soit  toutefois  égal  à  i ,  et  une  }^kq~ 
^xe?.ûov\  par  différence ,  dont  le  premier  terme  soit  e'fjal  à  o. 
Soient,  par  exemple,  les  Jeux  inorjrcssions 

~  \  '.  2  '.  ^  '.  8  \  iÇ>  \  '6-?.  '.  G>\  '.  i?.8  :  256  :  012  1  1024  ;  20^8 
7  o  .  3  .  6  .  9  .  12  .  i5  .  î8  .    21  .     24  .    27  .      3o  .  33 

:  4og6  :  8192  :  16334  '   32768  : (A) 

.  36     .   "-9     .     42         .     45        (B) 

Chaque  terme  de  la  progression  par  dilTe'reiice  est  dit  ie  lo~ 
^arîllime  du  ternie  qui  occupe  le  même  rang  dans  la  progres- 
sion par  quotient. 

En  général,  on  entend  par  logarithmes ,  des  nombres  en  pro- 
gression par  d!Jfér<:nce ,  qui  correspondent,  terme  pour  terme  ^ 
à  des  nombres  en  progression  par  quotient ,  sous  la  condition  j 
toutefois,  que  l'un  des  termes  de  la  progression  par  quotient 
soit  I,  et  qu'il  ait  o  pour  lerme  correspondant  dans  la  pro- 
gression par  différence  (nous  verrons  bientôt  la  raison  de  cette 
restriction)  ;  et  le  logarithme  d'un  nombre  eu  particulier,  est 
le  terme  de  la  progression  i^ar  différence,  c[ui  y  tient  le  memt 
rang  que  celui  qu'occupe  ,  clans  la  progression  par  quolient ,  ]« 
nombre  que  l'on  considère. 

2o2.  Première  propriété.  — Soient  a,  b  ,  doux  termes  pris 
au  hasard  dans  la  progression  (A)  ;  et  proposons-nous  d'en  ob- 
tenir le  produit. 

A  cet  effet,  considérons  îe/^/'em/<?r  terme  i  de  la  progression 
(.\),  deux  termes  a,  b ^  et  un  quatrième  terme  c,  tel  qu'il  y  ait 
autant  de  termes  entre  /^  et  c ,  qu'entre  \  cX.  a.  Supposons  d'ail- 
leurs la  progression  (A)  arrêtée  au  teime  c. 

Considérons  de  même,  dans  la  progression  (B) ,  les  quatre 
termes  qui  correspondent  aux  nombres  i,  «,  6,  r,  c'est-à-dire 
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leurs  logariOiwes ,  que  nous  désignerons,  pour  abréger, 
par  o,  log.  a,  log.  b,  loj.  c  (la  nolation  log.  signifiant  loga- 
rilhvie  de-). 

Cela  posé,  il  résulte  d'abord  delà  propriété  du  n°  2^o,  que 
les  quatre  nombres  i,  a^b  ,c  ,  forment  une  proportion,  puis- 
que a,  h^  sont  deux  termes  pris  à  égale  dislance  des  extrêmes^ 
dans  une  progression  arrêtée  au  terme  c. 

Ainsi  ,  l'on  a  i  X  c  =r  a  X  ^  ,  ou  c  :=a  x  b. 

D'un  autre  côté ,  les  quatre  termes  o  ,  lo,'^.  a ,  log.  ^  ,  log.  r, 
foi  ment  aussi  (n°  259^  une  équi-diffc'rcnce. 

Ainsi ,  l'on  a  :     o  -f-  log  c  =  log.  a  -\-  log.  b  , 

ou  simplement  log.  c  =r=  log.  a  -j-  3og.  b. 

Donc  ,  en  mettant  à  la  r.lace  de  c  sa  valeur  a  y^  b , 

log.  (ay<,b)  =log.  a-\~  log.  b. 

D'où  l'on  voit  que  le  logarithme  du  produit  de  deux  nombres 
de  la  progression  (A)  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes 
de  ces  deux  nombres. 

D'après  cela,  pour  obtenir  le  produit  de  doux  nombres  quel- 
conques de  la  progression  (xV)  ,  il  suffit  de  prendre  leurs  loga- 
rithmes dans  la  progression  (B) ,  de  les  ajouter,  puis  de 
chercher  à  quel  nombre  correspond  cette  somme;  le  nombre 
correspondant  est  \e produit  demandé. 

Ainsi ,  soient  les  deux  nombres  64  et  256 ,  dont  il  faut  ob- 
tenir le  produit. 

Je  prends  leurs  logarithmes  i8  et  24  tl<insla  progression  (B)  ; 
je  les  ajoute,  ce  qui  donne  ^\i  ;  puis  je  cherclie  à  quel  nombre 
correspond  4?-;  et  je  trouve  î6384  pour  le  produit  demandé. 

Ou  trouve  île  même  que  12  +  27,  ou  89,  somme  des  loga- 
rithmes de  16  et  5i2  ,  correspond  à  8192  ,  produit  des  deux 
nombres  16  et  5i2. 

2o3.  Conséquence.  —  Soienia, b ,c,d ,  ..  .  plusieurs  re 

delà  progression  (A)  ;  il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que 
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log.  rt^6==log.  fl^ -{- log.  Ci=:log.  «-["^^o-  ^  "f  '*^r>*  ^""j 

log.  abcd=  log.  <7Z'c'  -f-  log.  (f :=  log.  «  -f- 1  og. 6  -f-  log.  r  -f-  log. <f  ; 

et  ainsi  do  suite. 

Donc ,  en  gunéral ,  le  logarithme  du  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs  est  égal  à  la  somma  des  logarithmes 
de  tous  ces  fadeurs. 

Ainsi,  jiour  obtenir  le  produit  de  plusieurs  nombres  de  la 
progression  (A),  il  suffit  d'ajouter  leurs  logarithmes  pris  dans 
la  progression  (B) ,  et  de  déterminer  à  quel  nombre  correspond 
la  somme  ;  le  nombre  correspondant  est  \e  produit  demandé. 

2o4.  Remarque.  —  Les  deux  e'galités  c  =  ayc.  b  et  .  .  . 
log.  c  =  log.  a  -J-  log.  b  ,  desquelles  on  a  déduit  la  propriété 
précédente,  supposent  évidemment  que  le  premier  terme  de  la 
progression  (A)  est  égal  à  i ,  et  que  le  premier  terme  de  la  pro- 
gression (B)  est  égal  à  o. 

Voyons  ce  qui  aurait  lieu  si  les  premiers  termes  étaient  des 
nombres  quelconques,  /:  pour  la  première,  et  log.  A-  pour  la 
seconde. 

On  aurait,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (n°2o2), 

1°.   Pour  la  progression  (A), /iX<^  =  «X'^, 

,,    .  axb 

a  ou ^^^~l — 5 

2°.  Pour  la  progression  (B),,..  log.  A-+log.c  =log.  a+log.^;, 

d'où log.  c=-log.«-f-lou-^ — ^og-^; 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  logarithmes  de  deux  nombres 
a  e/  b  de  la  progression  (A) ,  diminuée  du  premier  terme  de  la 
progression  (B),  serait  égale  au  logarithme  du  quotient  de  la 
division  du  produit  des  deux  nombres  s.  et  h ,  par  le  premier 
terme  de  la  progression  (A). 

Ainsi,  pour  faire  usage  de  cette  propriété,  il  faudrait  i°.  faire 
la  somme  des  logarithmes  ;  2".  retrancher  de  cette  somme  le 
premiei"  terme  delà  progression  (B) ,  et  cherchera  quel  nombre 
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de  la  progrcssiou  (A)  correspondrait  la  différence;  3°.  mulii- 
p'iier  le  nombre  coirespondaut ,  par  le  premier  terme  de  la 
prOj'i;ression  (A)  ;  et  l'on  obtiendrait  le  produil  demandé. 

On  serait  donc  conduit  à  faire  une  addition,  une  souslraclion, 
et  une  mulliplication ,  pour  trouver  le  résultat  d'une  multipli- 
cation. 

Dans  riiypotîièse  des  premiers  termes  égaux  à  i  et  à  o ,  la 
soustraction  et  la  multiplication  disparaissent;  cette  b y po thèse 
est  donc  indispensable  {voyez  ri°  2ol). 

2ijiî.  Seconde  phoprilté.  —  Puisque,  dans  la  division,  le  di- 
vidende peut  être  regardé  comme  un  produit  dont  le  diviseur 
et  le  quotient  sont  les  deux  facteurs,  il  s'ensuit  que  le  lo^jarillime 
du  dividende  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  respectifs  du 
diviseur  et  du  f[uoiient;  ainsi,  retranchant  le  loj^arihme  du 
diviseur  de  celui  du  dividende,  on  obtiendra  le  lo;;arilhme 
du  quotient. 

Donc ,  le  logarithme  du  quollent  de  la  division  de  deux  nom- 
bres de  la  progression  (A),  est  égal  à  V excès  du  logarithme  du 
dividende  sur  celui  du  diviseur. 

D'après  cela  ,  poiu"  effccsuer  une  divi'iion  sur  deux  nouibres 
qui  appaj  tienneiit  à  la  progression  (A),  il  sujjit  de  prendre 
dans  la  progression  (u),  le  logarithme  du  dividende  et  celui  du 
diviseur,  de  retrancher  le  second  du  premier,  el  de  déterminer 
à  quel  nombre  de  la  progression  (A)  correspond  cette  diffé- 
rence^ on  obtiendra  ain^i  le  quotient  demandé. 

Sait  proposé  de  diviser  i638.f  par  256. 

Je  prends  dans  la  progression  (B) ,  les  logarithmes  ,  ^i  et  2^  » 
de  ces  deux  nombres;  je  retrancbe  24  de  4^  >  ce  qui  me  donne 
18.  Je  cherche  le  nombre  correspondant  à  18,  et  je  trouve  64 
pour  le  quotient  demande. 

La   propriété  relative  à   la  division  s'exprime   ain:".i  d'une 

manière  abrégée  :    iog.   y=log.  a  —  log.  b. 

2i}6.  TnoisiÈME  PROPRIÉTÉ.  —  Une  puissance  de  degré  quel  - 
conque  d'un  nombre,  étant  (n°  108  ,  7°.)  le  produit  d'autant  de 
laclcurs  égaux  à  ce  uombrc,  qu'jly  a  d'unités  dans  Vcxposant  (k 
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la  puissance,  il  s'ensuit  évidemment  (n'Qoo)  cjue/c  logarithme 
d^iinfi  puissance  de  degrc  quelconque ,  d'un  nombre  de  la  pro- 
gression (A),  est  égal  au  logarithme  du  nombre ,  mullipL'c par 
l'exposant  de  la  puissance. 

Ainsi,  log.  rt',       ou  iog.  a.a.a.a.a  =  5  log  a; 

log.  a^  =  7  log.  a  ; 
et  en  général,  log.  a'"=zmX.  !og.  a. 

Donc,  pour  obtenir  le;  résultat  tic  la  rornialion  d'anc  puis- 
sance d'un  certain  nombre  de  la  progression  (A),  il  suffit  de 
prendre  dnns  la  progression  (B)  le  logarithme  de  ce  nombre, 
de  le  multiplier  par  l'exposant  de  la  puissance ,  et  de  dêtf^r- 
Tîîiner  à  quel  nombre  de  la  progression  (A)  correspond  ce  pro- 
duit ;  le  iiomljre  correspondaiit  sera  la  puissance  demandée. 

Par  exemple,  soit  à  élever  02  ii  la  "^^"^^ puissance. 

Je  prends  i5  ,  logarithme  tle  3^.  ;  je  le  niullip'.ie  par  3  ,  ex- 
posant de  la  puissance,  ce  qui  me  donne  45;  je  cberclie  à  quel 
nombre  correspond  45,  et  je  trouve  Sa-jôS  pour  la  3*^"'  puis- 
sance de  3^. 

2i>7.  Quatrième  et  dernière  PhOPr.iÉTÉ.  —  On  sait  que  deux 
nombres  exprimés  l'un  par  a  et  l'autre  par  rt"",  sont  liés  entre 
eux  de  telle  manière  que,  le  second  étant  îa  772"""  puissance 
dn  premier,  réciproquement  le  premier  est  la  racine  ni^'-'-'  du 
second. 

Or,  envient  de  prouver  que.    .    .   loj.  a'"  =  m\o:^^.  a  ; 

1  T   •       .  1  log.  a-" 

donc,  en  divisant  par  m, iog.  a   ^=^ : 

^  m 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  racine  de  degré  quelconque 

d'un  nombre ,  est  égal  au   logarithme  de  ce  nombre,  divisé 

j)ar  l'indice  de  la  racine  à  extraire ^  ce  qui  s'exprime  air;si  : 

,  -",        loq.  b 

^     *^  m 

Par  conséquent,  pour  extraire  la  ractVie  wz"''"'  d'un  nombre 
delà  progression  (A),  //  su//lt  de  prendre  son  logarithme  dans 
la  progression  (Q) ,  de  le  di\'issr  par  m,  puii  ds  chercher  à 
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quel  nombre  correspond  ce  quolienl;  le  nombre  correspondant 
est  la  racine  demandi'e. 

Soit  proposé  d' extraire  la  racine     Z^'^'  'le  3 2 '^68. 

Je  prends  45,  lo(;avilli!ne  de  32';;68,  et  je  le  divise  par  3, 
indice  de  ia  racine;  je  iroiive  i5,  (jul  a  pour  nombre  corres- 
pondant 3?.  ;  donc  32  est  la  racine  deiuandée. 

Soit  encore  proposé,  d'extraire  la  racine  S"'"'  de  3-2'^68. 

Je  prends  45,  logarithme  de  32';68;  je  le  divise  par  5,  in- 
dice de  la  racine  à  extraire  ,  ce  f|ni  me  donne  q.  Le  ncmbi'e 
correspondant  à  9  dans  la  progression  (A),  est  8;  donc  8  est 
la  racine  5^"^'  de  32';68. 

Construction  des  tables  de  Logarithmes. 

2i)8.  Les  considérations  précédentes  suffisent  pour  faire 
concevoir  l'utilité  d'une  table  de  logarithmes ,  c'est-à-dire 
d'une  table  renfermant,  d'une  part ,  une  série  de  nombres  en 
progression  par  cjuolient,  et  de  l'autre,  leurs  logarithmes,  ou 
des  nombres  en  progi'cssion  par  différence  (les  deux  progres- 
sions devant  satisfaire  à  la  condition  énoncée  n°  2ol  ). 

Comme  on  a  vu  d'ailleurs  que  toutes  les  opérations  sur  des 
nombres  d'une  nature  quelconque ,  se  ramènent  toujours  à  des 
opérations  sur  des  nombres  entiers,  il  s'ensuit  que  ,  pour  la 
simplification  des  calculs,  il  suffirait  que  la  table  contint  les 
logarithmes  des  nombres  putiers.  Or,  voici  comment  on  est 
parvenu  à  former  une  pareille  table  : 

Entie  tous  les  systèmes,  en  nombre  infini ,  de  deux  progres- 
sions, l'une  par  cjuolient,  et  l'autre  par  différence,  que  l'on 
pouvait  prendre,  on  a  d'abord  choisi  la  progression  décuple 

H  I  ;  10  I  100  *  1000  \  loooo  ;  100000  :  loooooo , 

et  la  suite  naturelle  des  nombres 
f  o.       I.        2.        3.  4-  ^-  ^ 


Cela  posé ,  concevons  qu'entre  les  nombres  i  et  10, 10  et  100, 
100  et  1000,  .    .  .  .,  on  insère  (n°  246)  un  certain  nombre  de 
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moyens  proportionnels  (qui  soit  le  même  jtouv  chaque  couple}, 
mais  un  nombre  a?scz  rjvaiul  pour  qu'on  soil  assuié  que  ;?. ,  3, 
4.— 9I  II.  I?,  13....99  1  101,  102. ...999,  soient  compris  parmi 
ces  moyens  propoi  tionnel'. ,  ou  du  moins  ,  ne  diîTèrent  de  quel- 
ques-uns d'entje  ev:\  que  d'uiîe  quantité  si  petite  qu'on  puisse 
les  substituer,  sans  erreur  sensible,  à  ces  moyens  ])roj;or- 
tionnels. 

Concevons  ensuite  qu'en Lre  les  ternies  o  et  i,  i  et  2,  2  et  3, 
3  et  4  ,  ••  •  de  la  progression  par  difiérerce  ,  on  insère  autant  de 
moyens  différentiels  qu'on  avait  insère'  de  moyens  propor- 
tionnels; il  est  clair,  d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment, 
que  les  termes  de  la  nouvelle  progression  par  diiîérencc  seront 
les  logavillimes  des  ti^rmes  de  la  nouvelle  progression  par 
quotient. 

Actuellement,  supposons  que  ,  dans  le  nombre  immense  des 
termes  des  deux  progressions,  on  ne  tienne  compte  que  des 
nombres  entiers  1 ,2,3,4  ,•••  9»'*^5''>i^;-  •  .  appartenant  à 
la  progression  par  quotient,  ainsi  que  des  logarithmes  qui 
leur  correspondent;  on  obtiendra  une  table  qui  renfcrn^era  , 

D'une  part ,  tous  les  nonibres  entiers  consécutifs  ,  qui,  à  la 
vérité,  ne  feront  plus  entre  eux  une  progression  par  quotient, 
mais  n'en  pourront  pas  moins  être  considérés  comme  des 
termes  d'une  progression  de  cette  espèce  ; 

De  l'autre  part ,  leurs  logarithmes,  f(ui  ne  seront  pas  non 
plus  en  progression  par  difîérence  ,  juais  n'en  seront  pas 
inoins  des  termes  d'une  progression  de  cstte  espèce,  occupant 
respectivement  les  mêmes  rangs  que  ceux  qu'occupent,  dans 
la  progression  par  quotient  ,  les  nombres  de  ces  deux  séries. 

Ainsi,  les  propriétés  relatives  aux  diverses  opérations  aritli- 
métiques  ,  sont  applicables  à  tous  les  nombres  de  cette  table  et 
à  leurs  logarithmes. 

N.  B.  —  Au  premier  abord  ,  il  peut  paraître  difficile  de  com- 
prendre comment  on  est  parvenu  à  insérer  entre  d.ux  nombres 
donnés,  i  et  10  par  exemple,  un  très  grand  nombre  de  moyens 
proportionnels,  puisque,  pour  en  insérer  Jei/x  seulement ,  il 
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faudrait  (n"  246),  d'après  la  formule  (7=  \ /-  qui  donne  l'ex- 

prcssiou  de  la  raison  ,  exlraireavec  un  très  grand  deîjrc  d'a[>— 

proximalion,  îa  racine  o' de  ■ — ,  ou  de   10,    opération    que 

l'on  sait  être  déjà  assez  laborieuse.  Que  serait-ce  donc  s'il 
f:illait  en  insérer  10  000000,  comme  l'indiquent  les  traiiés 
d'ArilLmétique?  Mais  notre  objet  était  seulement  de  faire 
concevoir  la  possiljililé  de  l'existence  d'une  table  de  lo[;a- 
ritlimes.  C'est  dans  les  parties  plus  élevées  des  Mathémati- 
ques, qu'on  trouve  des  méiliodcs  de  détermination  beaucoup 
})lus  expéditives. 

2o9.  Voici  néanmoins  une  méthode  élémentaire  ,  qui  est 
peut-être  plus  aisée  à  comprendre,  en  ce  qu'elle  ne  suppose 
que  des  extractions  successives  de  racines  carrées. 

Supposons  qu'on  veuille  Jf7erm//jer/e  logarithme  de  ^  ou 
parlicuiier. 

Comme  5  est  compris  entre  1  et  10,  insérons  un  seul  moyen 
proportionnel  entre  i  et  10,  puis  un  vwj'en  différentiel cnixc  o 
et  I. 

On  a  (n''  207)  1  :  x  '.'.  x  '.  10; 

d'où  a:  =  \/ 10=  3.16227766.  ...  ; 

el(n°205)  o  .  y  '.   j.i; 

d'où  7=  -=  0,5. 

Cela  posé ,  -  ou  o,5  sera  évidemment  le  logarithme  de  V/ 1  o  ; 

résultat  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  la  proj)riété  du  n"  2iî7, 

,,  ,  / —         I  ,  I 

puisque  1  on  a   lo^.  y  10  =  -  log.  10  =  -. 

Actuellement,  comme  5  est  plus  grand  que  3,162...  et 
plus  petit  que  10,  insérons  un  noui'cuu  moyen  proportionnel 

entre  3.i6i2.  .  .  et  10,  puis  un  moyen  différentiel  cnivt  - 
et  ij 
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il  vient 

3,i622'-766  ....  :  X  : 

'.X  '.   10; 

d'où 

.r  =  v/3 1,6227 76.  . 

=  5,623. 

et 

^  ■  j-  ij-'i; 

cVoù 

3 

Le  nouveau  moyen  difFc'renticl  est  d'ailleurs  le  logarilhine 
du  nouveau  moyen  pioporlioanel. 

Le  nombre  5  se  trouvant  compris  entre  3, 162 et 

5,623.  .  . ,  nous  sommes  encore  conduits  à  insérer  un  moven 
proportionnel  entre  3,16?....  ctSGio...,  puis  un  moven 
différentiel  entrée, 5  et  0,75. 

Or,  il  est  évident  qu'en  continuant  cette  série  d'insertions 
de  moyens  proportionnels,  on  parviendra  à  en  déterminer 
deux  cpai  ne  différeront  l'un  de  l'autre  que  d'une  quantité  aussi 
petite  que  l'on  voudra  ,  et  qui  conjprendront  le  nombre  5. 
On  pourra  donc  ,  sans  erreur  sensible,  substituer  5  à  l'un  de 
ces  moyens  proportionnels,  et  le  moyen  diffésenliel  correspon- 
dant au  moyen  proportionnel  ,  sera  le  lo3aritlHne  demandé. 
On  obtiendrait  par  des  opérations  analogues  ,  les  logarithmes 
de  2,  3,  7. .  . 

Remarquons  d'ailleurs  qu'il  suffit,  en  calculant  ainsi  le 
logarithme  de  chaque  nombre  entier ,  de  déterminer  direc- 
tement les  logarithmes  des  nombres  premiers  ;  quant  aux 
logarithmes  des  nombres  multiples,  on  les  obtiendrait  au 
moyen  des  logarithmes  des  nombres  premiers,  en  faisant 
usage  des  propriétés  des  n°'  2o2  et  2oG. 

Par  exemple,  on  aurait  log  i5  =  lo'g  (5x3)  r=log5-f-log  3  ; 
iog36  =  log  (2'  X3')  =2  log  2  -1-2  log  3  ;  et  ainsi  de  suite. 

Disposition  et  usage  des  Tables  vulgaires. 

260.  On  appelle  logarithmes  vulgaires ,  ceux  dont  la  for- 
mation est  fondée  sur  le  système  dos  deux  progressions 
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f  TT    I    !    lo    ;    loo    ',    looo    ;    iocoo,..i 
{    f  o    .      1    .       -    .        3      .        4 i  ' 

parce  que  c'est  de  celte  table  qu'on  se  sert  le  plus  communé- 
ment. Ou  les  appelle  encore  logarithmes  de  Briggs ,  du  nom 
du  premier  auteur  d'une  table  de  cette  espèce. 

Il  résulte  de  l'inspection  des  deux  progressions, 

1°.    Que  le  logarithme  de  l'unité  est  zéro  ; 

1°.   Que  le  logarithme  de  lo  est  i  ; 

3°.  Que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  ou 
fractionnaires,  compris  entre  i  et  lo,  sont  plus  petits  que 
r unité  j  que  ceux  des  nombres  compris  entre  lo  et  lOO,  se 
composent  à'ujie  imité  et  d'une  certaine  Jlaclionj  cj^ue  ceux 
des  nonrbres  compris^  entre  loo  et  looo,  se  composent  de 
de  deux  unités  et  d'une  certaine  fraction  ;  et  ainsi  de  suite. 

Dans  les  tables  de  Briggs,  ces  fractions  sont  évaluées  en 
décimales. 

Ainsi,  les  logarilliines  des  nombres  d'un  seul  cbiffre  sont 
représentés  par  une  fraction  décimale  proprement  dite;  les 
logarithmes  des  nombres  de  deux  chiffres  ont  i  pour  partie 
entière  ,  laquelle  est  d'ailleurs  suivie  d'une  fraction  décimale. 

Les  logarithm.es  des  nombres  de  trois  chiffres  ont  2  pour 
partie  entière. .  . . 

En  général,  la  partie  entière  du  logarithme  d'un  nombre 
renferme  autant  d'unitcs  moins  lxe  ,  qu'il  y  a  de  chiffres  dans 
le  nombre  si  ce  nombre  est  entier,  ou  dans  la  partie  entière 
de  ce  nombre  s'il  est  fractionnaire. 

Cette  partie  entière  d'un  logarithme  se  nomme  caractéris- 
tique ^  parce  qu'on  peut  juger,  d'après  son  inspLclion  seule, 
l'ordre  des  plus  hautes  unitis  qui  se  trouvent  comprises  dans 
le  nombre  correspondant  au  logarithme  proposé. 

Ainsi,  7.,'j^o56. .  .  correspond  à  un  nombre  de  trois  chif- 
fres ,  c'est-à-dire  à  un  nombre  compris  entre  loo  et  looo  ;  de 
même,  4»o5678...  est  le  logarithme  d'un  nombre  compris 
entre  loooo  et  looooo. 
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261.  Connaissant  le  logaiitlime  d'un  nombre  quelconque, 
on  peut  obtenir  facilement  celui  d'un  nombre  lo,  loo,  loor» 
fois  plus  grand.  Il  sufiit ,  pour  cela,  (Rajouter  j,  ?,  3... 
itnilés  à  la  caractéristique. 

Soit,  en  effet,  a,  un  nombre  dont  on  connaît  déjà  !c  îo^-'.- 
rilUme  ;  on  a  (u°2u2) 

log  (a  X     I  o)  =  log  «  -f  log    10=:  log  a -\-  \  , 
log  (a  X  100)  =  log  a  -|-  log  loo  =  log  a  -f-  ?, , 

log  (rt  X    10")=  log  a  4-  log  1 0"  =  log  a  -f-  n. 

Réciproquement ,  le  logarithme  d'un  nombre  étant  connu, 
pour  obtenir  celui  d'un  nombre  10,   100,    1000...   fois  'slus 

petit ,  il  suffit  de  retrancher  de  la  caracteristiqui- ,  i.'^,3 

unités. 

En   ed'et ,  on  a  (n°  2oo) 

log- ■z=\o§a-^  log  1000=  log  a  — 3;  et  aiiisi  des  autres. 

On  peut  conclure  de  là  que  les  logarithmes  des  nombres 
4567  I  4^6,7  1  4^î^7  I  4>56;,  par  exemple,  ne  difFèrcnt  pas 
les  uns  des  autres  par  la  partie  de'cimale ,  mais  seulement 
par  la  caractéristique  ,  qui  est  3  pour  le  premier  non^obre, 
a  pour  le  second,  i  pour  le  troisième,  et  o  pour  le  oua- 
trième. 

Eu  général,  le  logarithme  d'un  nombre  fractionnaire  décimal 
est  le  même,  a  la  caractéristique  près,  que  le  logarithme  de 
son  numérateur,  ou  du  nombre  proposé  dans  lequel  on  ferait 
abstraction  de  la  virgule  :  il  n'y  a  point  de  différence  dans  la 
partie  décimale  du  logarithme 

Il  est  bon  d'observer  que  cette  propriété  est  tonte  parlicu- 
lièrc  au  système  des  logarithmes  Je  Briggs  ;  et  c'est  ce  qui  (ioit 
laire  préférer  ce  système  à  tout  autre  ,  puisque  les  fractions 
décimales  sont  les  fractions  sur  lesquelles  on  a  à  oprrcr  le 
plus  souvent, 

23 
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262.  Il  était  impossible  (le  placer  dans  les  tables  d'autres 
logarithmes  que  ceux  des  nombres  entiers;  car,  deux  nom- 
bres entiers  conséciUifs  comprenant  une  infinité  de  nombres 
fractionnaires,  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  y  placer  les 
uns  plutôt  que  les  autres.  En  outre ,  les  calculs  que  néces- 
sitait la  confection  d'une  table ,  étaient  trop  laborieux  pour 
qu'on  pût  l'étendre  au  delà  d'une  certaine  limite,  uicine  assez 
faible. 

Ainsi,  il  y  a  des  tables  qui  ne  vont  que  jusqu'à  loooo, 
d'autres  jusqu'à  20,000;  une  des  plus  étendues,  celle  de 
Callet,  va  jusqu'à  108000. 

Cependant,  les  applications  logaiitlimiques  exigent  souvent 
la  recheîche  du  lo;,aritlnne ,  soit  d'un  nombre  qui  excède  les 
limites  des  tables,  soit  d'un  nombre  fractionnaire.  Comment 
alors  obtenir  ce  logarithme  ?  C'est  ce  que  nous  allons  déve- 
lopper sur  des  exemples.  (Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui 
va  suivre,  oue  l'on  n'ait  entre  les  mains  que  les  petites  tables 
de  M.  Rcj-naiid  ou  de  Lalande.  ) 

265.  Un  ?;ombre  quelconque  étant  donné,  déterminer  son 
l0gakîth3ie. 

1°.  Soit  à  déterminer  le  logarithme  de  254329, 

Ce  nombre  ayant  six  chiiïres ,  la  caractéristique  de  son 
logarithme  est  5  (  n°  260)  ;  ainsi  ,  la  question  se  réduit  à  en 
trouver  la  psrlie  déciiiiale. 

Or,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n°  261,  que  cette  partie 
décimale  est  la  même  que  celle  de  log  2543,29. 

Par  cette  préparation  ,  qui  consiste  à  séparer  vers  la  droite 
du  nombre,  assez  de  chiffres  pour  que  la  partie  à  gauche  se 
trouve  dans  la  table,  on  obtient  un  nombre  compris  entre  2543 
et  2544  ;  ainsi,  son  logarithme  est  égal  à  celui  de  2543  ,  plus 
une  partie  de  la  diflerence  qui  existe  entre  log  2.5^\/[  et 
hg  2543. 

On  trouve  dans  la  table log  2.5/^3  =  3,4o535  ;  on  y 

trouve    également    1 7    pour    différence    entre    log  2544    «* 
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log2543;  celte  diffëicp.ce   17   exprime  des  unités  de  l'ordre 
du  5"^  chiffre  deciiual  ,  ou  des  i  ooooo''^'\ 

Cela  posé,  afin  d'obte'.iir  la  partie  de  cette  différence  qu'il 
faut  ajouter  à  log  2543  ,  pour  en  déduire  celui  de  2543,?.9,  ou 
e'tablit  cette  proportion  :  Si. pour  une  unité  de  dijjérence  entre 
les  nombres  2544  <?^  2543,  on  a  17  cent-millièmes  de  diffé- 
rence entre  leurs  logarithmes ,  combien ,  pour  o^iCf  de  dijffc- 
rence  entre  2543^29  et  2543,  aura-t-on  de  différence  entre  leurs 
logarithmes ^  ou  bien,   i   !  17  !!  0,2g  ;  x,      d'où 

x=  17X0,29  =  4,93; 

et  ce  4'"  '  terme  4>93  est  ce  qu'il  faut  ajouter  c/e  cenl-millienies^ 
au  logarithme  3,4o535,  pour  avoir  le  logarithme  demandé. 

Comme  ou  ne  doit  tenir  compte  que  de  la  partie  à  gauche 
de  la  virgule,  dans  ce  ^""  terme,  on  ajoute  4  ou  plutôt  5 
(  parce  que  le  i"  chiffre  à  droite  de  la  virgule  est  plus  grand 
que  5),  au  chiffre  des  ccnt-milliemes  ou  au  dernier  chiiTre 
de  3,4o535  ;  et  l'ou  obtient 

1052543,29=  3.40540  ;    donc    log  254329  =  5,4o54o. 

Dans  la  pratique  ,  ou  dispose  ainsi  le  calcul  : 

log  25432g    =    log  2543,29   4-  2 

103  2543    =  3,40535 

Dijf'  tab'' .  ..    17 

I  :  17  ::  0,2g  :  x  =  4,g3 =  5 


Donc  log  2543,29  =  3,4o54c  , 

et  par  conséquent,    ....    log  25432g  =  5,4o54o. 

2°.  Soit  encore  à  dëlei'miner  le  logaritlnie  de  1 784967. 

On  a  d'abord log.  1 784967  rr:  log  1 784,967  -|-  3 

log  1784  =  3,25i39 
Bijf'  lob'' ...   25 

I  :  25  ::  0,967  :  .r=  24,1 75.  .  .=         24 

Donc  log  1784.967  =  3,25i63-, 

et  par  conséquent,  . ,  .  log  1784967   =6.25x63, 

20.  . 
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264  N.  B. — Pour  résoudre  les  deux  questions  pre'cédentes , 
ou  a  ëtalili  wne  proporlion  entre  les  différences  des  nombres  et 
les  dijjférences  de  leurs  logarilhnes.  On  démontre  en  Algèbre, 
que  cette  proportion  n'est  jamais  rigoureusement  exacte  ; 
•  nais  elle  approche  d'autant  plus  de  l'exactitude  ,  que  les 
nombres  pour  lesquels  on  l'établit  sont  plus  grands  j  et  l'on 
fait  voir  d'ailleurs  qu'en  faisant  usage  des  petites  tables, 
l'erreur  commise  n'inOr.e  pas  sur  le  5""  chiffre  décimal  du 
îoî^arithmc,  tant  que  le  nombre  est  au-dessus  de  looo;  de 
sorte  que  ,  dans  ce  cas  .  la  proportion  peut  être  considérée 
comîîic  tout-à  fait  exacte.  Yoilà  pourquoi,  lorsqu'un  nombre 
excède  les  limites  des  tables,  on  ne  doit  séparer  vers  sa  droite 
que  le  moins  de  chiffres  possible. 

0°.  On  demande  le  logarithme  de  3-^  ^. 

2  ■■''>() 

Ce  nonibre  revient  à  -p^^  ;  donc  (  n°  2o3) 
log37  ^=log2226  — logSg. 

Or,    on    trouve   dans  la    table      log    2226       =3,34753 

log        59       =  1,7  7085  ; 

d'où,    clfectuont  la  soustraction,     log  87  g-       =1,576.68. 

Quant  au  logarithme  d'un  nombre  fractionnaire  décimal, 
tel  que  479,2664  ,  on  a  déjà  vu  (n°  261  )  que  tout  se  réduit  à 
déterminer  le  logarithme  de  479^564  comme  il  vient  d'être 
dit,  puis  à  retrancher  4  unités  de  la  caractéristique;  ou  bien, 
on  peut  dire  : 

log  479,t?564  =  log  4792,564  —  1 
log  4';9^' =  ^:^^^^^ 
DiJUab''...   9 

t  :9  ::  o,564  :  ^  =  5,076 = 5 

d'où io,;  4792,564  =  3,68057. 

Donc  log  479.2564  =  2.68057. 
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P''q/ez  la  fin  de  ce  chapitre  (n"  275  ) /jow/' /e*  îogr.rithmcs 
des  fractions  proprement  dites. 

26o.    Un  logarithme  quelconque  étant   donnf,  trguver  le 

NOMBRE  QUI  LUI  CORRESPOMD. 

Lorsque,  pour  effectuer  certaines  ope'rations  aritlirae'tiqncs, 
on  emploie  le  secours  des  logaiilhmes,  on  parvient  ordinaire- 
ment à  un  résultat  qui  exprime  le  logarithme  du  nombre  cher- 
ché ;  et  il  faut,  au  moyen  de  la  table,  déterminer  à  quel 
nombre  correspond  ce  logarithme. 

1°.  Considérons  le  cas  où  la  caractéristique  est  3,  ou  la 
plus  forte  de  celles  qui  se  trouvent  dans  les  petites  tables. 

ySoit  à  trouver  le  nombre  correspondant  au  logarithme 
3,45986? 

On  commence  par  chercher  ce  logarithme  parmi  ceux  des 
nombres  de  quatre  chiffres  ;  et  l'on  trouve  cju'il  est  co!î;pris 
entre  3,45924  et  3^,45939  qui  sont  les  logavilhines  de  2879  et 
f.880  ;  donc  le  nombre  cherché  est  égal  à  o.S'-^g plus  une  cer- 
taine fraction. 

Pour  obtenir  cette  fraction  ,  en  pread  la  difTéience  tabu- 
laire i5  ,  et  la  différence  T2  entre  le  logarithme  donné  et  celui 
de  2879  ;  puis  on  élablit  la  proportion  : 

Si,  pour  i5  CENT-MiLnùjiKS  de  différence  entre  log^SSo 
fit  log  28'y9  ,  on  a  une  unité  de  difjénmce  entre  ces  nombres , 
combien,  pour  12  cent-millièmes  de  différence  entre  le  lo- 
garithme donné  et  celui  de  2879,  doit- on  avoir  de  différence 
entre  les  nombres  correspondans? 

1 2 
Ou  bien,  i5  !    1    ::    12   ',  a-;  d'oii  .r  rz=— ^=z  0.8. 

lO 

Ajoutant  ce  4""  terme  à  2879  '  °"  obtient  2879,8  pour  le 
nombre  demandé. 

Voici  le  tableau  des  calculs  : 

Appelant  T^   le  nombre  cherché,  on  a  logN  =  3,45936, 

On  trouve  dans  la  table log 2879  =  3,45924 


Di(p'  tah'' i5 


358  USAGE 

l5    :     I     '.'.     11    '.    X  :=.  0,8; 

donc  N  =  2879,8. 

266,  A''.  B.  — La  valeur  obtenue  pourN  dans  l'exemple  pré- 
cèdent ,  a  été  trouvée  ,  avant  la  réduction  en  décimales  ,  égale 

à  2879  -î ^  (à  un  1 5* près),  en  supposant  la  proportion  exacte, 

hypothèse  qui  peut  et  doit  être  admise  ici  (  n°  264),  puisque 
l'on  reconnaît  à  l'inspection  de  la  table  de  logarithmes 
que  des  accroissemcns  constans  et  égaux  à  i  ,  faits  sur  les  nom- 
bres, correspondent  (pour  cette  portion  de  la  table)  à  des 
accroissenîens  constans  et  égaux  à  i5  unités  (de  l'ordre  des 
ccnl-millihmes) ,  faits  sur  les  logarithmes  correspondans  ,  ou 
bien  ,  ce  qui  revient  au  même ,  c[\\une  unilê  (de  l'ordre  des 
cenl-milliemes)  d'augmenîallon  sur  les  logarithmes,   cori'es- 

pond  à  —f.  d'augmentation  sur  les  nombres. 
*  10 

Maintenant ,  au  lieu  de  laisser  au  4"  terme  de  la  proportion 

(  ou  à  la  fraction-^  j,   cette  forme,  sous  laquelle  il  s'était 

naturellement  présenté,  nous  l'avons  réduit  en  décimales, 
comme  cela  se  fait  ordinairement  pour  la  commodité  des  cal- 
culs •  et  nous  avons  trouvé  ainsi  la  fraction  0,8,  exactement 

é;-aleà— .  Or,  il  est  important  d'observer  que  si  la  réduction 
"  i5 

ne  s'était  pas  faite  exactement  en  dixièmes,  il  n'en  aurait  pas 
liîoins  fallu  arrêter  cette  opération  au  premier  chiffre  déci- 
mal ;   et  nous  allons  en  donner  la  raison. 

Chaque  iS*^  contenant  autant  de  100"  que  le  nombre  100 
contient  de  fois  le  nombre  i5,  il  s'ensuit  que  quand  on  sait 
combien  un  nombre  contient  de  i5"(à  un  près)  on  ne  sait 
pas  pour  cela  combien  ce  nombre  contient  de  ioo*%  de  1000", 
de  loooo";  tandis  qu'au  contraire  on  peut  bien  conclure  le 

nombre  de  10*'  (à  un  près)  de  celui  des  iG",  puisque  —étant 
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plus  grand  que —^  ,  chaque   i5''  d'augmentation  ne  peut   pas 

faire  croître  le  nombre  de  plusieurs  lo"  à  la  fois. 

De  ce  raisonnement  gc'néralisé  résulte  la  règle  suivante 
applicable  à  tous  les  cas  où  ,  cherchant  un  nomiire  au  moyen 
de  son  logarithuie  ,  on  est  obligé  d'employer  la  proportion 
pour  le  déterminer  :  le  nombre  de  cliiJJ'res  décimaux  cju'il 
est  permis  de  calculer  pour  le  4^  terme  ,  doit  ioujoiirs  être  in- 
férieur ,  au  moins  d'une  unité,  au  nombre  de  chiffres  qui 
composent  la  différence  tabulaire  ,  diminué  d'une  unité.  Cette 
règle  est  générale,  quelle  cj[ue  soit  la  table  que  l'on  em;)loie  : 
ainsi  la  table  de  Callet  donnera  le  chiffre  des  100^°  toutes  les 
fois  que  la  différence  tabulaire  dépassera  loo,  mais  seulement 
celui  des  10"  dans  tous  les  cas  contraires  ;  et  la  table  de 
Lalande  ne  donnera  pas  même  avec  certitude  le  chiffre 
des  10",  toutes  les  fois  que  la  différence  tabulaire  sera  moindre 
que  10.  (  Au  reste  ,  pour  plus  de  détails  ,  voyez  V Algèbre.  ) 

1°.  Soit  à  déterminer  le  nombre  correspondant  au  loga- 
rithme 1,56834- 

On  pouiTait  commencer  par  rechercher  ce  logarithme  parmi 
ceux  des  nombres  de  deux  chiffres;  mais,  comme  il  est  pro- 
bable qu'on  ne  l'y  trouverait  pas,  il  vaut  mieux  ajouter  tout 
de  suite  2  à  la  caractéristique  ,  ce  cjui  donne  3,56834-  Cher- 
chant, d'api'ès  la  règle  ci-dessus,  le  nombre  correspondant  à 
ce  nouveau  logarithme  ,  on  trouve  3 ,56834  =log  3701 , 2.  Or, 
puisqu'en  ajoutant  2  unités  à  la  caractéristique ,  on  a  (n°  264) 
multiplié  le  nombre  cherché  par  loo,  il  faut  ,  pour  obtenir 
celui-ci ,  diviser  3'}'oi,2  par  100  ;  ce  qui  donne  enlin  3'j,oi2 
pour  le  nombre  demandé^  à  0,001  près. 

Soit  encore  à  trouver  le  nombre  correspondant  à  0,86^84. 

On  a  d'abord.  ,   3,86784  =  log  7376,3  ; 
donc 0,86784  =  log  7,3763,  à  0,0001  près. 

Soit  enfin  proposé  de  déterminer  le  nombre  correspondant 
à  5,47659. 

Retranchant  d'abord  deux  unités  ,  on  a 

3,47659=  log  2996,3; 
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cC  comme  ,  en  ôtant  2  unite's  de  la  caractéristique,  on  a  rendu 
le  nombre  100  fois  trop  petit ,  il  faut  multiplier  2996 
par  100,  ce  qui  donne  299630  pour  le  nombre  demandé , 
à  une  dixaine près. 

Les  petites  tables  ne  permettent  pas  d'obtenir  un  plus  grand 
«legré  d'approximation.  Si  la  caractéristique  était  plus  grande 
que    5,    le    degré    d'approximation   serait   encore  moindre 
Aussi  doit-on  employer  les  plus  grandes  tables  possibles  pour 
Exécuter  un  calcul  qui  demande  de  l'exactitude. 

^applications  de  la  théorie  des  logarithmes. 

Voyons  maintenant  les  diverses  applications  que  l'on  peut 
faire  des  tables  de  logarithmes  aux  opérations  de  l'Arith- 
métique. 

2G7.  Règle  de  trois.  —  Dctenninor,  par  logarithmes _,  le 
4"'  terme  de  la  proportion  a  \  h  W  c  \  x. 

/)  X  c 

On  a  d'abord  (n°  206)  X  r=: ^;    d'où,    en  prenant  les 

a 

logarithmes  et  appliquant  les  propriétés  des  11°'  2o2  et  2oo, 
logx  •=!■  log  b  -f-  log  c  —  log  a. 

Apres  avoir J ait  la  somme  des  logarithmes  des  deux  niojens, 
retranchez- en  le  logarithme  de  l'extrême  connu  •  puis  cherchez 
à  quel  nombre  correspond  la  différence  :  vous  obtiendrez  ainsi 
Je  nombre  demandé. 

Soit,  par  exemple,  la  proportion  3^  \  259  '.',  497  !  xjona 

logx      =log  259-Mog  497  — log37, 
log259  =  2,4i33o 

log  497  :=  2,69636 

5, 1 0966 
log  37    =  1,56820 


Donc  1**S -"^     =3,5414^ 

et  par  conséquent,        x    •=    3479,1  à  0,1    près. 
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Second  exemple.  On  demande  y /^fl/'/og-ar/z/j/ney,  la  vaîiîur 

An  ,^^37x49X17X175 

•29X69X  i54 

(Celle  expression  peut  èlre  regardée  comme  le  tenue  inconnu 
dans  une  règle  de  trois  composée.  ) 

Prenant  îes  logarithmes  des  deux  membres,  on  a 

1. r  =  13;  4-1  49 -f-l  17  4-1  175  — 1:^9— 1  69  — l  154. 

Or,  1  37  =r=  1.56820  1  29  =  1,46240 
1  49  =  1,69020  1  69  =  1,83885 
1  17  =  1,23045  1154=2,1875?. 
1175=  2,24^4  5^88^ 

~6;73i89 
—  5.48877 
Donc    ]o,'^,:r=  1,24312  j 

d'où         .r=  i7,5o3,  à  0,001  près. 

268.  Des  complêmens  arithmt^ tiques.  —  Dans  l'exemple- 
précèdent,  on  a  été  conduit  à  relranchcr  la  somme  de  piu- 
sieui"S  lonjarithmes ,  de  la  somme  de  plusieurs  autres.  Or,  ou 
peut  remplacer  les  deux  additions  et  la  soustraclion  ,  elrectuées 
pour  la  détermination  du  résultat ,  par  une  seule  addition  ,  en 
employant  les  complêmens  arithmétiques. 

On  appelle  complément  arithmétique  d'un  logarithme  ,  ce 
<[u'il  faut  ajouter  à  ce  logarithme  pour  faire  10  unités;  en 
d'autres  termes,  c'est /e  résultat  quon  obtient  en  soustrajant 
ce  logarithme ,  de  10. 

Ainsi,  compl.  ariih.  4,5o364  =  io  —  4)5°364;  et,  pour 
obtenir  ce  complément ,  il  faut  éviderriuient,  d'après  la  règle 
de  la  soustraction  ,  relranciier  chaque  chiffre  de  9  ,  excepté  le 
dernier  chiffre  significatif  à  droite,  cju'on  retranche  de  10  ■  ce 
qui  donne 

compl.  -anih.  4,5o364  =  5,49636. 
B^wènte  ,'compl.  ûriih.  7,32568  =  2,6743?. 
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Les  complémens  aritliinetiques  des  logarithmes  s'obtien- 
nent, pour  ainsi  dire  ,  d'après  l'inspection  de  ces  lo^^arilhmes. 

N.  B. — Si  le  dernier  chiffre  à  droite  du  lof,ai'ithine  était 
un  o,  il  faudrait  retrancher  de  lo  ie  premier  chiffre  significatif 
à  la  gauche  de  ce  ze'ro  ,  et  de  q  les  autres  chiffres  à  gauche. 

Ainsi,  compl.  arith.  5,325-^0  =:;  4  t>'j43o. 

De  même  ,    compl.  arilh.  8.62400=  i,3'j6oo. 

Cela  posé,  soit  à  soustraire  de  la  somme  des  quatre  loga- 
rithmes L,  L',  L",  I/",  la  somme  de  trois  autres  lojarithn^es 
î,  V ,  r  ;  et  désignons  par  D  la  différence.  On  a  évidemment 

D...  ou  ...  L  +  L'4-L"-fL"'—(Z -}-/'-!-/")  = 
=L-i-L'-|-L"-|-L"'-|-io— Z-f-  10  — r-l-10  — /"  — 3o, 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 

=L  +  L'  4-L"  -f- L"'-r  comp).\-\-  comp.  \' -f-  cornp.  Y  — 3o  ; 

d'où  l'on  déduit  cette  règle  générale  : 

Prenez  les  complémens  ariûimé tiques  des  logarithmes 
s  ou  s  trac  tifs  ;  J ai  tes  une  somme  totale  de  ces  complémens  et 
des  logarithmes  additifs  ^ puis  retranchez  de  la  caractéristique 
du  résultat,  autant  de  fois  lo,  ou  autant  de  dixaines,  que 
vous  avez  pris  de  complémens  ;  le  résultat  ainsi  obtenu  est 
la  différence  demandée. 

Reprenons  le  dernier  exemple  du  numéro  précédent. 

On  a  Z.x-=/.37-f-/.49-!-/.i7-[-/.i75— (/.29+/.69-h/.i54); 


37  =     1,56820 

49  ^^=     1,69020 

17  =     1,28045 

175  =     2,24304 

Comp. 

29  =     8,53760 

Comp. 

69   =::      8,161  l5 

Comp. 

154    =       7,81248 

31,24312. 
Le  re'suUat  de  cette  addition  étant  3 r, 243 12,  on  en  re- 
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tranche  3  dixaines ,   et  il  vient  1,248 12  pour  la  différence 
demanJe'e  ;  c'est  en  effet  le  résultat  déjà  obtenu  (n°  267). 

L'usafje  des  compléiuens  aritlnni-'tiques  abrège  beaucoup  les 
calculs  par  logarithmes. 

269.  Progressions  par  quotient.  —  On  propose  d'insérer 
entre  deux  nombres  donnés  3.  et  h  ,  un  nombre  m  de  mojens 
proportionnels . 

m-f-r  _ 

La  formule  q-=.  \/  -  trouvée  au  numéro  2^56,  devient,  par 

,,,..,,         .  ,            ,               lop;  b  —  log  a 
1  application  des  logarithmes ,  lofî  a  = —. 

Supposons  ,  par  exemple  ,  qu'o/z  vzuille  insérer  enlre  3  eï  4  > 
aS  mojyens proportionnels. 

On  a  dans  ce  cas  ,     <2=:3,^  =  4j^  =  25; 

d  ou  lou  déduit     lor  a  =  ^ — - — . 

"  ^  2D 

On   trouve  dans  les  tables.  . .     log  4  =  0^60206 

log  3  =  047712 
d'où  lo-  4  —  log  3  =  o,  1 2494 

donc  ,  en  divisant  par  26,  log  q  ■.:=:  0^00480. 

Cherchant  le  nombre  qui  correspond  à  ce  logarithme  ,  on 
obtient  q  =:  1,01  ii,  à  0,0001  près. 

Veut-on  maintenant/ormer /e  10^  mojen  proportionnel  o\x 
le  11^  terme  de  cette  progression^ 

Appelant  x  ce  moyen  proportionnel ,  on  a  (  n°  246) 

d'où  ,  employant  les  logarithmes , 

îogT  =  log  3  H ^—^^^^5 —-' 


564  RÈGtE 

Or,  on  a  déjà  obtenu.   .   .         log  4  —  log  3  =  0,12494 
ti'^-'"î 10  (log  4  —  log  3)=  1,24940 

et .^(log4-log.  3)=o.o48o5i 

d'ailleais log  3  =  0,47712; 

iîoîic  enfin log  or  r=  o,525i7. 

Cherchant  à  quel  nombre  correspond  ce  logarithme ,  on 
trouve  3,35io  pour  le  moyen  proportionnel  demande'. 

Les  règles  à' intérêt  et  à' escompte  composés  se  réduisent  à 
la  détermination  du  terme  d'un  rang  quelconque  dans  une 
progression   par   quotient. 

270.  Intékêt  composé. —  Lne  somme  a  étant  placée  pendant 
un  nombre  n  d'années  ou  de  mois ,  à  raison  de  \ pour  100  par 
an  ou  par  mois ,  on  demande  la  valeur  de  cette  somme  au  bout 
du  temps  n,  en  y  comprenant  non— seulement  le  capital  di.  et  ses 
intérêts  accumulés ^  mais  encore  les  intérêts  des  intérêts  penh 
dant  ce  même  temps. 

Analyse.  — Puiscjuc  100  fr.  rapportent  une  somme  i  dans 

un  a;i  ,  il  est  clair  (  n*^'  221  et  222  )  que  a  rapportera • 

^  '^  100 

ainsi,  le  capital  a  placé  pendant  un  an  ,  produit,  y  compris 

le  capital, 

,    ^X  ^          ^■           f      ^      ^    \ 
a-\ ,  ou  mon   ^m  i  4-  ). 

100  \         looy 

Cette  nouvelle  somme ,  qui  se  compose  du  capital  pri- 
iiiiiif  et  de  son  intérêt  pendant  la  première  année,  peut  être 
regardée  comme  un  nouveau  capital  placé  pendant  la  seconde 
année;  et  en  la  désignant  par  a',  on  trouvera  qu'elle  devient, 
au  bout  de  la  seconde  année ,  y  compris  le  capital , 

a  (  1-4 ),  ou  bien  .  si  l'on  vemplaco  a'  i)ar  sa  valeur, 

\     '    100/ 

V       100/  \       100/       \       100/ 
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Désignant  ce  nouveau  canital  para",  on  obtiendra  nour  la 
somme  de  ce  capital  et  de  son  inte'rêt  pendant  la  troisième 
année , 

a"(i-\ ),   ou  bien,  remplaçant  a"  par  sa  valeur, 

\  100/      \  100/  \  100/ 

Donc  ,  en  général ,  ii  désignant  le  nombre  d'années  pendant 
lequel  le  capital  a  est  placé,  et  A  représentant  la  valeur  de 
ce  capital  réuni  à  ses  intérêts  et  aux  intérêts  des  iniérèb,  eu 
obtient 

A—.a(i-i )  =  a[ ^—)  . 

\         100/  \     200    / 

Premier  exemple.  —  On  demande,  en  intérêt  composé .  la 
valeur  de  11000^  placés  pendant  Ç)  ans ,  à  raison  de  5'  pour  ^ 
par  an. 

On  a ,  dans  ce  cas  ,«2=1  ?.ooo,  i  =z  5 ,  n  =:c  6  ; 
donc  la  formule  devient 

/ioo-4-5\°  ,      ^  „ 

A=  12000  1 )  =  12000  (i,o5)\ 

\     100     /  ^ 

Cette  opération  serait  très  laborieuse  à  effectuer  directe- 
ment ;  mais  si  l'on  emploie  les  logarithmes,    il  vient 

log  A  =5=  log  1 2000  -f-  6.  loj  i,o5. 

Or,  on  a  d'après  les  tables  ....      log.     i^o5  =  0,02110; 

d'où 6.  log   i,o5  =  0.12714; 

d'un  autre  côté log  12000=  4>orqi8; 

donc log  A  =  4  2ob32. 

et  par  conséquent....  A=  lôoSi^"^. 

i^^'l Les  petites  tables  ne  peuvent  donner  un  plus  grand  dc,-rc 

d'approximation . 

N.  B.  —  Dans  cet  exemple  ,  la  somme  du  capital ,  des  inté- 


366  INTÉRÊT    COMPOSÉ. 

rets,  et  des  intérêts  des  intérêts  accumulés,  monte  à   i6o8i^; 
d'un  autre  côté,  si  l'on  cherche  (n"  221)  l'inlérêt 
simple  de  12000^  pour  5  ans,  à  raison  de  5  pour  |, 
on  trouve 36oo 


Différence 4^' 

D'où  l'on  voit  que  481  francs  expriment  la  valeur  des  intérêts 
des  intérêts. 

Second  exemple»  —  On  demande,  en  inlérêl  composé,  la  va- 
leur de  5628^  placés  pendant  g  mois^,  à  raison  de  |  ou  de  o*^, 'j5 
pour  100  par  mois. 

Commençons  par  déterminer  la  valeur  du  capital  au  bout 
de  9  mois. 

Comme  ,  dans  ce  cas  ,  le  mois  est  pris  pour  unité  de  temps, 
on  fait  dans  la  formule  générale  ,  a  =  5628^  iz=:  o.'jS,  n  =  g, 
ce  qui  doime 

A  =  5628  ('l^i^^J:^. 5628(1 ,0075)9  , 

d'où,  appliquant  les  logarithmes, 

log  A  =log  5628  -f  glog  1,0075. 

On  trouve  dans  îa  table log   1.0075  =  0,00824 

d'où 9  log  1,0075  =   0,02916 

d'ailleurs log      5628  =  3,75o35 

donc log  A  =  3,77951 

et  par  conséquent.  ...  A=-  6oig  fr. 

Pour  obtenir  ensuite  l'intérêt  de  6019  fr.   pendant   quinze 

jours,  ou  i  mois,  on  a  recours  à  la  formule (  u°  221), 

dans  laquelle  on  pose  û  =  6oig,  i  =  0,75,  f  =  -,  ce  qui  donne 

6oigXo,75x-      a        ^^    n 
^         '        2 D019X75 


ail 


100  100 


23,  à  une  xxnité  près 
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Donc  enfin,  6042  fr.  expriment  la  valeur  du  capital  5628  fr., 
en  intérêt  composé  (*). 

271.    Escompte  co3iposé.  —  Les  deux   quantite's  A  et  a  qui 

entrent  dans  la  formule  A  =  a  (  )  ,  ont  entre  elles  une 

\     100    / 

relation  telle,  que  si  a  est  un  capital  place' actuellement,  A  est 

sa  valeur  au  bout  d'un  certain  temps  ;  donc  réciproquement , 

A  désignant  une  sonmie  payable  dans  n  unités  de  temps,  a 

exprime  sa  valeur  actuelle ^  on  suppose  toutefois  qu'on   ait 

e'gard  aux  intérêts  accumulés  et  aux  intérêts  des  intérêts,  du 

capital  a. 

D'ailleurs,  on  déduit  de  cette  formule 


\     100    / 

On  peut  donc  regarder  celle-ci  comme  àowndiiiX.  la  valeur 
actuelle  d'un  billet  dont  le  montant  est  A  ,  et  qui  est  payable 
dans  n  années ,  en  aclmettant  qu'on  ait  é^^ard  à  l'intérêt  com- 
posé de  cette  valeur  actuelle. 

Exemple.  —  On  demande  la  valeur  actuelle  d'une  somme 
de  30000*^,  qui  n'' est  payable  que  dans  7  aiis ,  en  supposant 
1°.  que  V escompte  soit  composé ,  1°.  que  le  taux  d'intérêt  soit 
à&  pour  100  par  an. 

Faisons,  dans  ce  cas,  Ar=:3oooo,  ni=  >-,  1=^6; 

^  1     r  11-  3oooo 

et  la  lormule  devient  a=  - — rr-  ; 

(i,o6y' 

d'oii  appliquant  les  logarithmes, 

log  a  =  log  Soooo  —  ']  .log  1,06. 

(*)  Dans  la  pratique;,  on  peut  réduire  les  doux  opi'rations  pre'ce'dentcs  i 
une  seule,   en   posant    immédiatement  d;tns    l'cxprcbsion   générale  de  A, 

n  =  9  -  =1-^—;  mais  celte  manière  d'optrer  est  fondée  sur  la  théorie  des 

exposans  fraclionnidres,  dont  on  ne  peut  se  former  une   idée  nette  qu'en 
Algèbre. 
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On  a log  3oooo  =  4)47712  ; 

d'ailleurs,  log  i.o6  =  o,o253i 

d'où....  7  lûg  1.06  =  0,17717 —   0.17717; 

donc log  <2=   4,29995 

et  par  conséquent,  a  =z  iggSo  fr. 

En  cherchant  la  valeur  actuelle  de  3oooo,  d'après  la  règle 
d'escompte  simple  (escompte  en  dedans,  voj'ez  n"  22-7),  on 

trouverait 21126,76^ 

résultat  qui  diffère  du  précédent ,  de 1176,76. 

î\ous  uc  nous  étcndroiiS  pas  davantage  sur  les  applicalious 
des  tables  de  logarithuics.  Ce  qui  précède  sufiit  pour  doxincr 
une  idée  de  toute  leur  im[:orlance. 

Logan'lhme.i  des  Fractions, 

272.  Dans  les  queslioi;s  précédentes,  nous  n'avons  eu  à  con- 
sidérer que  des  logarithmes  de  nombres  entiers  ou  de  nombres 
fractionnaires  plus  grands  que  l'unité.  Ces  logarithmes  font 
partie  de  la  table  dont  nous  avons  indiqué  la  formation  (n°*  2JS8 
et  2o9),  ou  bien  peuvent  s'obtenir  facilement  à  l'aide  de 
ceux-ci ,  lorsque  les  nombres  correspondans  sont  entiers  et  ex- 
cèdent les  limites  des  tables,  ou  lorsqu'ils  sont  fractionnaires. 
On  sait  d'ailleurs  que,  dans  le  système  de  Eriggs,  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  dont  nous  venons  de  parler  sont 

compris  entre  o  et  i,  i  et  2 ,  2  et  3  ,  3  et  4 >  c^est-à-dire 

que  les  logarithmes  des  nombres  compris  depuis  l'unité  jus- 
qu'à l'injini ,  sont  eux-mêmes  compris  depuis  o  jusqu'à  Pin- 
fini;  en  sorte  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  ,  si  petit  ou  si  grand 
qu'il  soit  par  rapport  à  l'unité,  qui  ne  puisse  être  regarde 
comme  le  logarithme  d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 

Il  est  alors  naturel  de  demander  si  les  fractions  ont   des 
logarithmes  ,  et  comment  on  les  exprime. 

Pour  répondre  à  ces  questions  ,  reprenons  la  progression  dé»- 

cuple        fr    I    I    lo  î    100   Ijooo   '.    loooo    '.   looooo ; 

et  observons  que  ,  chaque  terme  étant  égal  à  celui  qui  le  pré- 
cède,   multiplié   parte,   n'ciproquemvtil ,   chaque  terme  est 
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égal  à  celui  qui  le  suit,  divisé  par  lo.  Par  conséquent ,  si  l'on 
pvoloiip,e  cette  progrc^ssion  au-dessous  du  premier  terme  i,  en 
divisant  successivement  i  par  les  diverses  puissances  de  lo, 
c'est-à-dire  par   lo,    loo,    looo.-..   ce  qui  donm:  les  frac- 

,  oa  en  déduit  la  nouvelle  progression 


I         I  I 


lions — ,    , 

lO        100 

lOuO 

I 

I 

lOOOO 

1000 

I  T 

- —  ;  — ;  I  ;  lo^icoiiooo;  loooo,.. , 

100  10 

r       •  ' 

qu  on  peut  supposer  coaimcaçaut  a  une  Iraction    - — -     aussi 

petite  que  l'on  veut. 

D'un  autre  côté,  reprenons  la  progression  par  difiTércncc 

fo.i2. 3. 4»5. 6. 7. 8. g...., 

et  observons  que  cLaque  terme  étant  égal  à  celui  qui  le  pré- 
cède, aiiPinenté  de  1 ,  rt'cijjroquewenl ,  chaque  terme  est  égal 
à  celui  qui  le  suit ,  diminué  de  i.  Cela  posé ,  continuons  cette 
progression  à  la  gauche  du  premier  terme  o  (  ou  au-dessous 

de  o)  ,   en  retranchant  successivement  1,2,  3,4 ('e  ce 

premier  terme,  ce  c[ui  donne  les  résultats  — 1  ,  — 2 ,  —  3 ,  —4  •  •  •  > 
il  en  résulte  la  nouvelle  progression  par  diflerence 


•  4,-  —  -' .  —  2 , — 1 . 0 . 1 .2.0.4. 


qu'on  peut  supposer  comuiencant  à  un  terme  quelconque  —  n , 
n  étant  un  nombre  entier  aussi  grand  que  Ton  veut. 

On  obtient  par  ce  moyen ,  le  systtme  des  deux  projressions 
I  I  1  I 

;  I  ;  10  ;  100  \  1000  .  loooo.., 


10000  1000  100  10 
f . . .  — 4-  — 3.  — 2.  — 1.  o.  I.   2.   3.   4- •  •  > 

dont  chacune  se  divise  en  deux  parties,  à  compter  des  termes 
I  et  o. 

La  première  partie ,  en  allant  de  gauche  à  droite,  dans  les 
deux  progressions  ,  est  composée  de  termes  r|ui  comprennent 
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tous  les  nombres  plus  grands  que  Viinilê  el  leurs  logarithmes. 
(Ces  logarithmes  sont ,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer, 
tous  les  nombres  imaginables  compris  depuis  o  jusqu'à  l'iu- 
fmi.  ) 

La  seconde  jiarlie ,  en  allant  de  droite  à  ^autbc,  est  com- 
pose'e  de  termes  qui  comprennent  tous  les  nombres  plus  petits 
que  l'unité ,  ainsi  que  leurs  logarithmes,  ceux-ci  n'étant  autre 
chose  que  les  logarithmes  de  la  première  partie,  précédés  du  si- 
i>ne  — ,  lequel  signe  sert  alors  à  distinguer  les  logarith.mes  des 
nombres  plus  petits  que  l'unité ,  des  logarithmes  correspon- 
dant aux  nombres  plus  grands  que  l'unité. 

275.  Eu  général ,  soit  y-  une  traction  proprement  (iiie,  ce 
<}ui  suppose  a<^b. 

Je  dis  que  l  ou  a  io;î  y  =  —   log  -. 
'  u  a 

a  b 


En  efiet,  comme  on  a  cxuler.imcnt  - 


]-M _       _   .    . 

a' 


n  en  résulte  (n"  2uo)     log  T  =  ^oà  '  —  -^g"- 
Dom  ,  à  cause  de  log  i  =:  o     (n°  260} , 


log^=:-loe-.  C.Q.F.D. 


33'ou  l'on  voit  que  le  logarithme  d'une  fraction  est  égal  au 
lot^arithme  de  la  fraction  renversée ,  pris  avec  le  signe  — . 


3  ,       ^ 

4  ^ 


Ainsi ,  log  -  =  —  log  ^  =  —  (  log  4  —log  3  ); 


1%'  77  =  —  ^08  ^3-  =  —  (loS  47  —  ^og  23  )  ; 

ce  qui  fournit  cette  règle  :  Pour  obtenir  le  logarithme  d'une 
fraction  ,  soustrayez  le  logarithme  du  numérateur  de  celui  du 
dénominateur ,  el  prenez  le  résultat  avec  le  signr;  — . 

ST-î.  Ces  nolions  établies  ,  faisons  ([uch^ues  applications. 
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1°.   On  demande,  par  logarithmes,  la  valeur  du  produit 

3       5         II 

-X  —  X  -;^. 

"j         11  1  o 

3       5       M       3x5x11 
On  a  (n»  o9)  - X  —  X  —  =  ,^  .,  .  .  ,^ '■> 

d  où   (no  £75)  log  (  -  X  -  X  :^  j  =  -   log    3-3-5-—- 

==  log  3  -I-  los  5  -J-  log  1 1  —  Ion;  -  _  log  !  2  —  in-  ,  3 . 

ou,  employant  les  complémens  arithmétiques, 

r=:  log  3  ^-  log  5  -f  log  1 1  +  c.  log  7  -|-  c.  log  12  -f 

-\-  c.  log  i3  —  3o. 

Effectuant  l'opéiatio:!  indiquée,    on   reconnaît    que 


,      /3       5        1 1\  o       / 

Or,  en  appelant  x  le  non^ure  correspondant  à  0,82074,  'J  • 
a  (n"  275) —  0,82074  =  log  -• 

Tout  se  réduit  donc  à  de'terminer  ar. 

Mais  ou  trouve  ,  d'après  la  règle  établie  n'  26o  , 

0.82074  ^=log  G,6i8i  ;  d'où  .r  =  6,6181. 
Par  coiiséqucnt,  - ,    ou  le  nombre  cherché,  a  pour  valeur 


6,6181 

N.  D.  Dans  cet   exemple,  on  n'est  pas  bien  sûr  de  l'exac- 
titude du  dernier  chiffre  de'ciinal  du  nombre  6,  6181,  en  vertu 
de  ce  qui  a  été'  dit  n"  2GG  :   mais  on  l'est  de  celui  du  r.ombrc 
o,i5ii   {voj'.  la   note  placée  à   la  fin  de  l'ouvrage^  n°  20j, 

PiÈCLE  GÉNÉRALE.  —  Pour  trouvet  à  quel  nombre  coiicspoud 
un  îogaritlune  affecté  du  signe — ,  cherchez  d'abord  à  quel 
nomhre  appartient  le  logarithme,  abstraction  faite  de  son 
signe  ;  puis  ^  divisez  l'unité  par  le  nombre  ainsi  obtenu;  '^ 
q'.i.otiont,  évalué  en  décimales,  est  le  nombre  demandé. 

2^. 
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On  peut  encore  avoir  recours  à  rarlifice  suivant  :  mêliez. 
—  0,820'ji  soiis  la  forme  ^  —  0,820-^4  —  4>  fe  qui  revient  à 
aiigmenler  et  diminuer  à  la  fois  le  logarilJijne  jyroposé ,  de 
4  iniilés  j  il  vient.  . .  .  ~  o.820'j4==3,i  7926  —  4- 

Or,  on  a  ,  d'après  les  tables,    3,17926  =  103  i5i  i; 
d'où  3,17926 —  4  =  1<^S  i5i  I  — log  loooo  (n°  2G1); 

1  O  I  I 

et  par  conse'quent,  0,82074  :=Ioc  • =  loir  o,i5i  i. 

Ce  dernier  moyeu  est,  en  gênerai,  plus  simple  et  surtout 

plus  rigoureux  que  le  premier,  parce  que,  dans  l'expression  -, 

oLtenue  par  celui-ci,  x  est  un  diviseur  inexact  (*)  ;  tandis  que 
par  la  nature  du  second  moyen,  en  n'a  pas  à  craindre  celle 
cause  d'errciu'. 

Soit  encore  à  déleiTtiiner  le  nombre  correspondanl  au  loga- 
n'ihme  —  2.35478. 

D'abord  ,  ce  logarithme  elant  compris  entre  —  2  et  —  3  ,  le 

nombre  correspondant  est couî]  ris  cntie ci:  .    Mais, 

100        1000 

pour  en  obtenir  la  valeur  d'après  le  second  niojen ,  on  met  le 

logarithme  sous  la  forme  6  —  2,35478  —  6=3,64522  —  6. 

Or,  on  a 3^64522=  log  44ï7;9; 

donc,  6 — 2.35478  —  6,  ou  — 2. 35478=  log  -^^    ^"  : 

'  '  lOOOOOO 

ou  bien  ,  —  235478  =  log  0,0044 179- 

Ces  exemples  suftlsent  pour  faire  voir  que  les  nombres  qui 
correspondent  à  des  logarithmes  affectes  du  signe  —  ,  peuvent 
souvent  être  obtenus  avec  un  très  grand  degré'  d'approximation. 

Le  second  moyen  consiste  e'videmment  à  retrancher  le  loga- 
rithme p  reposé ,  d'autant  d'unités,  plus  4,  que  la  caractéristi- 
que en  renforme  j  à  déterminer  le  nombre  correspondant  au 
résultai  ainsi  obtenu  ;  puis  à  diviser  ce  nombre  par  l'unité  sui— 

(*}   yoyez  la  note  placcc  à  lu  (in  de  l'ouvrage,  n°  20. 
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vie  d'autant  de  zéros  qiCona   clé  obligé  de  prendre  d'unités 
pour  effectuer  la  soustraction. 

2°.  On  demande  la   1 1""  puissance  de  Infraction  —-.  On  a 
^  i5 

(n»  27Ô)  log  (i^)"  =  -  log  (^)"—  (^  ^  log  1|). 

Or,  kg  i^=  0,0621 5;  d'où,  iixloa—  =  0,68365;  et 

par  conséquent,  log  (  -^  )    =  —  Oj68365=  log  0,2O'j2. 
Ainsi ,  o,20'y2  est  le  nombre  demandé. 
3°.    0/z  demande  L'i  racine  '^*  de  ^.  On  a 

3  ,    I  3 

Or,   Ion -  =  o.i --600:  d'où  -  Ion;  -  r=:  o.oaSiS; 
2  '    I      ■j  I  ni 

7 
donc    log   .y^|  — —  o,o25i5  =  log  0,9^374, 

et  par  conséquent,  ^  /-  =  0,94374- 
i/'     ^ 

27o.  ScoLiE,  —  La  recherche  des  logarithmes  des  fractions 
nous  a  conduit  à  une  espèce  particulière  de  noinbres,  appelés 
en  Algèbre,  nom.bres  négatifs ,  par  opposition  ans  nombres  or- 
dinaires qu'on  appelle  nombres  positifs  ou  nombres  absolus. 
La  considération  des  nombres  négatifs ,  dans  la  théorie  des  /o- 
garitlimes  ^  est  aussi  indispensable  que  celle  des  nombres  posi- 
tifs ,  puisque  c'est  par  eux  seuls  qu'on  peut  exprimer  les  loga- 
rithmes des  fractions.  Cela  est  si  vrai  que,  dans  l'hypothèse 
(très  admissible)  où  l'on  aurait  d'abord  établi  le  système  des 
deux  progressions 


1    I 

T  0 

'       .         '         .           ' 

I 

TO         100         1000 
.      I      .        2       .        3 

10000 

.     4 
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auquel  cas  toutes  les  fractions  auraient  eu  des  lo;;aritliines 
positifs,  et  d'autant  plus  grands  que  les  fractions  eussent  été 
plus  petites,  dans  cette  hypothèse  ,  dis-je,  les  lo:;arilhmes  des 
}iomhres  de  plus  en  plus  grands  que  Tunité ,  savoir.... 
1 ,  10,  loo  ,  looo.  .  . ,  et  tous  les  nombres  compris  entre  eux, 
auraient  e'té  ne'cessaircment  représentés  par  la  série  des  uoui- 
hres  iwgalifs  o, —  i,  —  ?.,  —  3.  . . ,  et  de  tous  les  nombres  com- 
pris. 

Antre  manière  cVenvisager  les  Logaiitinnes . 

276.  Euler,  dans  ses  Élèmens  d'Algèbre,  a  établi  entre 
les  diverses  opérations  de  l'Arithmétique,  un  rap;nochement 
fort  in",énieux  que  nous  allons  d'abcrd  faire  connaître,  parce 
fiu'il  donne  lieu  à  une  nouvelle  manière  tl'envisager  les  loga- 
riiLmes. 

Des!;;nons  par  a,b  ,c,  trois  nombres  quelconques  ,  et  propo- 
sons-nous cette  question  générale  :  Deux  quelconques  de  ces 
trois  quanti  Lés  étant  données,  déterminer  la  troisième  au 
moj'en  de  l'une  des  opérations  arithmétiques,  effectuée  sur  les 
deux  quantités  données. 

L'opération  la  plus  simple  sans  contredit ,  et  celle  qui  se 
présente  la  première  à  l'esprit ,  est  V addition. 

Soit  donc  proposé  de  trouver  c  par  l'addition  des  deux  nom- 
Inès  a  et  b. 

Cette  relation  entre  les  trois  nombres  a.,b,c,  sera  exprimée 

■{lar  l'égalité 

a-f  Z;=c...  (i), 

qui  donne  en  n^ème  temps  a=  c  —  b,  ou  b  -=^  c —  a. 

D'où  l'on  voit  que  si,  aulieu  de  rethereherc,  on  demandait 
la  valeur  de  a  ou  dci^,  la  même  égalité  (i)  doni'.erait  la  quan- 
tité ir^connue  par  une  soustraction. 

Ainsi ,  l'addition  et  la  soustraction  sont  liées  cntie  elles  par 
la  même  égalité    a  -f.  b'=  c. 

jV.  B.  —  S!  ,  dans  l'égalité  a=  c  —  b  ,  on  suppose  f  <  ^,  la 
valeur  de  a  se  réduit  évidemment  à  un  nombre  négatif.  Ce» 
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borles  de  nombres  tirent  donc  leur  origine  de  soustractions 
indiquées  et  impossibles  .';  edectuer. 

L'addition  de  plusieurs  nombres  eV;auA  conduit  à  la  wulli-» 
plicalion. 

Proposons-nous  assors  de  trou\>er  c par  la  mulLipUcalion  des 
nombres  a  et  b. 

Cette  relation  sera  indiquée  par  l'égalité 

ab  ^^  c.  . , .  {^]; 

c  c 

d'où  l'on  déduit  «  =  — ,  ou  b  =  -. 

o  a 

Donc  si,  au  lieu  de  cliucher  c  d'après  ré;]allté  (2),  on  de- 
mande la  valeur  de  a  ou  de  b  ,\di  di\>ision  de  c  par  b ,  ou  de  c 
par  a  ,   uonneia  la  valeur  du  noml)rc  inconnu. 

Ainsi,  'a  mulli plicalion  et  la  division  sont  lices  entre  elles 
par  la  même  égalité ab  =  c. 

xV.  B. — Dans  l'iiypotlièse  dj  c<Cjj,  ou  de  c  non  divisible  exac- 

tement  par  Z»,  l'expression  -  est  une  fraction  ou  un  nombre 

fractionnaire .  Donc  les  fractions  tirent  leur  origine  de  divi- 
sions cjui  ne  peuvent  s'eiïcctuer  cxaclement. 

Enfin  ,  la  multiplication  de  plusieurs  nombres  é.^aux  con- 
duit à  lajormation  des  puissances. 

Supposons  dLînc  qu'on  veuille  obtenir  c  en  faisant  le  pro- 
duit de  b  nombres  égaux  à  a. 

Cette  relation  s'exprimera  par  l'égalité  a^  =  c.   .   .   (3); 

b 
d'où  l'on  déduit  d'abord a=  y'c; 

ce  qui  prouve  que  ,  pour  obtenir  c ,  quand  on  connaît  «  et  6, 
il  faut  elTec  tuer  une  formation  de  puissance  ^  et  que,  pour 
obtenir  a,  quand  on  connaît  c  et  ^  ,  il  faut  efl'ectr.ev  une  ex- 
traction de  racine. 

Mais  actuellenient,  connaissant  a  et  c  ,  comment  trouverons- 
nous  b  ? 

Avant  de  répondreà  cette  question,  récapitulons  ce  qui  vient 
d'être  dit. 

L't'Qalité  a-\-b-=  c  réunit  les  deux  opérations  connues  sou» 
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le  nom  à' addition  et  de  soustraction ^  la  seconde  de  ces  deux 
opérations  pouvant  d'ailleurs  donner  lieu  aux  nombres  né- 
gatifs. 

L'egalite'  ab  ^=  c  re'unit  la  multiplication  et  la  division^ 
d'où  naitl'idc'e  à'une  fraction  ou  d'zm  nombre  Jractio nn aire. 

Re-narquoas  eu  outre  que  dans  chacune  de  ces  deux  e'galite's 
a-\-b  r=ic,  ab=  c ,  le  nombre  a  ,  ouïe  nouîbre  b,  s'obtient  par 
le  moyen  de  la  même  ojjéi'ation  effectue'e  sur  les  deuN  quanti le's 
connues  (ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  a  et  b  entrent 
d'une  manière  semblable  ou  syme'trique  dans  ces  e'galite's). 

De  même,  l'e'galite'  a^  =z  c ,  réunit  la  formation  des  puis- 
sances  et  l'extraction  des  racines  ;  d'où  naissent  les  nombres 
incommensurables . 

Mais  il  y  a  cette  difTéience  entre  cetie  e'^allté  et  les  deux  pié- 
ce'dentes ,  que,  pour  trouver  o,  une  extraction  de  racine 
suffit  ;  tandis  que,  pour  trouver  b  ,  il  faut  une  opération  toute 
particulière  ,  qui  sera  en  quelque  sorte  une  septième  opération 
de  l'Arithmétique. 

Or,  si  l'on  applique  à  l'éf;ali  té aP=.c 

la  propriété  du  numéro  2oG,  il  vient.  .    .   ^.  lo;;  a  =  log  c; 

d  ou  l  on  déduit ^  = -r ; 

log  a 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  b  s'obtient  par  le  moyen  des  lo- 
garithmes. 

277.  Faisons  quelques  applications. 

Supposons,  dans  l'égalité  a'' =  c,  a  =3  et  r  =  8i  ;  elle  de- 

"...  »       log8i 
vient  3^  =  8i  :  a  ou  b  =  ,   "       . 
Icg  3 

Or,  log  Si  =  i  .QoB.fg;  log  3  =  0.47712; 

ï  qo849      r  ,       I 

Donc  b  =  — ^ — ^-^  =4  4-  7 • 

0,47712  477'2 

Ncp:lif;eant  la  fraction ,  qui  est  liés  petite  et  qui  pro- 

"  "  477'2 

vient  ici  de  ce  que  les  logarithmes  ne  sont  jamais  exacts,  on 
trouve  ^  =  4l  et  eïï  eHet ,  on  a  3-^  =  81 . 
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ProposouF-nous  encore  la  question  suivante  :  La  population 

d'un  pays  s'accroît  cJiaqiie  anncc  de -p-  de  ce  qu'elle  élan  au 

commencement  de  cette  années  on  demande  an  bout  de  com- 
bien d'années  elle  sera  doublée  ? 

Désignons  par  a  l'état  de  la  population  au  commencement 
de  la  première  année,  et  par  a,  a",  a\  ...  ce  qu'elle  est 
devenue  au  commencement  des  autres  années. 

Puisque,  par  hypothèse,  la  population  a  se  trouve  aug- 
mentée, à  la  fin  de  la  première  année,  de  -p-  de  ce  qu'elle  était 
'  oo 

au  commencement ,  elle  sera  devenue,  à  la  fin  de  cette  aunée, 
ou  au  commencement  de  la  seconde , 


a  /      .     I  \  /5i\ 


ou  bien  a\  d'après  les  notations  dont  nous  sommes  convenus. 
Comme,  à  la  fin  de  la  seconde  année,  la  population  a  aug- 
mente encore  de  „-  de  ce  qu'elle  était  au  commencement  de 
00  ' 

cette  année  ,  elle  deviendra 

/■  I  \  ,  /5i 


ou  bien,  mettant  à  la  place  de  a'  sa  valeur,  =za[-—\  r=:  a". 
On  trouvera  de  même ,  pour  l'éiat  de  la  population,  à  la  fin  de 
la  troisième  année ,  «"  f  =-  j  =  a  f  —  j  ;  et  ainsi  de  suite. 

Donc ,  si  X  désigne  le  nombre  inconnu  d'années  t   ^  \t~] 

exprime  l'état  de  la  population  à  la  fin  de  la  dernière  année. 
D'ailleurs ,  d'après  l'énoncé ,  ce  même  état  est  représenté  par 

t.a.  Ainsi,  l'on  a  l'égalité.  ...  a  (  v"  )  =  2a; 

l'on  supprime  le  facteur  a  commun  aux  deux  membres,  il 
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vienL 


êy=- 


log  2  io(^   2 


'°«  (fO 


log5[  — log5o 


Cherchant  dans  les  tables  les  logarithmes  de  2,  de  5i,  et  de 

5o,  on  trouve,  tout  calcul  fait,  x=Z5  -J- tttt-. 

000 

Donc,  c'est  au  bout  de  35  ans ,  à  peu  jn'ès,  que  la  popula- 
tion se  trouvera  doublée. 

Les  logavilhmes  conduisent  donc  à  un  genre  particulier  d'o- 
pération, indispensahh:  pour  la  résolution  de  certaines  ques- 
tions. 
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NOTE 

Sur  tes  approximations  jiumériques. 

Celte  note  est  diviscc  en  deux  parties  :  dans  ta  previicre  ,  i.n  supposi,- 
«jiic  les  nombres  sur  lesquels  on  a  dts  opérations  arillime'iiqnes  ;i  cxteuicr 
soient  donnes  exaclenient,  et  l'on  expose  drs  mclliodes  plus  expeditivcs  qr.f-. 
celles  qui  ont  cte  prcsenltes  dans  h-  corps  de  Pouvragc,  pour  obtenir  les 
résultais  des  opérations  avec  im  degré  d'approximatiou  détermine. 

Dans  la  seconde  partie,  on  opère  sur  des  nombres  qui  ne  sunt  donnés 
rus-mênics  qu'approximalivement  ;  et  l'on  se  propose  d'assigner  le  degré 
irapproxitnntion  que  la  nature  des  noinltres  d.onnés  cl  le  système  d'opératious 
ex<'cutcessu:ces  nonîbrcs,  sont  susccptihlcs  de  fournir  pjnr  l-js  résnitnts. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Un  est  scvuTfiit  conduit,  lîans  Ks  questions  d'Arithoiétiquc  (l'orez  la  Un 
du  4*  cliapitre;  à  effi-ctncr  des  opér.itioiiS  tians  lesquelles  fipjuie  un  assez 
t;rand  nombre  de  cl^iffres  déiiinanx  ,  bien  qu"'ii  suffise  pour  l'objet  qu'on  se 
pi'Oposc,  d'obtenir  le  résultat,  avec  un  nombre  de  dcciu:ales  bcaucn'n;) 
moindre  que  n'en  comportent  lis  nondjrcs  sur  lesquels  on  opère.  Jl  est 
!i,'nc  utile  de  faire  connaître  des  nicllio<lcs  à  l'aide  dcsi]uelli.'s  on  [)nisse  ,  sans 
être  oMi^'é  d'exécuter  les  oj  éraiions  en  ea:ier,  obtenir  les  senl^  eldiTrcs  dé- 
cimaux dont  on  a  besoin. 

méthode  abrcs^ce  p'iur  la  JMidti  pli  cation. 
I.  C<mmcncons   par  la    muiiiplieaiion,    et   ];rei!ons    les  deux   nom'jrcs 
34  ,2.ï3-'|()7  et  5,4637,  en  supposant  qu'o/t  rciùlte  en   obtenir  le  produit 
h  0,001  pri:s. 

Jj'ariificc  à  employer  consiîlo  à  ne  tenir  conijvte  ,  dans  les  multiplications 
parles  dilTérenscliiffr-s  du  multiplicateur,  que  d.'S  niillièines  ,  ou  des  unités 
d'ordres  supérieurs,  c'est-à-dire  des  centièmes ,  dixièmes  ,  unités  sini- 
p'es  ,  etc.  Cependant,  comme  il  sulTit  de  10  tU.r-mil'ièmcs  ponr  faire  i  mil- 
lième ,  il  est  encore  nécessaire  d'avoir  é_L;ard  atix  dix-millièmes  que  p-eu\ent 
donner  les  produits  partiels. 

Ij'après  ces  premières  observations,  voici  comment  on  doit  opérer  : 

3  4,?.  5  3  4  6  7 

73645 

1712673       dix-jvillièmes. 
137013 
2  o  5  5  I 
1027 

S':  39 

1  87, 1  5  o  ^ 
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On  corcmcncc  par  cciire  le  chiffre  des  imites  du  mulliplicateur  sons  le 
chiffre  des  millièmes  du  niuitiplicandc,  et  l'on  dispose  les  aiitics  chiffres  à 
la  suiie,  en  renvtrjant  l'ordre  ;  de  sorte  que  IccliifFre  des  dixièmes  du  mid- 
tiplicatcur  est  neccss.iiremcnt  place  sous  le  chiffre  des  millièmes  du  multi- 
plicaud'j  ,  le  ciiiffrc  des  centièmes  sous  le  ciiiîfre  des  centièmes  ,  et  ainsi  de 
suite.  Qnant  aux  ciiif'res  des  disaines ,  centaines ,  etc.,  du  multiplicateur, 
s'il  en  avait,  ils  seraient  nccessairemcnt  places  sous  Ks  chiffres  des  cent- 
millièmes,  millionièmes ,  etc.,  du  nudtlplicande.  En  un  mot,  chaque  chiffre 
du  mulliplicateur  est,  par  cette  disprisition,  place  au-dessous  du  chiffre  du 
multiplicantie,  dont  le  produit  par  celui  du  mulliplicateur,  donne  des  Jtx- 
viillièmes. 

Cela  pose,  on  multiplie  d'abord  par  le  ciiiffre  5  du  r.iuitiplicateur  tous  les 
chiffies  du  niultiplicanile,  h  partir  du  chiffre  '\  qui  correspond  au  chiffre  5, 
et  en  nctligeant  !c  produit  de  C^  par  5,  à  l'exception  des  3  unités  de  re- 
tenue que  donne  le  produit  de  6p.ir  5  ,  et  qui  expriment  des  dix-millièmes, 
puisque  ce.  prrdtdt  est  3o  cent-millièmes.  On  obtient  ainsi  i^raG-S  dix- 
millièmes,  que  l'on  écrit  au-dessous  des  deux  facteurs,  après  avoir  souligné 
ceux-ci. 

Passant  au  chiffre  4  tics  disairsos  di;  multinlicatcur ,  on  multiplie  par  ce 
chiffre  tout  le  multiplicande,  h  p:.rtir  du  chiffre  3,  et  négligeant  le  pro- 
duit de  IfG'-  par  4»  ^  l'exception  cie  l'unité  de  retenue  que  donne  4  fois  4> 
parce  que  cette  unité  exprime  encore  i  dix-millième  ;  on  obtient  ainsi 
i370i3  dix-millièmes ,  que  l'on  place  au-dessous  du  premier  produit  ,  de 
manière  que  les  derniers  cliiffrcs  se  correspondent,  comme  exprimant  tous 
deux  des  dix-millièmes. 

On  opère  de  la  même  manière  par  rapport  aux  autres  chiffres  du  innlti- 
plicatcur,  .-ivant  soin  de  commencer  chaque  multiplication  partielle  au 
chiure  du  multiplicande  qui  est  place  immédiatement  au-dessus  du  chiffre 
niulliplicateitr  que  Von  considère  ,  et  ajoutant  seulement  an  produit  les 
retenues  fournies  par  le  chiffre  qui  suit  celui  du  multiplicande  auquel 
commence  la  multiplication. 

On  obtient  ainsi  les  trois  nouveaux  produiis  ■îiSôr ,  1027,  et  23ç) ,  que 
l'on  pince  au-dessous  des  précédens ,  de  manière  que  les  derniers  chiffres  à 
droite  se  correspondent. 

On  fait  ensuite  la  somme  de  tons  ces  produits  ,  et  il  vient  iSjiSoS, 
nombre  dont  il  faut  séparer  par  une  virgule  quatre  chiffres  décimaux  ,  puis- 
qu'd  doit  exprimer  des  J/x-7HtZtfèn2e5. 

EnGn  ,  on  barre  le  dernier  chiffre,  et  l'on  trouve  iSjjiSo  ponr  le  pro- 
duit demandé,  à  0,001  près. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat  en  effectuant  la  luultijjlication  tout 
entière. 

JV.  B.  On  pourrait  croire,  d'après  ce  procéilé,  que,  comme  on  a  tenu 
compte  de  l'ius  les  dix-millièrres  que  renferment  fs  produits  partiels,  le 
chiffre  des  <i(ar-mi7/jème5  est  lui-même  exact  ;  mais  on  se  tromperait,  car  il  est 
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ordinairenicni  trop  f;;ibJe  de  [  lusiiurs  uniits.  Cela  lient  h  ce  ({iic  la  somme 
«les  imites  de  la  colonne  des  cciit-milliènies  poiU  duniicr  jîlusiciiis  uniies 
de  reieniie.  Toutefois,  on  peut  rcçai('cr  i'entur  coniine  ne  dovani  pas 
influer    sur  le  chiffre  des  milliènies  ;  c:ir  pour  que  cela  lîit,  il  faudrait  que 

J  on  eut  .-^u  moins  lo:  -,  ou  'jo  proauits  paitieis. 

2 

Un  nouvel  exemple  achèvera  dV'claîrcir  le  procède.  Soil  propose  d'oLtcair 
/e  produit  des  deux  nombres  763,05403678956  et  254,' {^^30678  à...., 
0,00001   près. 

7  6  3, 05403678966 
8750364452 
I  62610807357        millionicmes. 
38162701839 
3o522 16146 
30622161  4 
45783241 
2289162 
38162 
0  O  q  î 
610 

I  94  i  6 9, 063462: 

Puisq'.ie  l'on  Vint  que  les  cinq  premiers  cliifîi es  de'cinianx  soient  exact?, 
il  faut  tenir  compte  des  i/tilUonièmcs  que  peuvent  donner  les  produits 
partiels. 

Ainsi,  a[nès  avoir  renverse  l'urdre  des  chiffres  du  nuiltipiicLteur ,  on  le 
place  au-dessous  du  niullij)licaude  ,  de  manière  que  le  chiffre  /{  de  sl-s  un-tes 
soit  sous  les  miHionicaies  du  muhiplicanch'  5  les  autres  chiffres  se  placent 
alors  d'eux-raèines  dans  l'ordre  prescrit  prece'dcnimcnt;  et  l'on  effectue  les 
muliiplications  en  ayant  égard  ,  pour  cliaque  chiffre  du  multiplicateur,  h  la 
retenue  que  donne  le  produit  do  la  partie  nt'3ligec  au  multiplicande,  par  ce 
chiffre. 

faisant  ensuite  l'addition  de  tous  les  prodniis  obtenus  ,  séparant  y/.r  chif- 
fres décimaux  ,  et  barrant  le  dernier  chiffre,  on  o!  tient  19^169,06346 
pour  le  produit ,  à  0,00001   près. 

2.  Il  peut  arriver  que  le  multiplicande  n'ait  pas  ;.ssez  de  cl'iffics  décimaux 
pour  qu'on  puisse  faire  corrcsjon'.irc  les  chiffres  des  unités,  dixaincs  ,  cen- 
taines, eic ,  du  ruultiplicaieur ,  aux  chiffres  sous  lesquels  In  rèsle  pres- 
crit de  les  placer.  Dans  ce  cas,  on  commence  par  écrire  h  la  droue  du  multi- 
plicande un  uomhre  convenable  de  zéros. 

Soit ,  Y'ur  exemple,  h  muliiplier  1825,4037  par  2)27,125,  et  supposons 
quon  dcmmlc  u!i  pnduit  ex\ct  jusqu'aux  dix-viillicmes  inclusivement. 


38?.  yoT£ 

I  8  2  5,4  0870000 
5  2  I  7  ?.  4  2 

365o8o'j4oooo     cenL-^millikmes . 

78016148000 

3660807 400 

I  277782590 

18254037 

3  6  5  o  8  o  1 

9  I  2  7  O  I 

44304  8,"2  9  5  5  3  X 

(JoDiiiii-  il  f;itii  que  le  cliiffre  des  nnilis  tîu  ni!ilt!})Iic.;tciir  coircspotiu'c  ;ui 
Hiiffic  (les  cent-niiliicnies  du  mu)l![)l:caiKl'j,  cjuc  les  dixiitiies,  cen- 
taines, etc.,  corresjîon.'îeiit  aux  viillinnièiiies ,  ilix-Tnil/ionicmes  ,  cti:., 
on  pose  quriirc  zéros  h  la  droiie  du  multiplicande  ;  et  il  vient  iSaSjjoj^oooo. 
Dn  vest-",  rriperatjoii  s'effectue  cot:iine  ^nccedcniment. 

INotjs  e!iç;r.g:,-nns  l-.-s  romiiieric.ins  à  i'rs,?icer  sur  hsfxjmpks  de  mulîi- 
plication  ir-ites  n"s  io3  et  suivans. 

3.  Eiiiiii  ,  la  mttliode  précédente  est  applicable  à  la  niultiplicMion  de  deux 
uouibies  euiieis,  compoics  Tun  cl  rautrc  d'isn  assez  grand  noDjbrc  de  clùf- 
fics,  el  dont  011  dcm..nderait  le  p  oduit,  h  une  unité  près  d'un  certain  ordre. 

Suiciit,  par csf.mplc ,  /es  <lciix  nombres  2"f)(ô6  et  S9761,  dont  on  veut 
avoir  te  l'rr.Juil  h  vy  million  prcs. 

279455 
462^ 
223564       centaines  de  mille. 

25!Ci0 

1955 

.67 

1  O 

25o84,6" 

Pcur  avoir  lin  produit  cxart  jusqu'aux  /.v/Z/fons  inclusivement  ,  il  est  né- 
ccsâuiie  di:  tenir  conipic  des  centaines  de  mille  que  peuvent  donner  les 
j;rotliiils  pavt:e!.s.  Ainsi,  l'on  écrira  d'aliord  le  multiplicateur  renuersi-, 
au-d;.'sg  îus  «l:i  iiiulliplieande ,  de  manière  que  le  chiffre  de  si-s  imites  soit 
plate  sous  le  cliifiVcdcs  centaines  <le  mille,  le  chiffre  de  ses  dixaines  sons  le 
chiftVc  iXci  dix  a  im;-^  de  nulle  ;  et  l'on  effectuera  i'opcration  comme  préccdeni- 
jjient.  0:i  oitticuiira  par  <c  aïoyi-n  ajoHi,  ou  plutôt  alîoSS  millions  pour  l« 
produit  (Uutandé.  ;  f-^oyez  le  JV,  B.  pla-.c  à  la  ii:»  du  n"  loa. } 
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Méthode  abrégée  pour  la  tUi'ision. 

.'j.  Il  crible  aussi  ,  j)our  la  division  de  deux  nonibrcs  composes  d'un  ^r;iii<l 
norr.brc  de  cliiffies,  un  moyen  plus  simple  que  le  procède  oïdiuairc,  liVil;- 
icnir  le  quotient  avec  un  certain  degré  d'approximation. 

Nous  considerctons  d'aliord  le  c:.s  oîi  le  dividende  et  le  diviseur  c:ant  cleiix 
nombres  entiers,  on  voudrait  obtenir  le  quotient  à  moins  d'une  unité  près  &c\\ 
leiuent;  il  ser.i  facile  ensuite  d'en  déduire  le  cas  do  deux  fractions  décimales. 

La  méthode  que  nous  niions  exposer  est  fondée  sur  ce  que,  d'apiès  le 
procède  ordinaire  de  la  division,  la  détermination  de  chacun  des  chîfFre.'; 
du  quotient  ne  dépend  le  ]:lus  souvent  que  des  deux  on  trois  premiers  chif- 
fres du  dividende,  cl  du  premier  ou  des  deux  prcaueis  chiffres  (în  divi- 
seur; d'où  il  résulte  qu'on  peut  obtenir  les  vc'ii!;ibles  chiffies  du  qunticiît 
sans  employer  les  «Icinicrs  cbifiTies  de  chaque  dividende  partiel.  Cela  posé, 
voici  en  quoi  consiste  le  ])roccdé  al;régé  : 

Supprimez  sur  la  droite  du  diuidcnde  autan;  de  chijfres  >!oi.\s  n-ECx, 
//i/'iL  Y  EK  A  DA>s  LE  Di YisEDRj/â/.'t'j  etisuitc  la  dii'isïor?  (L:  la  partie  à 
{gauche ,  par  le  diviseur ,  comme  a  Pordinaire.  S'il  n'y  a  point  de  rescc, 
mettez  h  la  suite  du  quoiittnt  autant  de  zéros  tfite  tous  ayez  suj  prime 
de  chiffres  dons  le  dii-idende.  Mais  s'il  y  a  un  reste,  ainsi  que  cek  ai  rive 
gcne'ralcincnt,  dii'isez  ce  reste,  non  pas  par  le  même  diuheur  (ce  qui  jt'esl 
pins  possibl'-  ]  ,  mais  p:r  lé  dii'iseur  dont  -l'ous  aurez  supprimé  Je  dernier 
chiffre  à  droite.  Toutefois,  dans  la  muhiplication  du  nouveau  diviseur  ''ai- 
le ciiifFrc  obtenu  nu  quotient ,  oyez  soin  d'ajouter  la  retenue  quedonns  ie 
produit  du  chiffre  supprimé,  par  le  chiffre  du  quotient.  Difise:  ensuile 
le  nouueau  reste  par  le  diviseur  précédent ,  dont  vous  aurez  encore  sup- 
primé le  dernier  chiffre  à  droite.  (  Même  obseivation  que  toul-Ji-rheurt:. 
pour  la  niuliiplication  du  nouveau  diviseur  pir  le  clilifre  du  quoti-  nt  '. 
Continuez  ainsi  de  dii^iser,  en  supprimant,  h  chaque  diuision ,  un  chiffie 
sur  la  droite  du  diviseur  ;  et  arrêtez  r opération  quand  il  ne  reste  plus 
au  dii'iseur  qu'un  chiffre  n-m  barré.  Barrant  alors  le  dcriîier  chiffre  obtenu 
au  quotient  .  vous  obtenez  pour  le  quotient  demandé,  la  puitie  a  gauche 
du  chiffre  barré. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ce  procède  ,  nous  allons  prendre  uu  exemple 
assez  simple,  et  le  traiter  d'abord  parle  procède  ordinaire,  ensuite  d'apus 
celui  qui  vient  d'être  énonce. 

Soit  h  diwiscr  4jo4508i,.G  par  5CSj. 

43o4568!96.  5.6% 


30456896 

5683 

82646 

:5:44 

42318 

25379 

264:6 

3:44 

32646 
42318 
2537 
264 

4 


Pl'Mé. 


384  ^'^"^^ 

La  division  à  gauche  est  faite  d'après  le  procède  ordiQaiic,  cl  il  est  inutile 
de  s'v  arrêter;  occupons-nous  sculcrin-mt  de  la  seconde. 

Coaformi-'tiiciU  à  la  règle  ,  on  sJparc  deux  cl^.ifFics  sur  la  droite  du  divi- 
dende ,  puisqu'il  y  en  a  quatre  dans  le  diviseur;  et  l'on  divise  la  partie  à 
gauche  ,  430^568  par  5G83  eomme  h  l'ordinaire  ,  ce  qui  donne  pour  quotient 
7^7  ,  et  pour  reste  2037. 

Cela  pose,  on  supprime  le  dernier  cLifFiC  3  du  diviseur ,  et  l'on  divise  2537 
par  568,  ce  qui  donne  4  pour  quotient.  On  multiplie  568  par  4  cnajontant 
au  produit  rîtwi/é  de  retenue  que  fournit  le  produit  12  du  chiîFie  sujiprinie 
par  4,  el  l'on  retranche  le  résultat  22^3  de  cette  multiplication,  de  2537; 
51  vient  pour  reste  264. 

Supprimant  le  cliiffre  8  dans  le  dernier  diviseur,  et  divisaiil  2G4  p^ir  5^, 
on  obtient  4  pour  quotient.  îMuhipîiant  oG  par  4  ,  et  ajoutant  au  produit  les 
3  nniits  qui  proviennent  delà  multiplication  du  chiffre  supprime,  par  4, 
on  trouve  227  ,  qui  ,  retranche  de  264  ,  donno  pour  reste  37. 

Divisant  enQn  37  par  5  ,  on  a  pour  quotient  7  ;  cecliiffreest  trop  fort,  car 
en  mettant  7  ,  on  ser::it  conduit  à  retrancher  5  X  7+  4>  O"-'  ^9  do  37.  On 
c'crit  donc  le  chiffre  (i.  Barrant  alors  ce  dernier  chiffre  ,  on  trouve,  a  une 
iii.ité  près  ,  757  |4  pour  le  quotient  demande.  (Nous  parleions  tout-à-riieurc 
du  chiffre  banc.  ) 

En  comparant  les  c.cv.x  opérations  ci-dessus,  ou  reconnaît  que  les  deux 
ou  trois  premiers  chiffres  sont  les  mêmes  daris  cîiacjue  division  partielle,  et 
par  conséquent,  que  les  chiffres  du  quotient  doivent  être  les  mêmes  dans 
Tune  et  l'autre;  mais  il  faut  avoir  Lien  soin  de  reporter  les  unités  de  retenue 
provenant  de  la  ninlt  plicalion  du  cliiffre  supprime,  par  le  quotient  obtenu  ; 
autrement,  on  parviendrait  h  des  restes  trop  forts,  qui  donneraient  an 
quotient  des  chiffics  plus  grands  que  les  ve'ritaLles. 

Soit,  pour  second  exemple,  h  dwiner,  54o347o56;Sjo45  par  2786-J59. 


2vi)'/$.>,^.^ 


i9.i9Ji8«97^ 


540347056^189046 

261701 i5 

10919845 

25604697 

526566 

247921 

25oc5 

2714 

207 

i3 

3 

Après  avoir  sêp:iré  c'ukj  chiffres  sur  la   droiiu  du  dividende    '  c'esià  dire 
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deux  de  momi  qu'il  n'j-  eu  a  dons  le  diviseur  ' ,  on  divise  la  p;.itic  h  g.iuclie 
par  le  diviseur  tout  entier,  i  c  qui  donne  le  quolieut  igSg,  et  le  reste  ô^GoGG. 
Cela  tait,  on  sn;)prime  le  dernier  eliilTre  9  du  diviseur,  cl  Pou  divise 
526566  par  278G45  ;  on  obtient  le  quotient  1  et  le  reste  2^7921  que  l'on 
divise  par27SG4;  il  vient  pour  nouveau  quotient  8 ,  et  pour  nouveau  reste, 
a5oo5  qu'on  divise  par27.'-6;  et  ninsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  p:nveini 
au  reste  1?.  qui ,  divisé  par  3  ,  donne  pour  quotient  4  (  G  et  5  seraient  tiop 
forts).  On  barre  le  cbiffie  4j  et  l'on  obtient  igGgiScg;  pour  le  quotient 
demande. 

5.  Première  remarque.  —  Si,  au  commencement  de  roperr.iion  ,  quand 
on  a  supprime  sur  la  droite  du  dividende  les  «hifFres  que  la  règle  prescrit, 
la  partie  h  gauche  ne  contient  pas  le  diviseur  ,  on  supprime  tout  de  sitiie  à 
la  droite  du  diuiseur  le  nombre  de  chiffres  nécessaire  pour  que  le  noU' 
ueau  du'iseur  soit  contenu  dans  cette  partie  a  gauche  du  dluidende. 

Soit  h  divi'îer  3o564Si'i7  pa'  67364. 

3  o  5  6  4 1 897  6ij^^^ 
3619         ^^^^ 

2  0   1 

5o 

4 

Après  avoir  sep.ire'  les  trois  derniers  cliiffies  h  droite  dans  le  dividende, 
comme  la  partie  à  gaucbe,  3o564,  ne  contient  pas  le  diviseur,  on  supprime 
le  dernier  cliiffre  du  diviseur,  puis  on  divise  3ij5G4  par  6736,  ce  qui  donne 
pour  quotient  4,  et  pour  reste  3619,  sur  lequel  on  opère  comme  précé- 
demment. 

6.  Seconde  remarque.  — Eu  rèflècLi.-sant  sur  la  mctliode  précédente  ,  oa 
peut  reconnaître  aisément  que  Te/veiir  commise  h  chaque  opération  parlifilc, 
et  consistant  en  unités  de  retenue  qui  se  trouvent  négligées,  n'affecte  gêné 
ralement  que  la  dernière  colonne  à  droite  du  calcul  abrégé.  {La  limite  de 
cette  erreur  peut  être  exprimée  par  auZfl«£  d'unités  en  plus  qu'on  a  cxc- 
cuté  d'opérations  partielles  suivant  la  méthode  abrégée,  c'est-à-dire,  qu'il  y 
a  de  chiffres,  moins  un,  dans  le  diviseur.)  Il  résuhe  de  Ih  que  le  dernier 
chiflre  obtenu  au  quotient,  peut  être  fautif  (e/z  excès  )  de  qi\e!q'ies  unités, 
et  qu'il  ne  doit  servir  qu'à  décider  s'il  y  a  lieu  d'augmenter  le  chiffre  précé- 
dent d'u/;e  unité,  pour  que  le  quotient  soit  exact  à  une  denii-unitc  près. 

Ainsi,  dans  le  premier  exemple  qni  avait  donné  6  pour  dernier  quotient, 
ponr  s'assurer  si  l'on  doit  augmenter  le  chiffre  précédent  d'une  unité,  il 
suffit  de  diminuer  le  dividende  partiel  37  de  3  unités,  puisque  l'on  a  exécuté 
trois  opérations.  Or,  en  divisant  34  par  5  ,   premier  chiffre  du  di-iseur,  on 

encore  pour  quotient  6  et  pour  reste  0  (en  ayant  égard  aux  4  ^^lités  de 
retenue  provenant  de  la  multiplication  du  second  chiffre  du  diviseur  par  6). 

25 


38Ô  NOTE 

Il  est  donc  cerlain  q^ne,  si  l'on  eût  opère  sur  les  deux  aombn-fi  proposes, 
d'après  le  procédé  ordinaire,  on  anmit  obtenu  6  pjur  ce  quotient  parti. l. 
Ainsi,  757.^5  est  le  quotient  demande,  a  moins  d'une  denii-unile  près; 
mais  ic  quotient  est  en  excès. 

Dans  le  second  exemple,  comme  le  dernier  quotient  est  4  >  et  qu'il  ne  peut 
être  que  trop  fort,  on  doit  conclure  que  193918897  «est  le  quotient  demande, 
à  moins  d'une  demi-unité  près  ;  et  c'est  un  quotient  en  moins. 

Enfin,  dans  le  troisième,  où  l'on  a  trouve  7  pour  dernier  quotient,  si  l'on 
diminue  le  dividende  partiel  de  4  unités  (  puisqu'on  a  exécute  quatre  opéra- 
tions), il  vient  46  qui,  divise  par  G,  donne  pour  quoiient  6,  (  h  cause  d<;s 
retenues  ).  On  voit  donc  que  le  cliifFie  7  peut  être  trop  fort  d'une  unité 
seulement,  et  que  454  est  le  quotient  demande',  à  moins  d''une  demi-unité 
près  j  mais  ce  quotient  est  en  excès. 

'^  Kous  pouvons  maintenant  e'tablir  le  proce'de'  qui  convient  an  cas  où ,  les 
deux  nom>  les  étant  des  fractions  décimales,  on  demande  le  quotient  avec 
«ni  certain  denré  d'iipproximation,  par  exemple  à  moins  à''un  miUièine, 
d'un  dix-millième,  etc. 

Commencez  par  ramener  la  difision  à  celle  de  deux  nr.nibres  entiers 
tPaprès  la  rèi^le  du  numéro  cjO]  écrivez  ensuite  a  la  droite  du  dwidende 
datant  de  zéros  que  vous  voulez  avoir  de  chiffres  décimaux  au  quotient; 
faites  la  dii'ision  d'après  la  règle  [  note  n^  4  )  '■  séparez  enfin  vers  la 
droite  du  quotient  le  nombre  de  chiffres  décimaux  demandé ,  plus  un, 
et  effacez  le  dernier  chiffre  (en  renforçant,  s'il  y  a  lieu  ,  le  chiffre  pré- 
cédent). 

Picmier  exemple. —  On  demande,  a  moins  de  0,001  près,  le  quotient 
de  T2S4,5Gf)/;rtr  27,35894? 


1234569 

140212 

2418 

683 


00000  I  '2:n:>f^Si^^ 
45124^ 


27 
3 

J'écris  d'abord  deux  zéros  h  la  droite  du  dividende,  en  supprimant  la 
vir'ule  de  part  et  d'autre,  ce  qui  donne  1^3450;  00  à  divis.r  par  9.735894. 
Ensuite,  comme  on  me  demande  trois  rliiffres  décimaux  au  quotient ,  j'écris 
trois  nouveaux  zéros  à  la  droite  du  «lividendo,  c'est-h-dire  que  je  divise 
I23'j5r9000oo  par  2735891 ,  et  je  clierclie  le  quotient  h  moins  d'une  unité 
près.  Je  trouve  45i25;  mais  comme,  en  éctivant  trois  nouveaux  zéros  à  la 
droite  du  dividende,  je  l'ai  rendu  1000  fois  trop  erand  ,  il  fan?,  pour  ra- 
mener le  qnctient  h  sa  juste  valeur,  que  je  sépare  3  chiffres  décimaux  sur  la 
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droite;  et  j'obtiens  cnGii  43; '^S  pour  le  quotient  demande.  Ce  ic'snliar  est 
en  excès  ,  mais  uc  diffère  du  vcritablc  que  de  moins  d'«/i  demi-iiiilliènie. 

ijecoiul  cxemj)le.  —  On  veut  avoir,  à  moins  de  0,0001  près,  le  quoticiU 
<h  aag.  }-o3568  divisé  par  ^,3394  ? 

22947035  I  680   73';^'^^ 
86883      ITTjSôSs 
132895 
59801 
426 

I 

Comme  il  iliudiait,  en  vertu  de  ce  qui  a  e'te  dit  p!as  Iiaut ,  cVriie  d'abrud 
trois  zéros  à  la  droite  du  diviseur ,  puis  lyMafre  l\  la  droite  du  dividemle, 
tout  se  réduit  à  en  poser  un  seul  à  la  droite  de  celui-ci ,  eu  supprimanl  la 
virj^ule  de  part  et  d'autre,  c'est-à-dire  à  diviser  22947035680  par  7.?5v)4« 

On  trouve  ainsi  pour  premier  résultat,  3 1 1S06.  Donc  3i,i8oC)  est  Je  qunlici.t 
deniaiide. 

3Iélhode  abrégée  pour  rextracùon  de  la  racine  carrée. 

8.  Toutes  les  fois  qu'on  a  obtenu  plus  de  la  moitié'  du  nombre  des  cbifFies 
que  doit  renfermer  une  racine  carre'e,  on  peut,  an  movcn  d'une  bin.-ple 
division  ,  trouver  tous  les  autres  ciiiffres. 

Dtsiijnons  en  elFet  par  N  le  nombre  dont  on  demande  la  racine  carrée  ;  vi 
supposons  que  cette  racine  doive  renfermer  {in  -f-  i)  cliifFios.  Appelons  a  ];< 
vaknr  rcKuive  de  la  partie  représentée  par  ks(«-l-i)  premiers  ciiifFro^  ù 
î^auche  de  cette  racine,  tt  h  la  partie  exprimée  par  les  n  cî  iffres  suivariSc? 
p;irtie  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

On  a  leqalite N  =  (a -f- i}>  =r  fl»  -f-  •y.ah-^-L*^ 

d'oii,  retranebant  a-  des  deux  membres,       ]^^ — a*  =^iab  +  L*, 
ou ,  divisant  par  ia, 

7.a  2rt 

Cela  pose,  puisque,  par  hypotîièse,  b  ne  renferme  que  n  chiffiis  ,  on  a 
nécessairement    £  <^  îo",  et  par  conséquent      i*<^io^'». 

D'un  autre  côte,  le  nombre  exprime  par  a  se  composant  de  (a/z  -f-  \\ 
chiffres  dont  les  «  derniers  h  droite  sont  des  zéros,  il  en  resuite 

a,  et  h  plus  forte  raison ,  na  ^  10*". 
Donc  —  est  une  fraction  proprement  dite  ;  ainsi,  d'après  la  deiiiièie  é-j.;\~ 

I-,      •   1  I  •      .         IN— n»  ,  ,     „ 

iite  ci-i.css-js  ,  le  quotient  exprime  par .  est  e«e.rce5snr&,  ri  uncf:iî,Tn> 

11' 

lite'  moindre  que  l'unité.  On  est  ainsi  conduit  à  la  régie  suivante  : 

25.  . 


388  NOTE 

Après  avoir  obtenu  plus  de  la  moitié  cîu  nombre  des  cliiffres  de  la  racine 
carrée,  il  sufût ,  pour  obtenir  les  outres  chiffies  ,  de  d'wher  le  reste  N— «ï^ 
auquel  on  est  part'enu  ,  par  le  double  de  la  racine  déjà  irout^c'e  ,  consi- 
dérée avec  sa  valeur  relalii'e. 

Soit,  pour  premier  exoai]  le,  à  extraire  la  racine  carrée  de  4735678956  rt 
moins  d'une  unité  près? 

Cherchons  d'abord  les  trois  premiers  cliiffres  d'après  le  ]}roccdc  ordinaire. 
(  Ployez  le  n°  179.) 


4735678966 
1  1  3.5 

1    I   I  6. 7 

2238966 


688 


12.8  |i36.8 
8  8 


11  vient  pour  cette  prcaiièic  pnrtie  de  la  racine,  CS8  ,  et  pour  reste, 
3238966  qu'il  faut  mainteuant ,  en  vertu  de  la  règle  ci- dessus,  diviser 
pai  le  double  de  688  considère  avec  sa  valeur  relative,  c'esi-h-dirc  par 
13^600. 


2238956 

862956 

37356 


137600 

16 


La  partie  entière  du  quotient  étant  16,  ou  en  conclut  qaefSSiG  est  la 
racine  demandée,  h  moins  d^une  unité  près. 

En  effet,  si  Ton  c'iève  6881G  au  carré,  on  obtient  le  produit  473564i'^S6, 
qui ,  retranche  du  noznlire  proposé  ,  donne  nn  reste  ,  3;jioo,  moindre  que  le 
double  de  68816  augmenté  d'une  unité.  (  p'ojezn"  177.) 

[Comme  ce  reste  est  même  plus  petit  que  la  racine  o!)ienuc,  688i(',  on 
peut  afliiiner  qu'elle  est  exacte  à  moins  d^une  demi-unité  près. 

Car  iil'onr.it,  dans  la  formule  (fl-f-  V)''  =  a'  -4-  2ci-f-£',i  =  -»  il  vient 


(«  +  !)'=.,,  ^.,  +  1. 


ce  qui  démontre  que,  pour  qu'il  y  ait  lieu  à  augmenter  la  racine  d'une 
demi-unité  ,  il  fant  et  il  suflît  que  le  reste  surpasse  la  racine  déjà  trouvée 
d''au  moins  une  unité."] 

Le  reste  87100  peut  être  obtenu  plus  promptemcnt  que  par  l'élévation  de 
68816  au  carré.  En  effet,  comme,  en  retranchant  le  carré  de  688  du  nombre 
propose,  on  a  obtenu  le  reste  2238y56  ,  il  suffit  défaire  le  double  produit 
(le  688  suicide  deux  zéros,  par  16,  puis  le  carré  de  16,  et  de  retran- 
cher la  somme  de  ces  deux  parties ,  de  2a3Rç)56. 

9>  Supposons  actuellement  qu'on  veuille  évaluer  en  décimales  la  frac 
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tion  qui  doit  êtic  ajoulce  h  6S8iG^-  il  faut,  conformcmer.t  à  ce  qui  a  clJ  dit 
n»  i8i,  ccriie  h  la  suite  du  rtslc  3'jïoo,  deux  fois  autant  de  zéros  que  Ton 
veut  avoir  de  cliiîFies  dccimaux,  et  continuel-  l'opcration  coiunie  h  l'ordi- 
naire. INÎais  c\st  ici  que  la  méthode  abre-gce  peut  recevoir  une  grande 
extension. 

En  effet,  pour  obtenir  quatre  ciîilTres  décimaux  (puisque  Ja  racine  ob- 
tenue a  déjà  cinq  cliiffres),  il  suffit  de  diviser  37100  suivi  de  huit  zéros  par 
le  double  de  68S16,  ou  iSjGja  suivi  de  quatre  zerns ,  ou  ce  cui  revient  an 
même,  371000000  par  iSjSSa;  et  comme  on  cherche  ce  quotient  h  une  unité 
prrs,  la  rètïie  de  la  division   ahrcge'c  est  même  applicable. 

37100   I   0000   I  ^^'^(îja: 
9574  {^695,^ 

i3î7 

I 

I 

On  obtient  ainsi  pour  quotient  269.5.  Ainsi,  688iG,aGt;5  exprime  la  ra- 
cine carrée  du  nombre  propose,  à  moins  de  0,0001  près. 

Une  nouvelle  division  donnerait  huit  chiffres  décimaux  de  plus  5  mais  i! 
fauilrait  d'abord  obtenir  Za  différence  qui  existe  entre  le  nombre  propose, 
snivi  de  huit  zéros,  et  le  carre'  de  68S162G95.  Or,  corume  on  a  déjà  trouvé 
37100  pour  le  reste  précèdent,  il  sulTirait  de  faire  le  double  produit  de 
688160000  par  2G95,  puis  le  carié  de  2695,  et  de  retrancher  ta  somme  de 
ces  deux  parties ,  rfe  87100  suii^i  de  hdit  zéros;  ce  qui  serait  beaucoup 
pins  simple  que  si  l'on  élevait  GSSiG^SgS  eu  carre'. 

Celte  soustraction   est    d'aillears  indispensable   pour  la   vérification  des 

I     .                                 -    .j                              N  — rt»    - 
calculs  :  car  on  a  vu  précédemment  1°.  que donne  un  quotient  par 

excès:,  20.  que  l'emploi  du  procc'dé  abrégé  de  la  division  donne  aussi  un 
quotient  par  excès.  Ainsi  ,  pour  cette  double  raison,  il  est  possible  que  le 
dernier  chiffre  trouvé  à  la  racine  soit  trop  fort  d'une  ou  de  deux  unités  ; 
ce  qu'on  reconnaît  à  l'impossib  lité  de  fidre  la  sonstrnction.  On  sait  d'ail-» 
leurs  comment,  le  dernier  chiffre  étant  reconnu  trop  fort,  on  peut  le  rame- 
ner h  sa  juste  valeur. 

10.  Nous  présenterons  pour  second  exemple,  le  tableau  des  calculs  relatifs  k 
Véualnation  de  s/i  en  décimales. 

I" yipplicalion  du.  procédé  ordinaire. 


2 

1,41 

I  0  .  0 

24 

281 

40  .  0 

4 

I 

ï2    9 

3.90  NOTE 

a«- Détermination  des  deux  chiffres  suwanspar  la  division. 


II900 
620 

56 


2»2 


42 


La  va'^inc  ,  à  moins  de  0,0001  près,  est  1,41  \i. 
3". . .  ...   Détermination  du  nou^>eau  reste. 

Produit  de  28200  par  ^1  =  1 184400 

carré  de  42  =  1 764 

somme  =  1 186164 

à  retrancher  de  iigoooo 

différence . . .  =  3836 

fy" Dcfrrnnnation  des  quatre  chiffres  suivans  par  la  d'n>isi'>;i 


linate. 


3836o|  oo«  2S3r,S'. 

10076!     i356; 

1591 

177 

8 

o 


'La  r.icinc,  à  moins  de  o,  oooooooi  près,  est  i,'{i<2i35G. 
'£> Détermination  du  nout'eau  reste. 

Produit  de  282840000  par  i356  =  38353  io4oooo 
carré  de  i356  =  1838736 

somme....   =  383532878736 
à  retrancher  de         3836oooooooo 


différence . . .   =  67 1 2 1 264 

fi» Dcternnaation  des  huit  chiffres  suii-ans  par  la  dii'ision  ahre- 

^ce.  (On  a  sn^iprimë  sept  zcros  au  dividende;  comme  inutiles. } 
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671212640  I  -rSzî^rrjiz 

io552';2i6  I  aS^SogSo/S 

206^4403 

8754,4 

26886 

i43i 

I 

La   racine,  à  moins  de  0,0000000  looonoooi  prc5  ,  est 

1 ,4i43i35623'23o95o. 

^o Uétenninalini  Un  nrtui'eau  reste. 

Produit  de  28784271200000000 

par  28780950  =  671212625688640000000000 
carré  de  2873095^  =         663157987902500 


soir.me...  r=:  671212626196707957902000 
à  retrancher  de    67 12 12640000000000000000 


différence...  =       13808202012007500 

(Celle  (liSerenre  étant  moindre  qnc  îa  racine  dL-jh  obtenue  ,  on  Îi-Ài  cpn- 
clun;  {n-ite  n°  8)  que  le  chiffie  euivaEî  est  moindre  que  5  ,  qaoiqni',  «lans  I.i 
division  prece'Jcnte  ,  on  ait  troavc'6  pour  le  chilTie  barré  (în  quotient.  ] 

8° DétenniniUlon    des    seize   chi;ff'res  suiwans  par  li   cliision 

nhrcgce. 

Pour  obtenir  ces  cLiUVes,  il    faut  (  on  a  supprime  toas   les  zcrus  inutiles  ) 

diviser  i38o32O20t  209700  par  282943712  J74^ir>, 

en  avant  soit),  après  !a  première  opcrrition,  rlc  barrer successivenictu  el.acun 
iJes  chiffres  An  diviseur,  à  partir  de  la  droite.  Toutefois,  riiicertitude  que 
prisentcnt  les  derniers  ciiifrres  de  cett';  opération,  doit  engager  l\  ne  tenir 
compte  que  des  douze  premiers  ;  et  l'on  a  alors 

v'2  =  i.4'4^'3522373o95o48SoiG837242, 

h  moins  d'une  unité  près  de  l'ordre  du  2Se  chiffre  décimal. 

On  peut  d'ailleurs  Te'rificr  l'esactitnde  de  ce  résultat  par  les  moyens    qui 
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ont  ttc  indiques  prccL-dummciit.  (Il  faudrait  faire  le  double  f.rodnit  de 
14142135623730950  sr.ivi  de  douze  zcros  par  48;oi6'^87342  ,  puis  le  carré  de 
ce  dernier  n  mbre,  et  retranclicr  la  somme  de  ces  deux  parties,  du  reste 
précèdent  suivi  de  douze  ze-ros.) 

II.  La  règle  abrégée  de  rcxtraciion  de   la  racine  carrée  pont  êlre  étendue 
nu  cas  de  la  racine  cubique. 

En  effet,  la    formule N  =  («  -f  b]^  =  n^  -\~  Za'-h  +  3flô'  +  b^ , 

Jonne N  —  «'■  =  3aVj -f- SaZ.»  +  è', 

ou  ,  divisant  les  deux  membres  •  ar  3.£», 

=  b  -\ H    5— . 


3a»  a    ^    3a» 

Or,  en  supposant  que  la  racine  cubique  de  N  drive  renfermer  {in+  i) 
chiffres  ,  et  que  a  désigne  la  valeur  r.  laiivc  des  (  n  -f-  î  )  premiers  chiffres  à 
droite  de  cette  racine,  b  celle  des»  derniers,  on  a  nécessairement  i  <;  10", 
et   par   conséquent  A»  <  10'",  6' <[  30^". 

D'un  auire  côté,  l'on  a  a^io»",  d'oii  a»,  et  h  plus  forte  raison, 
3fl»>  10^". 

b*  Z.3 

On  voit  donc  1".  que  —  est  une  fraction  ;  1".  que  r —  est  une  autre  frac- 
a  '■       DU' 

lion  moindre  que  — ,  et  dont  la  valeur  ne  peut  avoir  qu'une  très  faible  iii' 

fluencc  bur  la  partie  eniicrc  du  quotient  de  la  division  de  N  —  a'^  par  3a'. 
D'OU  résulte  cette  régie  :  après  avoir  trouvé  plus  de  la  moitié  du  nombre 
(!cs  chiffres  d'une  racine  cubique  ,  il  sufHt,  pour  obtenir  les  chiffres  suivans, 
de  diviser  la  différence  entre  le  nombre  proposé  et  le  cube  de  la  racine 
déjà  obtenue,  prise  avec  sa  valeur  relative  ,  par  le  triple  carré  de  cette 
même  racine.  ÎMais  nous  n'insisterons  pas  sur  les  applications  de  cette  règle 
qui  n'est  guère  d'usage. 


DEUXIEÎVIE  PARTIE. 

12.  Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  que  les  nombres  donnés  étaient 
exacts,  et  que  le  résultat  ciierché  devait  être  obtenu  avec  un  degré' 
•l'approximation  déterminé  d'avauce,  condition  qu'il  est  toujours  pos- 
sible de  remplir.  Actnellement,  nous  allons  supposer  que  les  nombres 
donnes  ne  soient  eux-mêmes  qu'approximatifs;  et  dans  cette  hypothèse, 
il  s'.igit  de  déterminer  a  priori  le  maximum  du  degré  d'approximatioa 
qu'on   peut   obtenir  pour  le   r(sultai   dts  opérations   à  effectuer. 

La  résolution  de  cette  question,  telle  que  nous  venons  de  la  poser,  est 
indispensable  dans  beancoup  de  eus,  par  exemple  lorsqu'on  a  h  opérer  snr 
des    logarithmes,    ces    sortes  de    nombres   n'étant    exacts,    comme   nous 
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l'avons  explique  r!ans  leur  tlitoiie,  que  jusqu'h  un  certain  ordre  rie  tlc- 
cimaics  dcitcrraiiic. 

Commençons  par  Yaddltion  et    la  soustraction 

Pour  fixer  les  iJees ,  supposons  <[ue,  lians  une  opération  analogue  à 
celle  (le  la  page  3Gi  ,  2°"  exemple,  on  ait  cte  conduit  h  sjonter  entre  eux 
■25  logarithmes  on  omplcmens  tle  locaritlimrs  (n»  afiS  ,\  et  que  le  résul- 
tat de  celte  o;'eration  ait  donne  6,i)4268,  logarithme  auquel  il  s'agit 
maintcoant  de  chercher  le  nombre  correspondant. 

Or,  chacun  des  a5  logarithmes  ajoutes,  e'tant  ou  pouvant  être  en  er- 
reur d'une  quantité  qui  est  susceptible  de  s'élever  jusqu'à  uue  demi- 
unité  du  dernier  ordre,  il  s'ensuit  qu'on  peut  avoir  h  craindre  sur  la 
somme  totale,  une  erreur  susceptible  de  s'élever  jusqu'à  12  ou  i3  uui- 
tts  du  dernier  ordre-  Ainsi,  non-seulement  on  ne  doit  avoir  aucun  égard 
à  la  différence  qui  ex'ste  entre  le  log:irilI;me  ci-dessus  et  le  logarithme 
imme';!i;.iement  infcrieur  de  la  table  (et  cette  conséquence  aurait  encore 
lieu  quand  bii-n  même  l.i  diiTcrcnce  tabulaire  serait  plus  grande  que  10, 
voyez  le  N.  B.  du  n*  256,  page  35S);  mais  en  outre,  comme  on  n'a 
aucun  miycn  de  décider  quel  est  le  véritable  chiffre  des  unités  du  4""^  ordre 
du  nombre  cLerchc,  on  doit  se  contenter  de  dire  que  ce  nombre  est 
8760000  à  une  dixaine  de    mille  près. 

L'exemple  prérédent  sufSt  p^ur  monirer  es  qu'il  v  aurait  à  faire  dans  tous 
les  cas  semblables;   et   nous  n'iusistcrons  pas   davantage   sur  ce  point. 

i3.  Avant  de  passer  aux  autres  opérations  de  rarithmétique,  nous 
ferons  connaître  sur  la  multiplicatinn  on  nonve;iU  principe  dont  nous 
aurons  occasion    de  faire   us;ige. 

Soient,  en  général,  deux  nombres  entiers  a  cl  b  composés  l'un  de  m 
chiffres,  l'autre  de  n  chiffres:  appelons  P  leur  produit,  et  proposons- 
nous  de  déterminer  le  nombre    des  chiffres  de  ce  produit. 

D'abord,    puisqu'on   a  «  <^  lo"     mais  >   lo""-' 

et     è  <^   10"     mais  >   10"—', 
il   en  rcsidte    (  n»    112)  P,   ou    ab  <   lo""*""     mais  >   io"'+'=-'j 

ce  qui   fait   voir  déjà   que  le   nombre  des    chiffres   du    produit   P  est    an 
plus  égal  à   m  •\-  n,    et  au  moins   égal  à   m  -\-  n —  i. 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  dans   quel   cas   on  aura    m  +  n  chiflxes 
et  dans  quel   cas  on  en  aura   vi -\~  n —  1. 

Pour  y  parvenir,  considérons  P  comme  un  dividende,  et  a  comme  un 
di-visenr;  le  nombre  b  qui,  par  hypollièse,  renferme  n  chiffres,  sera  le 
quotient.  Or,  dans  la  division  do  P  par  a,  il  peut  arriver  deux  cas: 
ou  les  m  premiers  chiffres  à  gauche  du  produit  P  forment  un  nombre 
au  moins  égal  à  a;   ou  bien,    ils  forment   un  nombre  plus  petit   que  a. 

Dans  le  premier  cas,   comme  le  premiei  dividende  partiel  contient  m 
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chiffres;  et  qnc  chaque  notrvean  chiffre  abaissé  au  dividende,  doit  dou- 
inT  un  nouveau  chiffre  du  quoiicni  qui  est  composé  de  n  chiffres,  il 
fa.'.t  néccssairenieni  que  le  nombre  des  chiffres  du  dividende  P  soit 
m  -h  n  —  r. 

"Dans   le   second ,  il  sera  m  -|-  i  -+-  «  —  i ,    on  77j  +  n. 

Remarquons  d'ailleurs  que  ne  qui  vient  d'eue  dit  sur  a,'  considère 
comme  diviseur,   aurait  c'ealemcnt  lien  si   l'on  prenait   b  pour  diviseur. 

Concitmns  de  là  que,  dans  toute  multiplication  de  deux  facteurs,  l'on 
«le  »;/ chiffits,  l'autre  de  ra  chiffres  , /e  nombre  total  des  chiffres  du  pro^ 
duit  est  m  +  n  —  i , r>M  m  +  a,  siih'tint  que  l'un  quelconque  des  facteurs 
est  ou  n''est  J7as  contenu  d:ins  In  pa nie  a  s;nuchedu  jiroduit,  prise  avec  au- 
tant de  chiffres  qu'il  jr  en  a  dans  le  fadeur  que  l'on  compare  au  produit. 

i4-  Cela  pose',  passons  n  la  ;'.£i.'if7;/ùa«ioH  j  et  pour  simplifier  la  ques- 
tion, considérons  d'-ibi^rJ  le  cas  nù  l'on  aurait  à  multiplier  l'un  par  l'autre 
«lenx  nombres  exprimant  des  unités  entières  :  il  sera  facile  enïuitc  d'en 
ïicdunro  le  css  de  deux  fraciiins  décimales,  puisque  leur  muliipiication 
se  ramèae  a  cc-lle  de  deux  iiuinlircs  entiers  par  une  simple  tran.>poi>ilion 
de    l;i    virgule. 

Pre:îons,  pour  pins  de  généralité,  deux  nombres  entiers  composés, 
l'un  <ie  ni  chiffres,  l'autre  de  n  chiffres  (/m  étant  > /i),  et  tous  les  licnx 
fautifs  d'une  deini-unité  du  premier  ordre  {en  plus  ou  en  moins)  {*). 
Il  Cît  clair,  d'après  les  iéj:lcs  ordinaires  <le  la  multiplication  ("**),  que 
le  proifnit  to.al   jieut  ê(re   en  erreur  : 

lo.  De  la  moitié  do  tout  le  njuîtipiirande,  et  cette  erreur  est  géntja- 
IcDient  exprimée  par  >in  nombre  tu  di:  c'iiffres;  — 2".  de  la  moitié  de  tout 
le   uiijltiplicatcur ,    et  cette    erienr  est  représentée  par  un   nombre   n   de 

chiffies;  —  3°.  Jn  produit  -        — ,    ou  -;.  (  Les  deux  dernières  erreurs  peu- 
vent é-ire  nc'i:liç;écs  rcLitivcnient  à  'a  pren;ière  ,  d'après  l'hypoilièse  m  <^n) 
D'où  l'on  ]!eiit  conclure  que  ies  ni  derniers  chiffres   à  droite  du  [iroduit 
S'.ut  ca  jieuveut  étri:  fautifs.     . 


("■J  Pour  4!étcrminer  les  ciiiiïrcs  du  proiiuit  sur  les^jucls  il  ne  peut  y 
avoir  d'incLititude ,  011  pourrait  i/iuliiplier  les  nombres  proposés,  après 
les  avoir  successii-entent  aui^nientes  et  diminues  il^une  demi-unité  ds 
l'ordre  du  dernier  chiffre  h  droite,  et  prendre  ensuite  les  chiffres 
communs  aur  deux  résultats.  Mais  cette  manière  d'opénr  serait  liean- 
coirj)  trop  lingue,  cl  l'on  ariivi-  aussi  sûrement  an  uicme  but  par  une 
méthode  piua  simple  qnj  noas  aihins  exposer. 

(**)  En  appelant  a  vt  b  les  daux  nombres  donnés,  zi2  e ,  ±fli:i  deux 
erreurs  coœmiseSi  on  a    (n»  112) 


(a  zi:e][bzt  f]  =ab±:  nf-J=  bc  ±:  ef. 


SCn    LES    APPROXIMATIONS   NUMÉRIQUES.  SgS 

Ainsi,  dans  toute  vnilliplicaùon  de  Jeux  nombres  entiers  dont  le 
dernier  chiffre  h  droite  est  en  erreur  d'une  demi-unité .  le  produit 
jteut  avoir  autant  de  chiffres  fautifs  a  droite,  que  le  nombre  le  phis 
s;rand  contient  de  chiffres. 

L^Treiir  commise  est  moindie  que  si  Pon  a  m  [>  n  \  m;iis  la  li- 
mite de   ofUc   erreur   est   lo™   quanti    on    a  vi  =  ». 

là.  Lorsque,  des  deux  factcnrs  donnes,  l'un  est  exact  et  raiitre  est 
lanlif  d'une  demi-unité  du  premier  ordre,  le  nombre  des  chiffres  Jau~ 
tijs  du  produit  est  égal  au  nombre  des  chiff'res  du.  facteur  exact,  puisqne 
IVrrcur  commise   est,  en   geue'ral ,  estimée   par  la    moitié  de    ce   facteur. 

16.  Fi.isnns  quelques  applications,  ei  s;)ient,  pour  premier  exemple, 
les  denx  nombres  S^SG^^U)  et  64327. 

I/errciir  commise  dans  celte  mnUiplicaiion  peut  être  évahicc  de  hi  ma- 
nière siiivamc  : 

„      c   -r'  '  "-   -  '   "1 

'     -I     -f         a         ■   -  ^  I 

2".  G'fri'j   X        =        ;;2iG3   -  ;-  =  43Si4i;3-, 

II  T  i 

ùO.  -    X      -   =  —   1 

3  2  i 

nomhrc  composé  de  huit  cJiiffres.  Ainsi ,  dans  le  produit  tottd  ,  ivS  c!ii!i;cs 
qui  suivent  les  centaines  de  millions  (h.heat  cire  négligés  cainme  étant 
ge'ncralement  fautifs;  tt  la  partie  ;.  g:.nclie  csprime  alois  le  produit,  .î 
moins    d'ime  demi- centaine   de  millions  près. 

On  d'iit  donc,  dans  cet  exemple,  se  dispenser  de  faire  ia  ninhq)ii- 
catirm  m»  entier ,  et  se  borner  à  évaluer  (n.',tc  r:''  3)  le  produit  à  nne  unité 
■près  fie  Kiordic  dis  centaines  de  millions. 

8^564219 
72346 

525385 

35o25 

2626 

175 

60 


55327^ 

Le  rcsaiîai  5^35^  considéré  comme  rppresKntarii  des  ii;illions,    cxp«im::'!a 
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valeur  du  produit  cherche,  à  moins  ù'uiie  demi- centaine  de  millions  prè»  ■ 
ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  eu    effectuant  la  multiplication  en  entier. 

Soit,  pour  second  exemple,  à  multiplier  3i,47o5Li3  par  S, 703  j5,  cha- 
cun de  CCS  nombres  étant  fautif  ^'e  moins  d'une  demi-nnité  de  l'cr.'.re 
du  dernier  chiffre   décimai. 

On  devrait  d'abord  (no  89)  faire  abstraction  de  la  virgule,  j.uis ,  après 
avoir  ciFerttié  la  multiplication,  séparer  onze  chiffres  de'cimnux  vers  la 
droite.  Mais,  en  vertu  de  ce  qui  a  ele  dit,  note  n»  14,  on  doit  consi- 
dérer comme  fautifs  1  s  huit  derniers  chiffres  du  produit;  ainst,  le  résul- 
tat ne  saurait  être  exact  cjn'à  moins  de  un  demi-millième  près.  La  question 
est  donc  ramenée  à  évaluer  le  produit  des  deux  fractions  décimales  à  km 
millième  près. 

32,47o563 

54  3078 

9.5g   7644 

22  7293 

974 

129 

16 


282  6o5!^ 


Le  produit  est  282,606  h   un  demi-millième  près. 
Soit,  pour  troisième  exemple,    à  multiplier 

o,  0001083     par    o,o5836. 

D'abord,  le  produit  doit  (n°  89)  renfermer  7  -f-  5,  ou  :2  chiffres  décimaux; 
mais  comme,  en  vertu  du  numéro  précédent ,  les  ^/ttntre  derniers  chiffres 
décimaux  snnt  inexacts,  il  s'ensuit  que  ce  produit  pourra  être  calculé 
avec  huit  chiffres  décimaux;  et  le  dernier  chiffre  à  droite  ne  sera  en 
erreur  que  d'une  demi-unité,  ou  tout  au  plus  que  d'une  unité  de  l'ordre 
de  ce  chiffre. 

On  obtient  ainsi  par  la  méthode  abrégée  (note  n"  1)  0,00000579  pour 
la   valeur  du  produit   demandé. 

\'j.  Remarque.  Le  principe  établi  (note  n"  i3)  sur  le  nombre  total 
des  chiffres  d'un  produit,  donne  lieu  à  un  nouvel  énoncé  de  la  règle 
relative  h  la  raultl[jlication  de  deux  nombres    approximatifs. 

Pnisqne,  dins  un  produit  de  diux  facteurs,  l'un  de  m  chiff;cs,  l'au- 
tre de  n  chiffres,  le  nombre  total  des  cliiffres  est  w  +  «  —  i ,  ou  m  +  n, 
et  qne,  dans  l'hypotlièse  où  le  dernier  chiffre  de  chaque  facteur  n'est 
qu'approximatif,  le  nombre  des  chiffres  du  produit  qui  doivent  être  ex- 
clus, comme  étant  généralement  fautifs,  est  (notent   i4)  exprimée  par  m 
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{m  c'tant  au  moins  égal  à  ni,  il  s'ensuit  neccssai reruent  que  le  nombre 
des  chiffres  du  produit  sur  lesquels  on  peut  compter ,  est  (n  —  i)  ou  n 
suivant  que  l'un  quelconque  des  Jacteurs  est  nu  n^est  pas  contenu 
dans  la  partie  à  gauche  du  produit,  prise  auec  autant  de  chiffres 
qu'il  y  en   a  dans  le  facteur    que  l'on   compare  au  produit. 

Lorsque,  iks  deux  facteurs  donnes,  celui  de  m  chiffres  est  exact,  et 
que  Tautrc  est  fautif  d'une  demi-unité  de  l'ordre  du  dernier  chiffie  à 
droite,  le  nombre  des  chiffres  du  produit  sur  lesquels  on  peut  comp- 
ter est  encore  n —  T  ou  n  ,  puisque  celui  des  chiffres  fautifs  est  (note, 
n°   i5)  reprcsenté  par  m. 

Ce  nouvel  c'noncc  ne  peut,  en  général ,  servir  à  priori  pour  1..  niuhiplica 
lion;  car,  avant  de  prononcer  si  le  nombre  c^fs  chiffres  dont  on  doit  tenir 
compte  dans  le  produit,  est  {n  —  i)  ou  n,  il  faut  connaître  les  premiers 
chiffres  à  gauche  de  ce  produit.  Mais  on  conçoit  qu'il  n-us  sera  d'un 
très  grand  secours  dans  la  division  oii  le  produit  est  donne  à  priori 
ainsi  que  l'un  des  facteurs. 

iS.  Dans  la  division  des  nombres  approximatifs,  on  peut  faire  trois 
hypothèses  :  Ou  le  dividende  seul  est  approximatif,  le  diviicur  étant 
exact  i  ou  le  diviseur  seul  at  approximatif,  le  dividende  étant  exact, 
on  bien  enGu,  le  dividende  et  le  diviseur  sont  tous  les  deux  approxi- 
matifs. 

Première  htpothèsf:.  —  Considérons  d'abord  deux  nombres  eniiers 
dont  le  premier  seul  soit  suppose'  en  erreur  d''une  demi-unité  de  l'ordre  des 
unités  simples^  et  concevons  que  le  quotient  de  leur  division  ait  été  dé- 
veloppé en  un  nombre  imléSni  de  chiffres  décimaux,  d'après  le  procédé 
conna. 

Appelons  ;«  le  nombre  des  cliiffrcs  du  divisenr,  n  io  nombre  des 
chiffres  du  quotient  (à  partir  dn  premier  chiffie  significatif  ;i  gauche) 
snr  l'ixaciitudc  desquels  on  peut  compter,  en  raison  de  l'cneur  qui  se 
trouve  au  dividende,  et  p  le  nombre  total  des  ciiiffrcs  du  divi.îende  qui 
ont  été  employés  h  la  détermination  des  «  chiffres  du  quotient.  Ce  nomlre 
p  peut  être  décomposé  en  deux  parties  /;',  p",  dont  la  première  est  le 
nombre  des  cliiffies  du  dividende  primitif,  et  la  seconde,  celui  des  zéros 
qn'on  a  été  obli.é  d'écrire  à  la  droite  de  ce  dividende  primitif  j  en  sorte 
que  l'on   a 

P  =  p'-T-  p'. 

Cela  posé,  si,  du  dividende  dont  le  nombre  des  chiffres  est  p,  l'on 
retranche  le  reste  correspondant  au  n'""  chiffre  du  quotient  (lequel  reste 
ne  peut  avoir  que  m  chiffres  au  plus),  la  différence,  composée  ('gaiement 
de  p  chiffres,  est  égale  aa  produit  des  m  cliiffres  du  diviseur  par  les  n 
chiffres  du  quotient;  et  l'on   a,  en  vertu  du  principe  établi,  note  n°  i3, 

p* -h  p"  =^  m -i- n  —  i,     on     p' -i- p"  =  m-j-n  , 
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saiv.';nt  qae  les  m  cuiffi'es  du  diviseur  sont  oa  ne  sont  pas  contenus  dans 

les  m  picmicrs  cIiiEcs  à   gauclie  du  dividende. 

Or,  i^insfuic  le  diviseui  est  sii]>jjose  un  facteur  exact,  il  s'ensuit 'n"  i5) 
que  !c  nomin-e  total  des  clîifftes  fiiuiifs  du  produit  du  diviseur  par  le 
quotient,  est  exprime  par  ni.  D'ailleurs,  il  est  aussi  rrptésenle  par  p"  -f-i, 
puisque,  par  hypoiîicsc,  le  dernier  cbifFre  du  dividende  primllif  e»t 
inexact,  et  que  les  chiffres  siuvans,  en  nombre  p",  sont  eux-mêmes 
inexacts.  On  a  donc  m=.p"+t;  ce  qui  donne  par  la  substitut  on  de 
cette  valeur   de  m  dans  les  deux  relations  précédentes, 

p'  =  i  +  n  —  I  =r  n ,  d'où  n  =  p' , 

ou  bien  p'  =.  \  -\-  n,     d'oîi     n  =  p' —  1. 

Concluons  de  là  que  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  sur  lesquels 
on  peut  compter ,  est  égal  au  nombre  des  chiffres  du  dividende  pro- 
posé, ou  h  ce  nombre  moiss  us,  5uâv.-7?f  que  le  difiseur  est  on  n'est 
pas  contenu  dans  les  m  premiers  chiffres  du  dividende  (h  partir  du  pre- 
mier ci'.iffre  significatif  à  gauche;. 

ig.  DcveloppDnS  cette   rcj^ie  sur  des  exemples. 

Soit,  en  premier  lieu.  a.  diviser  S^^Sfô"  j-ar  5S38  ;  ic  diviseur  étant 
exact,  et  le  dernier  cliiffie  à  droite  du  dividende  ttant  ou  pnnviini  ct;c 
en  erieur  d'une  demi-unité. 

Comme  le  diviseur  n'est  [as  contenu  dans  les  quatre  premiers  cliififrcs 
à  j;:iucli<;  du  dividende  ,  et  que  ctlui-ci  renferme  sept  cbiffres ,  il  s'en  • 
suit  <,nï,  dans  l'opt'raiion ,  l'on  pourra  tenir  compte  des  six  premiers 
ciiilTres  à  ganclie  du  quotient.  D'ailleurs,  il  est  évi  lent  que  la  [laitie  en- 
tière de  ce  quotient  doit  renfermer  trois  chiffres.  Donc  le  quotient  peut 
être    calcule   a  0,001   près. 


3745687 
36288 
24607 

2o55o 
3636o 

25320 

2768 


5638 


664,364 


Le   quotient  cherche   est  GG4,36}  h    moins   de  un  demi-millième  piês. 

On  voit,  eu   effet,    que   !•;  dernier   cliiffie   du    (!ivii!<-ndc    profiosé   étant 

fautif  d'une  demi-unité  simple,    et  le  diviseur  étant  plus  grand  que  1000, 

.     ,                0,001 
l  erreur  commise  est  momare  que  . 

Il  y    a    plus,    comme  le  double   de  5638  surpasse    loeoo,   on  poijnait 
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pousser  ropc'ralion  jusqu'aux  loooo""";  et  IV.n  aurait  la  valeur  du  ijn<s» 
tient  à  moins  de  un  clijr-niillicnie  jucs,  ?.];iis  celte  circcnstante  n'esi  qu'ac- 
ridentellc,  et  l'on  ne  doit  jam;iis  conip'er  que  sur  les  chifFrrs  donnes  Ti;.r 
la   lèylc   précédente. 

S'iit,  pour  noiixel  exemple,  à  diviser   873  par  37G5847- 

Puisque  le  dividende  a  trois  chiffres ,  et  que  le  diviseur,  qui  eu  :\  sepr , 
est  contenu  dans  8730000 ,  i!  s'ensuit  que  le  nombre  des  cliifFres  tlu  quo- 
tieut  <Iont  il  est  permis  de  tenir  comple,  est  trois.  D'un  autre  côte, 
comme  on  doit,  pour  commencer  la  division,  eciire  quatre  zéros  &  la 
droite  du  dividende,  il  faut  que  le  cîiiffre  désunîtes  et  les  trois  premiers 
chiffres  décimaux  soient  des  zéros.  Le  dernier  chiffre  h  droite  exprime 
donc  des  millionièmes. 

Le  diviseur  étant  d'ailleurs  compose'  d'un  assez  arand  nombre  de  rliif- 
fres  ,  il  y  a  lieu  d'appliquer  ici  la  metiiode  abrégée  dL-  la  division  (iioien"  7). 

On  trouve  ainsi   pour  resuhar    o,  000232   h    un  demi-niillionicme  près. 

Prêtions,  pour  troisième  ereniple,  87,5  h  diviser  par  o,2i)-^3.  Le  di- 
vidende .'lyant  trois  cliiîTres,  it  le  diviseur,  abstra- li'in  faite  de  la  \irgiile, 
étant  contenu  dans  les  quatre  jjremiers  cbif/res  du  liivideirdc,  il  s'ensuit 
que  l'on  pourra  tenir  coniple  <!c  trois  ciiiffres  ;.u  quolient.  D'un  anirc 
côte,  comme  la  division  <les  deux  noriiljrts  proposes  revient  h  celle  de 
376000  par  29S3,  qui  donne  trois  chiffres  {our  la  partie  entièii.- du  «juo- 
[icni,  il  en  rc^uhe  que  le  quotient  deman'e  ne  peut  être  obtenu  au  plus, 
qn'h  moins  d'une  demi-unité  près. 

En  divisant  370000  par  2980,  on  obtient  12G  pour  rcsnliat;  et  il  n'ost 
pas  permis  de  pousser  plus  loin  ToperLition. 

IV.  B.  Dars  cet  exemple,  con  me  l'opération  a  ete  ramenée  à  la  di- 
vision de  37^000  par  î9-3,  et  quj  1;  diviseur  surpasse  1000,  on  pour- 
rait croire  que  l'ernnr  commise  au  quoliint,  doit  être  moindre  queo,oor. 
Mais  observons  que,  pour  iamen.;r  la  divisicn  à  cet  état,  il  a  fallu  mul- 
tiplier 37,5  par  loooo  ,  ou  376  pjr  1000  j  doue  l'erreur  du  dvrnier  chilïie  5 
a  ete  elle-même  mult'p'.iee  pir  1000;  et  l'on  peut  s -ulement  affirmer  que 
Tirreur  conimise  au  quotient,  (St  moindre  que  la  moitié  de  0,001  X  1000, 
ou   moindre    qu't/«e  dcTiii-unité  de  Toidre  des  entieis. 

ao.  Secokue  hypothèse.  Soient  A  et  a  deux  nombres  entiers  à  diviser 
l'un  par  l'autre,  m  le  nombre  des  chiffres  du  diviseur  a,  dont  le  lieruicr  fi 
droite  peut  être  fautif  d'une  ilemi-unite  (en  plus  ou  en  moins).  Proposons- 
nous  d'abord  de  déterminer  uue  limite  de  l'erreur  commise  quanil  on  cal- 
cule avec  un  certain  nombre  de  cliifl'res  le  quotient  q. 

\  A.  A 

On  a  évidemment  ^  ou  —  <^  ■ ,  mais  >■  ;  d'où  ,  en  dc'sii'nanl 


p?.r  e  l'erreur  commise  quand  on  prend  soit 


a  -f - 
2 

A 


a a  -{- 
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leur  de  q, 

e< ;    <     - 

a a  -\ —         a" 

L'xmessiou  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 
e  < .-    ^ 


—  ou  e  < 

— ^-^— , 

I 

1 

a r 

4« 

4« 

Ce  itsuliat  démontre  que  l'erreur  n'influera  pas  (ruuo  unité  sur  le  dernier 
chiffre  du  quolitnt,  tant  que  Ton  aura  q<Ca.  Or,  pour  que  ctla  soit,  il 
faut  et  il  huîTn premièrement  que  le  quotient  chcrclie  ne  renferme  pas  pins 
de  m  cbiffies.  En  second  lieu  ,  ce  nombre  sera  ni  ou  m —  i ,  S!iivant  que  les 
m  chiffres  du  quotient  formeront  un  nombre  plus  petit  ou  plus  grand  que 
les  711  chiffres  du  diviseur. 

Concluons  de  là  gene'rah^ment  que,  toutes  les  fois  que  le  diviseur  est  ap- 
proximatif, le  dividende  étant  exact,  le  nombre  des  chiffres  du  quotient 
sur  lesquels  on  peut  compter,  est  <^gal  au  nombre  des  chiffres  du  diviseur, 
ou  à  ce  nombre  moiks  vu  ,  suivant  que  les  m  chiffres  obtenus  au  quotient 
forment  un  nombre  p'us  petit  ou  plus  {^rand  que  le  diviseur. 

Appliquons  celle  règle  à  quelques  exemples.  Soit,  pour  premier  exemple, 
h  diviser  547  par  87G9. 

Comme  le  premier  cliiiTre  h  gauclie  dn  quotient  doit  être  un  6  ,  il  s'ensuit 
nécessairement  que  les  quatre  premiers  du  quotient  foi  nieront  un  nombre 
moindre  que  le  diviseur.  Ainsi,  d'après  la  règle  précédente,  on  peut  calculer  le 
quotient  avec  quatre  chiffres. D'ailleurs,  la  réduction  de  ce  quotient  en  déci- 
males ne  donne  ni  unités  simples,  ni  dixièmes;  donc  il  peut  être  é\aluc 
avec  cinq  chiffres  décimaux,  et  l'on  obtient  o,or)a37,  ou  plutôt  o,o6538 
(  parce  que  le  chiffre  suivant  serait  un  8)  pour  le  quotient,  à  moins  d'i/n 
demi-cent-millième  près. 

Soit ,  pour  second  exemple,  547  ^  diviser  par  i54S.  Ici ,  le  premier  chiffre 
h  gauche  du  quotient  doit  être  un  3,  ce  qui  prouve  que  les  <7i/rti/e  premiers 
chiffies  du  quotient  formeraient  un  nombre  supérieur  au  diviseur  ;  donc  , 
d'après  la  règle  précédente,  on  ne  doit  tenir  compte  que  de  fro«  chiffres. 
D'ailleurs,  la  partie  entière  de  ce  quotient  réduit  en  décimales  est  un  o. 
Ainsi  l'on  peut  obtenir  sa  valeur  h  moins  de  o,coi  près;  et  ron  trouve  o,553 
pour  le  résultat  demandé. 

Considérons  actucllemint  deux  fractions  décimales;  et  soit,  pour  troi- 
sième exemple ,  '.t3,47<)  ''  J'^'^er  par  534,7890). 

Comme  le  diviseur  a  sept  chiffres,  et  que  !e  premier  chiffre  ."i  gauche  du 
quotient  sera  un  4  >  d  s'ensuit  que  le  quotient  peut  avoir  sept  c!iiffres(à 
partir  du  premier  chiffre  signilieaiif  à  gauche)  sur  lesquels  ou  peut  compter. 
D'un  autre  côté,  puisqu'il  faut  évidemment  écrire  trois  zéros  pour  com- 
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tnenccr  la  division,  ce  qui  prouve  que  le  chiffre  des  unités  et  celui  des 
dixièmes  sont  des  zéros,  il  en  résulte  nécessairement  que  le  quotient  aura 
huit  chiffres  décimaux.  Ainsi ,  dans  cet  exemple,  on  pourra  se  proposeï 
d'évaluer  le  quotient  h  moins  de  0,00000001  près. 

En  effet,  si,  en  conservant  le  même  dividende  23,:j79,  on  prend  snccessi- 
vemcrit  pour  diviseurs  les  nombres 

534,78955  ,  . ...  534,7896,  ....  534,  7S965, 

et  qu'on  applique  la  méthode  abrégée  du  no  7  ,  on  trouvera  pour  résultats 
respectifs 

0,04440812^,  ...  0,044408x1^,...  0,0444081 1;^  ; 

ce  qui  prouve  que  0,0444°^'^  est  la  valeur  du  quotient  à  moins  d'un  demi- 
cent-millionième  près. 

31.  Troisième  et  dernière  hypothèse.  Enfin,  si  le  dividende  et  le  divi- 
seur sont  fautifs  dans  leur  dernier  chiffre  à  droite,  le  nombre  des  chiffres  du 
quotient  sur  lesquels  il  est  permis  de  compter,  est  égal  au  plus  petit  des 
deux  nombres  que  fournissent  les  règles  relatives  aux  deux  premières- 
hypothèses. 

Proposons-nous  ,  pour  premier  exemple ,  de  diviser  356,3749  par  2,47936. 

La  lègle  du  n°  18  donnerait  sept  chiffres  j  mais  celle  du  n»  20  en  donne 
six  (  puisque  le  premier  chiffre  à  gauche  du  quotient  est  i)  ;  donc  le  nombre 
des  chiffres  do  quotient  sur  lesquels  il  est  permis  de  compter  est  six.  D'un 
autre  côté,  la  partie  entière  du  quotient  doit  renfermer  ?row  chiSrcsi  ainsi 
l'on  ne  peut  évaluer  ce  quotient  qu'à  moins  d'u/z  millième  près. 

La  division  étant  effectuée,  on  obtient  pour  résultat  i43,736. 

So\t ,  pour  second  exemple ,  ^  d'mszt  le  logarithme  de  i5  par  le  loga- 
rithme de  7. 

On  trouve  dans  les  tables  de  logarithmes 

log  i5  ^  1 ,  17609    et    log  7  =  0,84510. 

(Ces  deux  logarithmes  sont  exacts  à  moins  d'nne  demi-unité  près  de 
l'ordre  du  5®  chiffre  décimal.  ) 

Or,  l'application  de  chacune  des  deux  règles  à  cet  exemple,  donne  égale- 

lement  cinq  pour  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  sur  lesquels  on  peut 

compter.  D'ailleurs,  la  partie  entière  doit  évidemment  avoir  un  seul  chiffre 

significatif;  donc  ce  quotient  peut  être  obtenu  à  moins  d'u«  dix-millième 

près,   et  l'on  trouve 

logi5        117609 

1 =  -Q,g       =  1,3916. 

log 7  84510  ^ 

JN.  B.  Cette  dernière  question  sert  de  base,  en  Algèbre,  à  la  résolution 
des  équations  exponentielles.  {Ployez  d'ailleurs  le  n»  277  de  V Arithmétique.) 

22.  Il  nous  reste  encore  h  traiter  de  Vextraction  de  la  racine  carrée  des 
nombres  approximatifs. 
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Considérons  d'abord  un  nombre  entier  qaclconcpe  A  ,  dont  le  dernier 
cbiffre  à  droite  soit  en  erreur  d'une  demi-unité  ;  et  concevons  que  sa  racine 
carrée  ait  été  développée  en  un  nombre  indéfini  de  chifires  décimaux 
d'après  le  procédé  connu.  Appelons  n  le  nombre  des  cbiflfres  de  cette  racine 
sur  lesquels  on  peut  compter,  et  j>  le  nombre  total  des  chiffies  du  carré 
employés  à  la  détermination  des  /;  chiffres  de  la  racine.  Il  peut  se  présenter 
deux  cas  :  —  Ou  le  nombre  des  chiffres  de  A  est  impair,  on  bien  il  est  pair. 

Dans  le  premier  cas,  comme  il  résulte  de  Ja  nature  même  du  procède'  de  la 
racine  carrée  d'un  nombre  entier,  que  les  n  premiers  chiffres  à  gauche,  de 
la  racine  ,  forment  un  nombre  moindre  que  les  n  premiers  chiffres  h  gauclie, 
du  carré,  on  a  nécessairement  (n"  î3) 

p::^2n  —  i  =  /i-i-  n  —  I 

ou  ,  en  désignant  par  p'  le  nombre  des  chiffres  de  A ,  par  p°  le  nombre  dis 
zéros  écrits  à  la  droite  de  A  pour  la  détermination  des  n  pnmicis  chiffres  de 
la  racine, 

p'  +p"  =  n  +  n—  1. 

Observons  maintenant  que,  dans  la  multiplication  de  la  racine  par  elle- 
même  (le  dernier  chiffre  étant  supposé  fautif  d'une  demi-unité),  le  produit 
renferme  (  n"  ï^)  n  chiffres  inexacts.  D'un  autre  côté  ,  le  nombre  des  chiffr»  5 
inexacts  de  ce  même  produit  est  exprimé  par^"-f-  i,  puisque  le  dernier 
chiffre  de  A  est  inexact,  et  qu'il  en  est  de  même  des  p"  zéros  écrits  h  la 
droite  de  A  5  ainsi  l'on  a  n  r=p'-4-  i  j  et  l'égalité  précédente  devient 

p' -{- p"  ■=^  p" -\- i -\- n  —  15     d'où     n  =  p'. 

Dans  le  second  cas,  comme  les  n  premiers  chiffres  à  gauche,  de  ia  racine, 
forment  au  contraire  nn  nombre  plus  grand  qnc  les  n  premiers  ciiiffres  i  gau- 
che ,  du  carré ,  on  a  entre  p  et  n  la  relation 

p  =:.in  =  n  +  n, 

ou,  remplaçant  comme  ci-dessus  p  par  p'  -hp",  et  observant  que  le  nombre 
des  chiffres  inexacts  du  carré  de  la  racine  est  également  exprimé  par  n  et 
par  p"  +  I , 

p'  +  p"  =  p" -)-  I -J- n;     d'où     n^=.p'  —  i. 

Donc  règle  générale  :  Le  nombre  des  chiffres  sur  lesquels  on  peut  comp- 
ter dans  le  direloppement  de  \/ A  en  décimales,  est  égal  au  nombre  des 
chiffres  de  A,  ou  a  ce  nombre  moins  un,  suivant  que  A  renjernxe  un  nom- 
bre IMPAIR  ou  un  nombre  pair  de  chiffres. 

23.  N.  B.  —  La  règle  précédente  ne  souffi-e  aucune  restriction  tant  que  le 
nombre  des  chiffres  de  A  est  impair.  Mais  si  ce  nombre  est  pair,  elle  est  sus- 
ceptible d'une  modification  fort  importante. 

Pour  le  reconnaître,  augmentons  it  diminuons  successivement  A  d'une 
demi-unitc  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  à  droite;  et  proposons-nous  d^ëva- 
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loer  la  dtfierencc  A  qni  existe  entre  V/  A  H —  et  W  A . 

On  a  ,  d'après  les  règles  de  l'algèbre , 

K  cianl  nne  très  peliw  fracti«i)  que  Ton  peut  négliger  Tis-à-vis  de . 

3    t/ 


Ainsi  la  diffe'rence  A  est  réellement  reprcsentce  par  l'expression 


VA 


Ceci  de'montre  que ,  si  l'on  développait  */a  +  - et  \/A  — -  en  déci- 
males d'après  le  procédé  conaa,  lesdenx  développemens  auraient  une  partie 
coDomune  telle    qne  l'unité  du  dernier  chiffre  à  droite ,  de  cette  partie,  serait 


moindre  qne      ,  ,-—• 
^       aV/ A 

Cela  posé,  soit  d'abord  A  composé  d'an  nombre  impair  déchiffres  exprimé 
par  2p+  1  j  ce  qai  suppose  p-f-  i  tranches  de  deux  chiffres  (dont  la  première 
à  gauche  n'en  renferme  qn'uii  ),  On  pourra,  après  avoir  calculé  les  p+i 
premiers  chiffres  de  la  racine,  d'après  le  procède  ordinaire,  déterminer  les  p 
chiffres  snivans ,  soit  par  ce   même  procédé,  soit  par  la  méthode  abrége'e  du 

n»  8:  et  l'erreur  commise  étant  moindre  que  ,   n'influera  pas    d'nue 

unité  snr  le  chiffre  du  rang  ip-\~\.  Ainsi,  dans  ce  cas,  on  pourra  compter 
sur  3p-4-i  chiffres. 

Maintenant  ,  si  A  renferme  an  nombre  pair  de  chiffre»  ip ,  on  sera 
sûr  de  l'exactitude  des  p  chiffres  suivans  que  donne  la  méthode  abré- 
gée si  l'on  a ^z  moindre  que  —  ;   et  cela   a   lien    quand    le   premier 

chiffre  à  ganche  de  yA  est  égal  ou  supérieur  à  5.  Or  cette  dernière  circons- 
tance se  rencontre,  ainsi  qu'il  est  aise  de  le  reconnaître,  toutes  les  fois  que  la 
première  tranche  à  gauche,  du  nombre  proposé,  est  23  ou  supérieure  à  aS. 

Concluons  de  là  que,  dans  le  cas  où  le  nombre  des  chiffres  de  A  est  pair, 
le  nombre  des  chiffres  sur  lesquels  on  peut  compter  est  égal  au  nombre 
des  chiffres  de  A,  ou  à  ce  nombre  Moiirs  vu,  suivant  que  la  première 
tranche  à  gauche  est  égale  ou  supérieure  à  a5,  ou  bien,  est  moindre  que  a5. 

1^.  Premier  exemple.  Soit  à  extraire  la  racine  carrée  du  nombre  57806, 

Comme  ce  nombre  a  citî*^  chiffres,  il  s'ensnitqne  sa  racine  carrée  pentclrc 

calculée  avec  cinq  chiffres;  et  puisque  la  partie  entière  doit  en  renfermer  trois, 

cette  racine  peut  être  obtenue  h  moins  d'un  centième  près.  On  trouve  ainsi 

ponr  résultat  240,41  on  plutôt  340,43,  parce  que  le  chiffre  suivant  serait  no  8. 
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Second  exemple. —  On  demande  la  racine  carre'e  da  nombre  73854986. 

Ce  nombre  ayant  huit  chiflFres ,  dont  les  deux  premiers  à  gauche  surpassent 
a5,  il  s'ensuit  (n°  21)  qu'on  peut  calculer  huit  clùlrres  à  la  racine  j  et  comme 
la  partie  entière  doit  en  renfermer  quatre,  la  racine  peut  être  obtenue  à  moins 
d'un  dix-miliième  près. 

On  obtient  ainsi  f  593,8924  pour  la  racine  demandée. 

Considérons  actuellement  des  fractions  décimales. 

Troisième  et  quatrième  exemple.  —  Soit  à  évaluer  y  8,256479  et 
V/23, 567846. 

Il  faut  d'abord ,  en  vertu  de  la  règle  e'tablie  n»  186,  faire  .ibstraction  delà 
TÏrgule,  puis,  après  avoir  obtenu  la  racine,  diviser  chacun  des  deux  résultats 
par  1000. 

Or,  dans  la  recherche  des  racines  carrées  de  8256479  et  de  2356784'^,  l'ap- 
plication de  la  règle  n°  23  donne  sept  pour  le  nombre  des  chiffres  dont  il  est 
permis  détenir  compte.  D'ailleurs,  la  partie  enUère  de  la  racine  cariée  de 
chacnn  des  nombres  proposés  ne  doit  avoir  qu'u«  seul  chiffre.  Ainsi  les 
racines  peuvent  être  obtenues  chacune  avec  six  chiffres  décimaux. 

On  obtient  ainsi  \/  8,256479  =  2,873409  > 

et  \/23,567S,j6  =  4,854673. 

Cinquième  et  sixième  exemple.  —  Soit  à  évaluer  v  6j73543  et 
V/47,37596. 

On  doit  d'abord ,  conformément  à  la  règle  du  n»  186 ,  rendre  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  pair  en  plaçant  an  zéro  à  la  droite  de  chacun  de  ces  nom- 
bres, puis,  après  avoir  fait  abstraction  de  la  virgule,  et  extrait  les  racines 
carrées  des  deux  nombres  résultans,  6735430  et  47375960  ,  diviser  ces  racines 
par  Ï.OOO. 

Or,  dans  la  recherche  delà  racine  de  673543o,  comme  la  première  tranche 
à  gauche  de  ce  dernier  nombre  n'a  qu'un  seul  chiffre,  il  fant  appliquer  la 
première  partie  delà  règle  n°  22,  en  ne  tenant  pas  compte  toutefois  <iu  dernier 
cTiiffre  à  droite,  qui  est  tout-à-fait  inexact;  et  le  nombre  de  chiffres  dont  il 
est  permis  de  tenir  compte  à  la  1  acine  est  six.  D'ailleurs,  la  partie  entière  de  la 
racine  carrée  du  nombre  proposé  nedoit  avoir  qu'un  seul  chiffre.  Donc  enfin, 
la  racine  dcmandJe  peut  être  calculée  avec  cinq  chiffres  décimaux;  ce  l'on  a 

V/ 0,73543  =  2,59527. 

De  même ,  comme  dans  la  recherche  de  la  racine  de  47375960 ,  la  première 
tranche  à  gauche  de  ce  dernier  nombre,  est  composée  de  </eux  chiffres,  il  faut 
appliquer  la  règle  du  n"  23,  en  n'ayant  aucun  égard  au  dernier  chiffre  h 
droite,  qui  est  tout-à-fait  inexact  ;  tt  le  nombre  des  chiffres  dont  il  est  permis 
de  tenir  compte  h  la  racine  est  sept  (  puisque  la  première  tranche  à  gauche  siy:- 
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passe  25).  D'ailleurs,  la  partie  entière  delà  racine  du  nombre  propose  ne 
peut  avoir  qu'un  seul  chiffre.  Ainsi,  cette  racine  peut  être  calcak-e  avec  six 
chiffres  décimaux  j  et  l'on  a 

\/47, 37596  =  6,883oao. 

JY.  B.  On  peut  vérifier  aisément  l'exactitnde  des  résultats  obtenas  dans  les 
exemples  précédens,  en  augmentant  et  diminuant  d'une  demi-unité  le  der- 
nier chiffre  de  chacun  des  nombres,  puis  opérant  successivement  sur  chacun 
des  nouveaux  nombres. 

30.  Remarques.  —  1°.  De  l'analyse  des  quatre  derniers  exemples,  il  résulte 
une  conséquence  fort  importante,  c'est  que,  toutes  les  fois  que  la  partie  en- 
tière d'un  nombre  fractionnaire  décimal,  dont  on  demande  la  racine  carrée, 
est  composée  à"*  un  on  Ae  deux  chiffres  seulement,  le  nombre  total  des  chif- 
fres décimaux  dont  il  est  permis  de  tenir  compte  h  la  racine,  est  au  moiics 
égal  au  nombre  des  chiffres  décimaux  que  renferme  la  fraction  proposée, 
a".  Quand  la  partie  entière  du  nombre  proposé  renferme  plus  de  deux 
chiffres  ,  le  nombre  des  chiffres  décimaux  dont  il  est  permis  de  tenir  compte 
à  la  racine,  surpasse  toujours  celui  des  chiffres  décimaux  que  contient  le 
nombre  proposé. 

Soient  n  le  nombre  des  tranches  de  deax  chiffres,  que  renferme  la 
partie  entière  du  nombre  proposé  (  la  dernière  tranche  à  gauche  pouTant 
n'avoir  qu'un  seul  chiffre,  et  p  le  nombre  des  chiffres  décimaux  contenus 
dans  le' nombre  proposé.  Le  nombre  total  des  chiffres  décimaux  dont  il 
est  permis  de  tenir  compte,  est  exprimé  généralement  par  n  —  i  -f-  p. 

(Ce  nombre  est  n-j- p  quand  la  première  tranche  à  gauche  est  de  deux 
chiffres  et  surpasse  aS.  ) 

3°.  Lorsqu'au  contraire,  il  s'agit  d'une  fraction  décimale  proprement  dite, 
le  nombre  des  chiffres  décimaux  dont  il  est  permis  de  tenir  conspte  à  la  ra- 
cine, peut  être  moindre  que  le  nombre  des  chiffres  décimaux  de  la  frac- 
tion proposée;  et  cela  a  lien  quand  les  chiffres  qui  suivent  immédiatement  la 
virgule  sont  des  zéros,  ou  bien  quand,  le  nombre  des  chiffres  décimaux  étant 
pair,  la  première  tranche  à  gauche  est  inférieure  à  i5. 

Dans  tout  autre'cas  ,  le  nombre  des  chiffres  décimaux  est  le  même  que 
celui  du  nombre  proposé. 

36.  C'est  sur  cette  dernière  remarque  que  sont  fondés  les  calculs  rela- 
tifs à  la  détermination  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;  et  pour 
ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  théorie  des  approximations  numériques,  nous 
terminerons  par  le  développement  de  la  métboiie  des  polygones  réguliers 
isopérimètres.  Cette  méthode,  qui  se  trouve  exposée  dans  la  Géométrie 
de  M.  Vincent ,  résume ,  en  quelque  sorte ,  tous  les  principes  établis  dans  la 
note  précédente. 

Soient  R,  r  le  rayon  et  l'apothème  du  carré  dont  le  côte  est  égal  à  i; 
R',  r'  le  rayon  et  l'apothème  de   l'octogone  l^régulicr  isopérimètre  avec  le 
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carré  ;  R",  t"  le  rûyôn   et  l'apothème  du  polygone  régnlit;r  de  icize  côlcs , 
îsope'rimètre  avec  les  deux  pfécedensj  el  ainsi  de  suite. 
On  a,  d'après  la  méthode  précitée ,  les  formules 

/=^',     R'=  V"^- 

Cela  posé  ,  puisque  i  est  le  côté  du  carré ,  -  y'a  et  -  *ont  les  valeurs  de  R. 

2  2 

et  de  r.  Ainsi  l'on  a 

R=a  -v^2  =  0,705106781     (V2=i,4i42i3562,  noten°8), 

r=±  i       =o,5i 

R  +  r 
ce  qui  donne  r'  = =  o, 6o355339o. 

R' =  V^Rr'  =:  4/0,707106761x0,603553390? 

Pour  effectuer  ce  dernier  calcul,  observons  que  chacun  des  deux  facteurs 
sous  le  radical  étant  exact  h  moins  d'u«e  demi-unité  de  l'ordre  du  dernier 
chiffre  à  droite,  le  produit  correspondant  peut  être  lui-même  (n"  i^)  évalué 
a  moins  d'une  unité  de  l'ordre  de  ce  dernier  chiffre,  d'après  la  méthode 
abrégée  du  n"  a.  Ainsi  l'on  obtient  d'abord 

R'  =  V/o, 426776695. 

Maintenant,  puisque  le  nombre  dont  il  s'agit  d'extraire  la  racine  carrée 
est  nne  fraction  décimale  dont  la  première  tranche  h  gauche  surpasse  25,  il 
s'ensuit  (note  n'  a3)  que  cette  racine  peut  être  obtenue  avec  neuf  chiffres 
décimaux;  et  en  appliquant  la  méthode  ordinaire  pour  la  détermination  de» 
cinq  premiers  chiffres,  puis  la  méthode  abrégée  du  n°  8  pour  les  quatre 
soivans ,  on  trouve 

R'=o,653a8i482. 

Passbnt  h  la  détermination  de  R"  et  de  ;•".  On  a 

„        R'  +  r'        o,6o35533qo  +  o,65328i48a  ^  q,     ,  .. 

r    = =     '  .  r* : ! 2 —  =   0,0204  174JU, 


et      R"  3=    l/R'r"   —   V^o, 6532» 1 4»2  x  0,638417436  , 
et  en  opérant  sut  cette  expression  comme  sur  celle  de  R',  ou  trouve 
R"  =  0,640728862. 
£t  ainsi  de  suite. 
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Voici  d'ailleurs  le  tableau  des  opérations  poussées  jusqu'aux  rayons  R"" 
i  r""  : 

Côté  du  carré  égal  à  i. 


R  +  / 


0,707106781 
o,5ooooooo 

0,603553390 


R'  =  l/R.r'       =  o,653a8i483 

R'-f-/ 
r'     =  ^^-^  =z   0,628417436 


1,207106781, 

1,266834872, 
1,269146298, 


R*  =  \/R'.i"  =  0,64072886a 

«  _R"-f-'-" 


=;  0,634573149  1        a     ^ 

'    ^  ■'  ^^  y   1,272216726, 


R"  =  V^'i"  =  0,637643577 

>""  =  ^ —       =  o,636io8363 

3 

R'^    =  V/r/TT"  =  0,636875507 

R'"+r" 


1,2729^870, 


0,636491935  !  1,2731756^7, 


R'  =\/^".r^  =0,636683692 


r^'  =.£_±^1 


^    =  o>6365878.3  I  ^^.^j.^jse^^ 

R"  =5  V/rV  r"  =  0,636635751  J 


VII 

r 

3= 

R"  +  r' 
2 

I 

R^" 

YUl 

V^R". 
R"'+r^ 

11 

a 

R''"+r' 

riii 

3 

=  0,636611782 
=  0,636623766 

=:  0,636617774 
=r  0,636620770 
=  0,636619272 

V^R"'"  .  r"'       =  0,635620031 


1,273235548, 


1,273238544» 


1,273239393, 
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pu         I  IX  . 

/•'  = =  o,6366id646  | 

_i \   1,373239479, 

R'    =   Ï/r"  .   r^         =  o,636Gi()833  ) 

r"   = =  0,636619739   I  ^  o  r  f 

'    1,273239515, 


R''    =   \/r^   .    r"  =  0,686619785 

R^'  -;-  r*' 

r'"=   ZlL.  =0,636619762 

R*"  =   V^R^'  .   r"'  =  0,636619774 

,.""  =  il ±_'_  =  0,636619768 


1,173239536. 


1,273239539. 


R"""  =  V^R'"  .  r^'"  =  0,636619771  ) 

Il  résulte  de  l'inspection  des  valeurs  de  r^'"  et  deR""  que,  si  '  On  néglige 
le  dernier  chiffre  à  droite  dans  chacune  d'elles,  on  a  0,63661977  pour  la 
valeur  de  chaque  rayon,  à  moins  d'une  demi-unité  de  l'ordre  du  derniet 
chiffre  à  droite. 

Divisant  maintenant  le  périmètre  constant  4  par  le  nombre  approximatif 
0,63661977,  et  appHquant  la  règle  du  n°  20,  on  trouve  6,283 1853  pour  le 
rapport  de  la  circonférence  au  rayon,  à  moins  de  0,0000001  près,  ou 
biea 

3,1415926 

pour  le  rapport  de   la  circonférence  an  diamètre. 

JY.  B.  Il  est  à  remarquer  que,  pour  obtenir  ce  rapport ,  à  moins  d'une 
unité  d'un  ordre  décimal  déterminé,  il  est  nécessaire,  en  suivant  la  marche 
précédente,  de  calculer  d'abord  les  rayons  avec  deux  chiffres  décimaux  de 
plus  qu'on  ne  vent  en  avoir  au  résultat.  On  pousse  les  opérations  jusqu'à  ce 
que  les  deux  rayons  ne  diffèrent  l'un  de  l'autre  que  d'une  quantité  moindre 
que  la  moitié  de  l'unité  de  l'ordre  de  l'avant-dernier  chifire  à  droite.  On 
néglige  alors  le  dernier  chiffre;  puis  on  divise  le  périmètre  constant  par  la 
valeur  de  l'un  des  rayons ,  abstraction  faite  de  ce  dernier  chiffre ,  et  en  ren- 
forçant ,  s'il  y  a  lieu ,  l'avant-dernier. 
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L'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures  a  été  fondée  en  novembre  1829. 
L'expérience  acquise  aujourd'hui  permet  de  s'adresser  à  la  France  avec 
moins  de  réserve  qu'à  l'époque  où  les  idées  qui  lui  serventde  base  n'exis- 
taient encore  qu'eu  projets.  L'Ecole  s'est  établie;  ses  professeurs  se  sont 
recrutés  de  la  manière  !a  plus  heureuse;  ses  collections  s'agi-andissent 
cliaque  jour;  le  nombre  des  élèves  va  toujours  croissant,  et  les  ingénieuri 
civils  qu'elle  forme  trouvent  la  carrière  utile  et  honorable  sur  laquelle 
nous  avions  compté  pour  eux. 

Si  tous  ces  projets  se  sont  accoraplis  ,  iualjjré  les  secousses  réitérées  de 
la  politique  et  d'une  épidémie  désastreuse,  c'est  qu'il  existe  une  force  de 
\ie  dans  cette  Ecole  si  jeune  encore,  qui  n'est  comprise  que  de  ceux  qui 
y  ont  passé.  Professeurs  et  éièves,  tous  animés  d'une  même  pensée, 
unis  comme  un  seul  homme,  marclient  avec  un  ensemble  que  rien  n'a 
pu  troubler;  tous  ont  rivalisé  de  dévouement  et  d'abnégation  quand 
l'Institution  naissante  a  paru  menacée  par  les  événemens  publics. 

C'est  que  l'Ecole  Centrale  représente  un  principe  social  nouveau  ;  c'est 
qu'elle  n'a  jamais  eu,  et  qu'elle  ne  prendra  jamais  entre  les  mains  de  ses 
fondateurs ,  le  caractère  d'une  spéculation  privée,  et  que  chacun  s'y  dévoue 
comme  à  un  établissement  national  désormais. 

L'École  Centrale  élève  l'industrie  au  rang  des  arts  libéraux,  lui  donne 
un  centre  ,  une  faculté,  une  sorbonne  ,  d'où  sortent,  sous  le  nom  d'ingé- 
nieur,^ civils,,  les  nouveaux  docteurs  industriels.  Par  elle  une  jeunesse 
forte,  rudement  éprouvée  au  travail,  nourrie  d'un  enseignement  positif, 
se  répand  dans  nos  ateliers,  qu'elle  va  féconder  par  ses  soins  intelligcns. 

Un  jour  on  s'étonnera  sans  doute  que  les  éludes  industrielles  aient  pris 
si  tard  leur  place  dans  l'éducation  nationale,  que  leur  immense  inlluence 
sociale  ait  été  méconnue,  et  que  l'encyclopédie  des  arts  et  métiers  ait  ét^ 
s'enfouir  dans  la  poussière  des  hibliolhèqucs,  au  lieu  de  devenir  l'évangile 
d'un  nouvel  enseigneaient.  Qu'on  visite  l'Ecole  Centrale,  et  l'on  concevra 


(  4  ) 

qu'en  effet  la  tâche  élait  difficile.  II  fallait  réunir  les  sciences  industrielles 
en  un  corps  de  doctrine  ,  créer  des  niéiliocles  d'enseignement  à  leur  usa'^e, 
fermer  des  jjrofesseurs  dans  un  nouvel  esprit,  trouver  des  capitaux  pour 
fonder  un  établissement  digp.ede  son  but,  et  y  amener  des  éièves  uréls  à 
subir  les  chances  d'une  épreuve  longue  et  j^énible,  sans  résultait  assuré. 

Tout  cela  s'est  fait ,  parce  qr.e  'l'Ecole  Ceiilrale  est  une  néctv^silé  de  notre 
époque  et  de  nos  mœurs.  De  nombreux  élèves  ont  répondu  au  premier 
appel  fait  à  la  France,  el  si  quelques-uns  y  sont  venus  avec  une  résolution 
chancelante  ,  tous  ont  bientôt  été  maîtrisés  par  cet  enseignement ,  qui  ne 
s'appuie  que  sur  des  fails  et  qui  ne  conduit  qu'à  des  applications  d'une  in- 
contestable utilité  sociale. 

Ainsi  se  sont  évanouies,  deva-nt  les  résultats  de  l'espérience,  toutes  les 
objections  que  soulevait  la  pensée  première  d'une  semblable  création.  Les 
sciences  industrielles  se  sont  coordonnées;  les  professeurs  ont  été  réun-is; 
les  capitaux  n'ont  pas  manqué  ;  les  élèves  viennent  avec  cor. fiance  ,  et  se 
placent,  à  leur  sortie  ,  d'une  uianicre  avantageuse.  Tous  ces  résultats,  oui 
paraissaient  ciàraéi  iqnes,  ne  sont  plus  contestables. 

On  pourrait  dire  encore  que  l'École  Centrale  est  une  création  e'phé- 
mère,  l'eposant  sur  la  tête  de  ses  fondateurs  et  destinée  à  finir  avec 
eux,  par  cela  même  qu'elle  n'est  qu'un  éUiblisscmeril  particulier.  Mais 
si  l'on  examine  de  près  son  organisation,  qui  en  soustrait  la  marcheà  toute 
influence  individuelle,  et  qui,  parles  pouvoirs  attribués  au  conseil  des 
professeurs ,  a^ssimile  entièrement  l'Ecole  aux  établicsemens  publics  ,  celle 
objection  s'évanonîra  comme  les  premières. 

On  verra  ,  d'ailleurs ,  qu'à  mesure  que  les  élèves  sortent  de  l'École,  ceux 
en  qui  s'est  révélée  une  intelligence  spéciale  sont  placés  de  manière  à  com- 
pléter leurs  éludes  par  la  grande  pratique,  et  rentrent  plus  tard  à  l'Ecole, 
comme  professeurs,  pour  perpétuer  les  méthodes  d'enseignement  qui  les 
ont  formés. 

L'Ecole  Centrale  est  acquise  au  pays;  sa  perpétuité  est  assurée;  elle 
repose  sur  sm  organisation  et  sur  ses  propres  élèves.  11  faut  maintenant 
qu'elle  étende  le  bienfait  de  son  euseignem.ent  sur  les  jeunes  gens  intelli- 
gens,  mais  pauvres,  qui  ne  peuvent  l'aborder  sans  secours.  Tous  les  sacri- 
fices qu'elle  peut  s'imposer  à  cet  égaid ,  elle  les  accepte  sans  hésiter,  mais 
ils  sont  loin  de  suffire.  Que  les  départemens  achèvent  son  œuvre,  et  qu'un 
léger  subside  accordé  au  concours,  vienne  faciliter  les  éludes  <le  quelques 
jeunes  gens  dignes  de  cet  appui.  C'est  un  appel  que  des  hommes  dévoués  de 
cœurà  ungrand  intérêt  social, necraigncntj)ast]efaireà  la  conscience  publi- 
que ,certainsque  personne  ne  se  méprendra  sur  leurs  véritables  intentions. 

Les  élèves  de  l'Ecole  se  feront  partout,  nous  en  souinies  sûrs,  les 
avocats  de  ciitlc  noble  cajsc.  DDuucrà  un  jcuuîj  homme  pai;v:c  cl  capa- 
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We  les  moyens  de  développer  ses  facultés,  doter  le  pays  d'un  liomme 
industrieux  f[ul  saura  eu  tirer  de  nouvelles  richesses,  c'est  pour  les  admi- 
nislrations  départementales  une  bonne  actiou  et  un  bon  calcul. 

Déjà  ,  sur  un  rapport  nioliyé  fait  par  une  commission  clioisic  dans  son 
sein,  la  Société  d'Eucouragemont  a  décidé  qu'f.lle  accorderait  quatre  demi- 
bourses,  au  concours  ,  aux  jeunes  gens  qui  se  destinent  à  l'Ecoie  Centrale. 
Tel  est  le  système  que  i>ous  voudrions  voir  adopter  par  les  conseils  géné- 
raux de  département. 

On  nous  pei  nieltra,  dans  cet  intérêt  qui  est  sacré  à  nos  yeux,  de  faire 
connaître  en  ^ueUpies  mots  le  but  et  les  moyens  de  l'Ecole  Centrale  aux 
personnes  qui  pourraient  e-serccr  une  salutaire  influence  sur  de  telles  dé- 
libérations. Puissent  ces  détails  porter  la  conviction  dans  les  esprits,  et 
puissions-nous  bientôt  voir  l'Ecoîe  Centrale,  se  recrutant  dans  les  ateliers  , 
y  prendre  les  jeunes  artisans  que  leur  iulelligence  et  leur  conduite  ren- 
dent dignes  de  s'élever  au  rang  d'ingénieurs  civils. 

Pour  comprendre  le  bat  que  se  sont  proposé  les  fondateurs  de  l'École 
Centrale,  i!  suÊil  d'examiner  un  instant  la  nature  des  entreprises  indus- 
trielles et  les  cliiinccs  diverses  qu'elles  présentent,  sous  des  conditions  qui 
sendjlent  ne'anmoins  égaies.  1.63  catastropl'.es  qui  frappent  certaines  en- 
treprises, qui  en  éloignent  les  capitaîisies  et  qui  arrêtent  les  meilleurs 
projets,  sont-elles  difficiles  à  exph(]uer,  quand  on  voit  la  manière  dont  les 
professions  industrielles  se  recrutent?  La  direction  des  grandes  snécula- 
tions  est  presque  toujours  confiée,  en  efTet,  à  des  hommes  qui  n'ont  reçu 
aucune  éducation  professionnelle,  cl  qui  ne  peuvent  apprécier  ni  les 
moyens  dont  ils  disposent  lii  le  I:at  qu'ils  doivent  atteindre.  Ce  sont  des 
ouvriers  inlellîgens,  qui  possèdent  une  certaine  habitude  du  travail,  mais 
qui  manquent  de  principes  théoriques.  Ce  sont  des  jeunes  gens  poussés  par 
les  circonstances,  et  entrant  dans  celte  carrière;  préparés  par  dese'tudes 
purement  littéraires,  qui  les  laissent  sausreesources  contre  le  plus  léger  obs- 
tacle. Ce  sont  enfin  des  esprits  hardis,  qui,  doués  d'une  sorte  de  faculté  in- 
ventive,ont  abordél'induslrie  sansaucune  instriiclion  solideet  avec  le  seul 
secours  de  leur  imagination,  La  routine  aveugle  des  uns ,  qui  croient  le  savoir 
inutile  parce  qu'ils  ne  connaissent  que  la  j)ratique,  les  inventions  incom- 
plètes des  autres  viennent  partout  mettre  obstacle  à  la  production,  en  frap- 
pant de  stérilité  les  ressources  naturelles  du  pays,  ou  en  épuisant  ses 
forces  par  d'inutiles  efforts. 

La  plupart  des  jeunes  gens  qui  se  livrent  à  la  carrière  industrielle 
Tabordent  donc  sans  préparation.  Si  quelques-uns  veulent  se  livrer  à  des 
études  sérieuses, où  trouver  un  enseignement  complet,  comment  acquérir 
celte  éducation  professionnelle  dont  ils  ont  besoin?  Aucune  des  institu- 
tions de  l'Etat  n'y  a  pourvu. 
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Les  fils  de  manufaGturîei'S  se  contentent  des  notions  pratiques  acqi/lses 
dans  les  ateliers  de  leurs  pères,  et  introduisent  ainsi  une  sorte  d'lK>édité 
routinière  dans  notre  système  industriel  ;  étrangers  aux  progrès  «font  ils 
ne  peuvent  apprécier  !a  portée,  ils  craignent  d'accueillir  les  découvertes  les 
plus  utiles,  luaintietment  l'art  dans  l'état  stationnaire  où  ils  Tout  trouvé; 
et  dépassés,  parce  qu'ils  s'arrêtent,  lis  compromettent  leur  patrimoine. 

Quelques  jeunes  gens  vienneut,  il  est  vrai,  chercher  dans  les  cours  publics 
des  connaissances scientinqucs  applicables  à  l'industrie.  Mais  ces  cours, des- 
tinés surtout  à  la  propagation  des  idées  générales,  ne  sauraient  répondre  à 
un  besoin  précis  et  défini ,  comme  ce!ui  dont  il  s'agit. 

K'est-il  pas  évident,  d'ailleurs,  quedansl'étudcdes  sciences  appliquées,  les 
leçons  orales  ne  suffisent  pas  ;  qu'elles  doivent  être  accouipagnées  de  cou- 
-^ërences,  d'expériences  ou  manipulations  ,  et  de  travaux  graphiques  c\é- 
cutés  par  les  élèves  sous  les  veux  des  professeurs?  Tous  ces  avantages  man- 
quent aux  élèves  qui,  livrés  à  eux-mêmes,  n'ont  d'autre  ressource  que 
celle  des  cours  publics. 

En  un  mot,  de  même  que  l'Ecole  Polytechnique  est  nécessaire  pour 
former  les  ingénieurs  de  l'Elat  et  les  officiers  des  armes  savantes,  d«; 
même  l'industrie  ne  peut  se  passer  d'une  Ecole  fondée  sur  des  b;»ses 
semblableL.,  quant  au  mécanisme  de  l'enseignement,  ([uoique  fort  diffé- 
rente par  la  nature  des  cours  ou  par  leur  étendue.  Cette  différence  est  si 
grande  ,  que  loin  d'étendre  les  b-ienfaiîis  de  son  ensc:g:iemeut  sur  l'indus- 
trie, l'École  Polytechnique  s'est  toujours  bornée  à  fournir  dessujets  à  l'É- 
tat pour  l'exécution  des  travaux  publics  et  surtout  pour  la  défense  du 
territoire.  Sur  iio  ou  120  élèves  qui  en  sortent  chaque  année,  20ou  25 
seulement  sont  admis  dans  les  services  civils;  les  autres  eutrent  dans  les 
corps  du  génie  et  de  l'arlillerie. 

Comment,  sous  l'Empire,  à  l'époque  du  blocus  continental,  quand 
l'industrie  rivalisait  d'elTorts  avec  nos  armées,  n'a-t-on  pas  établi  en 
sa  faveur  une  institution  dont  l'Ecole  Polytechnique  offrait  le  modèle? 
Comment  n'y  a-t-on  ])as  songé  depuis  vingt  ans,  quand  de  nouvelles 
générations,  se  pressant  sur  le  solde  la  France ,  sont  venues  reporter  sur 
les   arts  de  la  paix  une  activité  qui  ne  trouvait  pas  d'autre  aliment? 

C'est  qu'une  école  industrielle  avait  été  considérée  comme  un  éta- 
blissement colossal,  et  que  les  projets  présentés  aux  divers  gouvcrnemens 
les  eussent  entraînés  dans  des  dépenses  sans  mesure,  et  peut-être  sans 
résultat.  C'est  qu'on  voulait  surtout  former  des  écoles  d'arts  et  métiers, 
quand  il  fallait  se  dégager,  au  contraire,  des  spécialités,  pour  remonter 
aux  principes  qui  leur  sont  communs. 

Tel  est  le  but  que  les  fondateurs  de  l'Ecole  Centraleespèrcnt  avoir  at- 
teint. Us  ont  cherché  i»  établir  un  enseignement  indastriel  général,  dans 
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lequel  on  pût  former  des  dii'ecleurs  d'usines,  des  ingénieurs  civils,  iIcs 
constructeurs,  des  mécaniciens.  Ils  ont  voulu  donner  à  tous  ceux  qui  doi- 
vent prendre  pari  aux  spéculations  luduslrlclîes ,  l'instruction  positive 
qui  leur  esl  nécessaire  pour  en  apprécier  !a  valeur. 

Indé[)endamiuent  du  butspecial  dont  nous  venons  de  parler  ,  les  jeunes 
gens,  quelle  que  soit  leur  direction  future,  trouvent  dans  TÉcole  une 
éducation  positive,  qui  leur  inspire  le  goût  du  iTaTail ,  parce  qu'ils  volent 
que  le  travail,  guidé  par  la  science,  est  fécond  en  résultais  utiles,  l/lia- 
Ijïtudc  d'appliquer  leur  esprit  à  suivie  des  raisonnemcns  sévères,  forme 
ou  redresse  leur  jugement ,  tandis  que  de  fréquens  exercices  d'invention 
développent  leur  imagination,  en  leur  apprenant  toutefois  à  n'en  faire 
usage  que  dans  les  limites  prescrites  par  les  faits. 

Ainsi,  l'insiTUclion  q«e  les  jeunes  gens  reçoivent  à  l'École  Centrale  des 
Arts  etManufiCtures  offre  à  ceux  qui  s'y  dislinguent  une  nouvelle  carrière 
aussi  honorable  que  lucrative  ",  à  ceux  qui  doivent  diriger  des ttablisscmens 
une  inblruclion  indispensable  j  et  à  tous,  un  coraplément  à  l'éducation  des 
collèges,  en  harmonie  avec  l'esprit  de  nos  institutions. 

Sous  i'inUuencede  cet  enseignement  nouveau  ,  on  verra  disparaître  iin- 
fériorité  de  quelques  branches  de  notre  industrie.  Des  directeurs  d'usines, 
nourris  d'études  séricuîes  dans  los  sciences  et  préparés  à  diriger  toutes 
leurs  applications,  vont  imprimer  une  vie  nouvelle  à  une  multitude  d'é- 
tablissemens  qui  languissent  sous  l'empire  d'anciennes  habitudes  routi- 
nières. Des  ingénieurs,  tournant  les  capitaux  vers  des  entreprises  utiles, 
sauront  les  appeler  et  les  féconder  par  leurs  succès.  L'Angleterre  doit  en 
grande  partie  sa  prospérité  industrielle  à  ses  ingénieurs  civils  et  à  la  con- 
iiance  qu'ils  inspirent  aux  capitalistes. 

L'influence  de  cette  éducation  industrielle  générale,  et  Thabitude  prise 
par  les  élèves  de  comparer  les  procédés  des  diveries  industries,  doit  amener 
un  résultat  immense,  et  que  l'on  peut  apprécier  à  priori.  Il  est  évident  que 
les  arts  les  plus  éloignés  ont  des  opérations  analogues  à  exécuter,  et  qu'ils 
emploient  souvent  des  méthodes  fort  diS'éreules.  L'éducation  générale  de 
l'Ecole  Centrale  apprend  à  transporter  dans  chaque  industrie  les  mé- 
th<.dcs  perfectionnées  que  les  autres  possèdent.  Elle  leud ,  en  conséquence, 
à  introduire,  dans  les  usines,  une  perfection  dans  les  détails  des  proct-dcs 
ou  des  mccanisuies ,  qtii  assure  la  bonne  marche  de  l'ensemble  et  le  succès 
des  opérations. 

L'agriculture  n'est  pas  désintéressée,  elle-même,  à  l'enseignement  des 
sciences  industrielles.  Les  propriétaires  y  apprennent  les  procédés  les  phis 
avantageux  pour  féconder  le  sol,  pour  fabriquer  les  engrais,  pour  perfec- 
tionner les  constructions  agricoles ,  pour  exécuter  des  travaux  d'irriga- 
tion, et  pour  améliorer  les  chemins  vicinaux  qui  ouvrent  des  débouchés 
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a  leurs  produits.  La  nîccanique  leur  donne  le  moyeu  de  juger  des  raa- 
olnacs  dont  les  frais  d'établissement  peuvent  être  couverts  par  réco- 
noniie  qu'elles  procurent.  Ils  trouvent  surtout  dans  la  cliimie  agricole 
de  nomhicuses  ressources  pour  tirer  parti  de  leurs  produits  en  leur  fai- 
sant subir  une  première  préparation  industrielle.  L'art  de  fabriquer  le 
sucre  de  betteraves,  l'extroction  de  l'amidon  ,1a  distillation  des  grains,la 
carboriisation,  t^tc,  leur  &p prennent,  en  eflet,  à  se  procurer  un  revenu 
plus  avantageux  de  produits  qu'ils  ont  quelquefois  de  la  peine  à  vendre 
dans  leur  état  naturel. 

Enfin, l'EcoleCenfraledes  Arts  etManufacîures, envisagée  sous  un  point 
de  vue  de  liaulc  utilité  sociale  et  politique,  ouvre  uvc  carrière  nou- 
velle à  tous  les  jemries  gens  qui,  entraînés  par  i'inllaence  de  l'éducation 
classique,  tournent  leurs  efforts  vers  des  professions  encombrées  ,  c'est-à- 
dire  ie  droit  et  la  médecine.  L'Ecole^le  Droit  présente  une  population 
flottante  qui  ne  fait  qu'y  passer;  cinq  cents  jeunes  gens  la  déserter.t  cha- 
que année,  interrompant  leurs  études^  sans  être  propres  à  aucune  profession. 
La  concurrence  n'est  pas  moindre  à  l'Ecole  de  Médecine  ,  d'où  il  sort  an- 
nuellement deux,  docteurs  pour  une  place  à  remplir,  et  tandis  que  les  com- 
missaires du  budget  de  l'instruction  publique  se  plaignent  à  la  Cbarabre 
des  Députés  de  la  population  flottante  de  ces  écoles  et  du  nombre  des 
jeunes  gens  qui  finissent  par  les  déserter  sans  achever  leurs étndes,  le  Con- 
seil général  des  Manufactures  (i)  déplore  au  contraire  la  rareté  àes  sujets 
qui  abordent  l'industrie  avec  des  connaissances  positives. 

Le  but  de  l'Ecole  Cenlrale  étant  défini,  on  reconnaîtra  ,  eu  parcourant 
le  programme  des  cours,  qu'on  s'est  attaché  à  établir  dans  son  enseigne- 
ment un  lien  rationnel  entre  la  pratique  et  la  théorie  ;  il  fallait  éviter  de 
t/jmber  dans  l'aridité  des  sciences  abstraites,  tout  en  appelant  la  théorie  à 
coordonner  les  divers  procédés  industriels.  Pénétré  de  l'importance  de  ce 
principe,  on  accarté  tout  cequi  concerne  lesthéories  uialhématiques  trop 
élevées,  l'expérience  ayant  démontré  que  ces  théories  sont  rarement  utiles 
dans  les  applicaîions,  et  que,  dans  le  cas  contraire,  le  sir.;p!o  énoncé  des 
résultats  obtenus  par  une  analyse  transcendante  peut  suffire. 

Tous  les  cours  dr  l'Ecole  ne  forment  réellement  qu'un  seul  et  même 
cours;  la  science  inJuslrielle  est  une;  tout  industriel  doit  la  connaître  en 
son  entier,  sous  peine  d'être  iafériewr  au  concurreut  qui  se  présente 
mieux  armé  que  lui  dans  la  lice. 

R.len  d'ailleurs  n'a  été  néglige'  pour  donner  aux  élèves  tous  les  moyens 
d'instruction  nécessaires. 


(0 Rapport  fait  au  Cons  il  cJacral  le  3o  mai  i833  .surTEcole  Ctntralc  oar  une  com- 
raission  composte  (îeMM.  Bt-rara,  Roman,  Dcsroiissonnx,  Saulni'^T,  et  Daicet,  rapporteur. 


Une  bibliollièque  imluslrielle  (i),  des  collections  de  toute  espèce  se 
rapporlant.î  lachinâie,  à  la  géologie  et  à  la  minéralogie,  un  cabinet  com- 
plot de  pliysiqne  appliquée,  des  laboratoires,  des  ateliers  pour  l'exécution 
des  modèles  de  construclion,  enfin  un  portefeuille  bien  parni  de  dessins  de 
tous  genres  ,  la  plupart  inédits,  et  dus  aux  professeurs  iie  rÉcole,  contri- 
buent d'une  manière  elTicace  à  préparer  les  élèves  aux  détails  et  aux  dif- 
ficultés de  l'apjjlica'ion.  Les  dessins  d'épurés,  les  travaux  do  laboratoires, 
les  mont.Tges  d'appareils  pbjsiques,  les  constructions  de  modèles  qu'on 
exige  d'eux,  forment  d'ailleurs  un  véritable  cours  de  pratique  industrielle, 
qui  leur  donne  de  l'entente  et  <le  l'babitude  ,  et  qui  les  aide  plus  tas  d  à  sur- 
monter les  difficultés  qu'où  rencontre  à  cliaque  pas,  quand  on  se  trouve 
cbargé  pour  la  première  fois  d'une  opération  manufacturière  impnrtantc. 

Lesproblènies  qu'on  donne  à  résoudre  aux  élf  vos  pour  les  forcer  à  faire 
des  rechercbes  expérimentales,  les  compositions  ruxqucllrs  ils  se  livrent 
d'après  des  programmes  dont  les  difficultés  vont  en  croissant,  les  projets 
d'usines  qu'ils  dressent  dans  des  conditions  déterminées,  tous  ces  exercices 
qui  exigent  l'emploi  de  leur  imagination  et  de  leur  savoir,  aclièvent  leur 
éducation  industrielle.  Ils  leur  apprennent  à  étiulieravec  fruit  les  éléraens 
qui  doivent  entrer  dans  la  création  d'un  établissement  nianufctcturier , 
et  à  les  combiner  entre  eux  de  la  manière  la  plus  avantageuse  suivant 
les  circonstances  locales. 

Enfin,  ce  qui  distingue  l'enseignement  de  l'Ecole  Centrale,  c'est  que  la 
science  de  la  production  n'y  est  pas  envisagée  sous  le  rapport  tecluiique 
seulement.  Les  principes  économiques  applicables  à  la  gestion  des  manu- 
factures y  sont  développés  en  même  temps  que  les  procédés  de  fabrication. 
Qu'importe  de  savoir  produire,  si  l'on  ignore  les  conditions  utiles  de  la 
production?  Les  élèves  apprennent  donc  à  traiter  simultanément  les  ques- 
tions d'art  et  les  questions  d'économie  manufacturière.  Ils  se  pénètrent 
des  avantages  qu'on  obtient  par  la  division  intelligente  du  travail,  par  la 
régularité  et  l'homogénéité  des  méthodes  de  fabrication,  par  l'esprit  d'or- 
dre et  de  prévoyance  qui  caractérise  l'administrateur. 

L'enseignement  de  l'Ecole  Centrale  serait  mal  compris,  si  les  élèves  qui 
en  sortent  ne  demeuraient  convaincus  que  l'art  d'administrer  forme  l'une 

(i)  M.  le  ministre  du  commerce  et  des  travaux  publics  a  donné  h  l'Ecole  le  Recueil  de 
la  statistique  an£;laise,  les  divers  rapports  sur  les  expositions  de  l'industrie,  le  Recueil 
des  descriptions  des  brevets  d'invention  et  leur  catalogue.  La  Socie'te  d'Eiicouragemenl 
envoie  deux  exemplaires  de  son  Bulletin.  INI.  Charles  Albert,  ancien  inç;enifur  méca- 
nicien de  Paris,  a  fait  «lonation  tout  récemment  d'une  partie  de  sa  bibliothèque  h  l'E- 
coîc.  Il  a  fonde  un  prix  en  faveur  de  1  élève  qni  se  distinguerait  le  plus  dans  l'étude  et 
l'application  de  la  règle  anglaise  h  calcul.  Nous  les  prions  d'agréer  ici  l'cx[)rcssion 
publique  de  la  reconnaissance  du  dirccti-ur,  des  professeurs  et  des  élèves  ,  pour  avoir  donné 
vai  exemple  qui  trouvera,  nous  osons  l'espcrer,  des  imitateurs  nombreux. 
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<1e.s  qualités  foudamentales  de  l'iudustricl.  Oaleur  prouve,  à  chaque  ins- 
tant, par  des  faits,  toute  rimporlance  de  ces  bonnes  méthodes  d'admi— 
uistration,  qui  préviennent  ou  atténuent  les  fautes,  et  qui  doublent  les 
profit-s  d'un  succès.  On  leur  fait  sentir  la  haute  utilité  de  cesbonnes  nié- 
tliodes  de  comptabilité,  qui,  décomposant  les  dépenses  et  les  receUes, 
fout  immédiatea^ent  ressortir  les  causes  de  perte  ou  de  bénéfice,  et  indi- 
quent le  sens  dans  lequel  «u  établissement  doit  se  modifier. 

On  lesbabilue  à  compulser  et  à  combiner  les  documens  statistiques  ou 
commerciaux,  qui  peuvent  seuls  éclairer  l'industrie  sur  la  direction  à 
donner  à  une  usine  existante,  ou  sur  la  position  a  choisir,  quand  il  s'aj^it 
d'en  fonder  une  nouvelle. 

Peut-être  trouvera-t-ou  au  premier  abord  que  le  cadre  embrassé  par 
l'Ecole  Centrale  est  trop  éteiidu.  Mais  pour  peu  qu'on  examine  le  méca- 
nisme de  son  enseignement,  on  reconnaîtra  qu'il  n'en  est  rien.  Les 
éludes  générales  nécessaires  à  tous  ont  été  combinées  avec  les  études 
indispensables  à  chaque  élève  dans  sa  direction  particulière,  de  manière 
qu'il  puisse  approfondir  sa  spécialilé  ,  tout  en  embrassant  la  science  dans 
son  ensemble  général.  Ce  n'est,  en  effet,  qu'en  possédant  la  science  à  ce 
point  de  vue  d'ensemble  et  de  spécialité  à  la  fois,  qu'on  peut  exercer  les 
professions  industrielles  avec  chance  de  succî'S. 

Les  études  durent  trois  années.  On  avait  cru  d'abord  que  deux  an- 
nées suivraient  pour  former  les  élèves;  on  n'a  pas  tardé  à  reccmnaltre 
qu'ils  seraient  trop  surcliargés  de  travail,  et  qu'on  ne  pourrait  pas 
néanmoins  les  initier  complètement  aux  détails  de  la  production.  Une 
année  de  plus  était  indispensable.  Mais  comme  il  devait  en  résulter 
une  augmentation  de  dépense  de  sept  cent  soixante-quinze  francs,  prix 
de  ['t-nseignement  annuel,  le  conseil  des  pi-ofesseurs  ne  s'est  décide  à 
cette  prolongation,  qu'apràs  avoir  épuisé  tous  les  moyens  qui  |->ouvalenten 
ilispenser.  Nous  insistons  sur  ce  point,  afin  que  les  jeunes  gensqui  veulent 
entrer  à  l'École  Centrale  n'y  mettent  le  pied  qu'avec  la  ferme  i^solution 
de  consacrer  trois  années  entières  à  leur  éducation.  En  n'y  restant  que 
deux  années,  ils  ne  pourraient  acquérir  que  des  notions  imparlailes, 
et  seraient  impropres  à  diriger  la  plupart  des  travaux.  Ce  terme  de  trois 
années  est  plus  court,  d'ailleurs,  que  le  terme  assigné  à  la  plupart  des 
e'tudes  profcslonnelles  :  l'éducation  des  élèves  de  l'Ecole  Polytechni- 
que dure,  par  exemple,  quatre  ou  cinq  anntîes  ,  en  y  comprenant  le  temps 
qu'ils  passent  dans  les  écoles  d'application. 

Lorscjue  les  élèves  ont  parcouru  tout  le  cercle  d'enseignement  prescrit 
par  le  programme  de  l'École»  ils  exécutent  un  projet  d'usine  mi*  au 
concours  et  sont  soumis  à  de^  cxanicns  généraux.  Ce  n'est  qu'après  y 
avoir  l'épondu  d'une  mauiôre  satisfaisante  qu'ils  obtiennent  les  diplômes 
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d'ingénieurs  ou  les  cerlîfîcals  de  capacité  que  l'Ecole  accorde.  Les  mana- 
i'acluriers  et  les  chefs  d'établissemeut  atlachenl  chaque  jc-ur  plus  d'impor- 
tance à  ces  diplômes,  convaincus,  [)ai'  leur  csj)érience.  qu'ils  sont  dvllviés 
avec  une  consciencieuse  sévérité. 

L'École  Centrale  ne  reçoit  que  des  élèves  externes.  C'e.vt  même  une 
objection  qu'on  a  faite  contre  sou  organisation.  Ou  ji'a  pas  rélléclii  qu'il 
était  Lrapossible  tic  castrner  et  de  souuieltre  à  un  régime  uiiiforrae  les 
jeunes  gens  d'âges  si  divers,  qui  vieuuont  y  paiser  cetle  nouvelle  instruc- 
tion. Les  foudalcurs  de  l'École  sont  oljîigés  d'ailleurs  de  se  consacrer 
complètement  à  leur  euieignemcQt  théorique  et  pi-atiqae  à  la  fois,  qui 
exige  une  atlention  et  des  soins  conîiuuels.  Puur  lever  toute  difliculté, 
le  directeur  de  iÉcole  s'est  mis  eu  rapport  intimtï  avec  une  iîislitution  et 
des  pensionnats,situés  dans  le  voisinar,e,où  les  parens  jn'uvent  placer  leurs 
fils,  s'ils  ne  sont  pas  encore  d'âge  à  user  avec  sagesse  de  leur  liberté. 

Le  succès  obtenu  par  l'Ecole  Cenli'ale  est  coaslaté  par  la  facilité  avec 
laquelle  se  sont  placés  tous  les  jeunes  gens  (lu'clle  a  formés,  et  par  les  de- 
mandes d'élèves  que  fout  à  l'avance  toutes  les  nolabililés  industrielles  du 
pays.  Les  étrangers  même  viennent  maintenant  y  chercher  une  éducation 
qu'ils  ne  peuvent  trouver  ailleurs,  l^;  Gouvernement  espagnol  y  entretient 
cinq  élèves,  qui  devront  retourner  dans  learpatîie  à  la  lin  de  leurs  études, 
pour  tirer  parti  de  ses  ressources  industirielles  négligées  jusqu'à  présent. 

Enfin  ,  le  plan  de  l'École  Centrale  a  semblé  conçu  d'après  des  idées 
tellement  rationnelles  que  des  établisseraens  semblables  .sont  projetés  à 
Londres,  à  Madrid  ,  à  Bruxelles.   .   .   . 

L'Ecole  Centrale  peut  donc  affirmer,  sans  être  démentie ,  qu'elle  a  véri- 
tablement créé  l'éducation  industrielle.  Désormais,  celui  qui  veut  entrer 
dans  cette  vaste  carrière  peut  se  l'ouvrir  -,  il  trouve  dans  l'Ecole  Centrale 
une  instruction  complète  qui  lui  permet  d'aborder  avec  bartliesse  tous 
les  genres  de  travaux.  Désormais,  les  Facultés  de  droit  et  de  médecine  ne 
sont  plus  les  seules  qui  s'offrent  aux  jeiines  gens  embarrassés  de  choisir 
uns  profession  *,  la  f^aculté  de  l'industrie  est  fondée  à  son  tour. 

Et  eu  effet ,  quoiqu'elle  ne  compte  encore  que  six  années  d'existence, 
on  rencontre  dans  toutes  les  branches  de  la  production  ûcs  jeunes  gens  qui 
se  sont  formés  dans  son  sein.  Les  uns  sont  employés  par  des  ingénieurs; 
les  autres  ont  été  appelés  à  la  direction  de  travaux  métallurgiques; 
quelques-uns  appliquent  leurs  connaissances  chimiques  dans  les  fabriques 
de  toiles  peintes,  verreries,  faïenceries,  railmeries  de  sua-e,  etc;  pliîsieui*s 
d'entre  eux  travaillent  a  la  construction  des  ponts  suspendus  et  des  che- 
mins de  fer;  d'autres  montent  des  machines  à  vapeur  ,  des  roues  b^drau- 
liques,  etc.;  sept  d'entre  eux  enfin,  jirofcssent,  soit  en  France,  soit  à 
l'étranger,   les  sciences  qu'il  ont  appriiis  à  l'École  Centrale.  Ce  ne  sont 
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pas  les  professions  qui  rnanquf'nt  aux.  élèves ,  ce  sont  plulôl  les  él'.ves  qui 
manquent  aux  proftjsions  (i). 

Ces  élèves,  uns  fois  introduits  dans  la  carrière  ,  aident  à  li  ur  tour  leurs 
camarades  à  s'ouvrir  un  déljonché.  Il  s'établit  entre  eux  une  société  pour 
leur  placement  mutuel  dans  les  différens  genres  d'industrie,  et  celte  es- 
pèce de  recrutement,  qui  s'opère  parla  cor'responilnnce  des  éièves  entre 
eux  et  avec  l'École  Centrale,  permet  aux  jeunes  gens  dont  les  parens  n'exer- 
cent pas  de  T>rofession  industrielle  de  se  créer  aussi  facilement  que  les 
autres  une  position  honorable  et  lucrative. 

L'Ecole  s'attache  à  rendre  faciles  et  durables  ces  communications  entre 
les  anciens  élèves.  On  conçoit  combien  il  importe,  en  effet,  de  conserver 
entre  des  hommes  que  des  rivalités  d'intérêt  pourraient  séparer  un  jour, 
cette  hribitude  de  rapports  amicaux,  qui  prévient  des  luttes  de  concur- 
rence outrée  ,  dans  lesquelles  l'industrie  s'épuise  si  souvent,  et  qu'une  obs- 
tination insensée  ou  haineuse  prolonge  jusqu'à  la  ruine  réciproque  des 
usines  rivales. 

Un  grand  nombre  d'ingénieurs  se  sont  mis  en  rapport  avec  l'Ecole  Cen- 
trale pour  lui  demander  des  sujp.ls  capables, à  mesure  qu'ils  étendent  leurs 
tiavau?;.  11  suffit  de  citer  ici  MM.  Polonceaii ,  Cordier  ,  Flachat,  Séguin, 
Talabot ,  Clialey  ,  Hubert,  etc.,  dont  les  noms  sont  si  bonorablcment 
connus  par  les  constructions  remarquables  qu'ils  ont  exécutées. 

Les  suffrages  des  premiers  manufacturiers  du  pays  ;  les  témoignages  de 
bienveillance  efficace  qu'elle  reçoit  de  la  Société  d'Encouragement,  l'opi- 
nion émise  par  le  Conseil  général  des  Manufactures;  la  protection  mar- 
quée que  le  Gouvernement  lui  accorde  en  toute  occasion;  enfin  ,  et  par- 
dessus tout,  l'empressement  avec  lequel  les  ingénieurs  qu'elle  a  formés 
sont  demandés  et  accueillis  par  l'industrie,  telles  sont  les  garanties  que 
l'Ecole  Centrale  présente  et  desabonne  organisation  et  du  but  important 
qu'elle  remplit. 

Nous  devons  ajouter  à  ces  témoignages  celui  des  propres  élèves  de  l'E- 
cole, qu'une  affection  si  réelle  attacbe  à  l'établissement,  et  qui  saisi-ssent 
avec  tant  d'empressement  toutes  les  occasions  de  la  manifester.  Il  y  a  quel- 
que douceur  pour  nous,  après  tant  d'efforts,  à  voir  qu'ils  ont  été  compris 
par  ceur.  qui  en  furent  l'objet,  et  à  sentir  que  les  juges  les  plus  directs  elles 
moins  récusables  de  nos  méthodes  d'enseignement,  sont  de  plus  en  plus 
convaincus  de  leur  efficacité,  à  mesure  qu'ils  ont  l'occasion  de  les  sou- 
mettre à  l'épreuve  de  la  pratique  commerciale. 


(i)  Consait»  r  .*i  la  (in  dn  jirospccius  ici  dificrrntes  professions  des  «ilève»  sur  lesqaei» 
l'Ecole  a  pa  se  procurer  des  rcnseij^neiiicns  certains. 
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§  I".  But  de  lÉcole. 

ï°.  L'Ecole  Centrale  est  dcslînée  spéciaîenient  à  foimer  des  in;j;ôuieurs 
civils,  des  directeurs d'uslues,  des  cliels  de  fabri<jLieset  de  manufaclures ; 
oile  forme  égaloment  des  professeurs  de  sciences  ajipriuaéeà,  doués  d'une 
capacilc  toute  spccinîe;  car  rkomme  cliaigé  de  professer  la  praii^ue  doit 
être  ingénieur,  les  sciences  appliquées  ne  pouvant  être  enseignées  conve- 
nablement que  par  des  hommes  qui  ont  vécu  loî:g-teiups  dans  les  ateliers. 
Ainsi  l'Ecole  Centrale  a  pour  objet  dalimeJiter  l'iuJuslrie  d'hommes  ca- 
pables de  prendre  la  direction  de  ses  établissemens  et  de  se-3  grands  tra- 
vaux,  tout  en  procuiant  aus.  jeunes  gens  doués  de  quelque  disposition 
pour  l'étude  des  soienees  appliquées,  un  état  indépendant,  honorable 
et  lucratif. 

Tout  dans  l'organisation  de  l'Ecole  est  dirigé  vers  ce  double  but. 

§  II.  Institution'  de  l'Ecole. 

2°.  L'Ecole  est  dirigée  par  un  directeur  et  un  conseil  des  études. 

3°.  Le  directeur  demeure  dans  l'établissement.  Il  est  cbargé  de  l'admi- 
nistration de  l'Ecole  et  de  la  correspondance.  Il  règle  tout  ce  qui  est  relatif 
aux  recettes  et  aux  dépenses  de  rétablissement.  Il  veille  à  l'exécution 
des  statuts  et  rcglemens.  Le  directeur  seul  prend  les  engagemens  pour  les 
divers  emplois;  mais  il  ne  peut  cboisir  le  directeur  des  études,  les  pro- 
fesseurs ,  et  les  répétiteurs  que  sur  la  présentalio^n  du  conseil  des  éludes. 

4°.  Du  conseil  des  éludes.  —  Tout  ce  qui  est  relatif  à  l'enseiguemcut 
et  aux  études  des  éicves  entre  dans  les  attributions  du  conseil  des  études. 

Le  conseil  des  éludes  arrête  le  rè);!ement  relatif  à  l'cnseigr.ement  et 
à  la  discipline  de  l'Ecole.  Il  peut  le  modilier  suivant  les  circonsta:iCv"s. 

Le  conseil  admet  ou  rejette  les  candidats  d'après  les  jirocès-verbaux  de 
leurs  examens,  il  prononce  à  la  lin  de  chaque  année  sur  l'aptitude  des 
élèves  à  passer  dans  la  division  supérieure  et  à  recevoir  le  diplôme  d  ingé- 
nieur ou  le  certificat  de  capacité. 

Le  conseil  des  études  présente  au  directeur  un  de  ses  membres  pour  la 

j"  L'ifiminisirulion  des  finances  ayant  ionruis  aa  droit  ^l^  timbre  li  p  r:'c  .'n  pros- 
petltis  ri;lativc  ;ii:x  coii("itio:is  pccaniain.'S  cl  à  qucl:jiics  autre*  dtt.iils  d'admla:su\;tion  , 
on  a  dû  les  rejeter  dans  uns  feaiJIc  separc'e ,  qui  se  trouve  à  In  suite  du  pro£;iai;:nie  des 
cocvs    c;  rju'un  peut  se  procurer  à  l'Ecole  Centrale. 
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direction  des  éludes  et  les  candidats  pour  les  cliairè^Slibantes  ;  il  désigne 
chaque  année  les  répétitears. 

Les  professeurs  sont  choisis,  auîant  que  possible,  parmi  les  liommes 
joignant  à  la  théorie  une  connaissance  profonde  de  la  pratique. 

Le  conseil  dos  études  nomme  son  prt'îs^dent  et  son  secrétaire. 

Ce  conseil  se  réunit  au  moins  une  fois  jtar  mois  sur  la  convocation  du 
directeur  dos  éludes. 

5".  Sont  !iicnn!)ii^  du  conseil  des  études,  les  professeurs  de  chimie  in- 
dustrielle-, Tu;  constructions  et  liavaxix  publics,  de  construction  de  ma- 
chines ,  d'exploitation  des  mines  ,  de  géométrie  descriptive  et  de  ses  appli- 
cafions,  de  plijsique  appliquée  ,  de  théorie  des  machines. 

Les  professeurs  de  chimie  générale,  de  mécanique  rationnelle  et  d'his- 
toire naturelle  sont  appelés  au  conseiî  avec  voix  consultative. 

6°.  Le  liirccteur  des  études  est  chargé  de  l'éxecution  des  décisions  dix 
conseil  des  éludes.  Hors  des  séances  du  conseil  il  le  représente  et  peut  même 
le  rempiricer  s'il  y  a  urgence,  sauf  à  en  rendre  compte,  soit  au  conseil  la 
première  fois  qu'il  se  trouve  assrmb'é,  suit  au  diiecteur  de  l'Ecole  dans 
les  cas  prévus  par  les  statuts. 

Ledirecteur  des  études  i'ait  les  ordres  tUi  jour  nécessaires  pour  régler  les 
études  et  pour  maintenir  la  discijdine  dans  l'Ecole. 

''".  Les  élèves  doivent  obéir  anx  règ'emens  et  ans  ordres  du  jour  pro- 
mulgués; ils  ne  peuvent  réclamer  qu'après  avoir  obéi.  Le  conseil  statue 
ensuite  sur  leurs  réclamations. 

§  III.  Enseignement. 

8°.  L'enseignement  de  l'Ecole  se  compose  des  cours,  des  interroga- 
tions journaiières  .  àes  travaux  graphiques, des  manipulations  de  chimie, 
de  cou  {je  des  pierres  et  de  charpente,  de  physique  et  de  mécanique, 
des  constructions,  des  problèmes,  projets  et  concours  partiels,  des  examens 
généraux. 

g".  Les  cours  de  l'École  commencent,  chaque  année,  le  20  novembre, 
et  finissent  dans  le  courant  du  mois  d'août.  Les  élèves  à  la  fin  de  chaque 
cours  subissent  un  examen  général. 

Tous  les  examens  généraux  doivent  être  terminés  le  1"  septembre. 

10°.  Des  interrogations  journalières  sont  faites  par  les  professeurs; 
les  notes  des  examens  restent  en  depùt  à  la  direction  des  études,  où  se  fait 
le  classem.ent  des  élèves  à  interroger.  Les  résultats  de  ces  examens  jour- 
naliers ont  la  plus  grande  inllucnce  sur  la  distribution  du  diplôme. 

ti"*.  Les  pr»;fes.scurs  parcourent  les  salle-s  d'études  après  leurs  leçons. 
Ils  reviennent  ,  dans  Jes  conférences,  sur  les  points  que  les  élèves  n'au- 


is  bien  saisis^  Ils  lei 
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niient  pas  bien  saisis»  Ils  leur  indiquent  les  idées  nouvelles  qui  n'ont  pu 
entrer  encore  dans  le  domaine  de  l'enseignement ,  parce  qu'elles  ont  be- 
soin d'être  étudiées,  cl  ils  complètent  ainsi  l'eurs  cours,  en  les  maintenant 
au  niveau  de  toutes  les  découvertes  et  même  des  tentatives  susceptibles 
d'y  conduire  |Vius  tard. 

\7.°.  Les  travaux  grapbiques  se  composent  d'épurés  à  îa  rcglcî,ni3  com- 
pas et  à  l'éclicile,  et  de  croquis  tracés  à  main  levée  et  cotés,  relatifs  à 
tous  les  cours.  Tous  les  élèves  sont  assujettis  à  exécuter  la  totalité  des 
dessins  de  l-eur  spécial itéw 

Les  travaux  graphiques  de  cbaque  cours  sont  jouriiellement  A-érifiés  par 
les  j)rofesseur.ç.  Une  imporiaoceextixîme  est  attr.cliée  à  ces  tra-.aux,  qui 
sont  destinés  à  reproduire  d'une  manière  sensible  les  résultats  positifs  de 
tous  les  cours. 

i3^.  Ce  qu'on  vient  de  dired'os  travnar>  grayibiqurs  doit  se  répéter  à 
l'égard  des  manipulations  :  cliessont  assez  nwivbreuscs  pour  dosner  aux 
élèves  des  notions  positives  de  cliimie. 

Les  élèves  de  i'^'^  année  manipulent  une  fois  par  semaine  dans  les  labo- 
ratoires, et,  en  outre,  exécutent  toi,ites  les  expériences  de  ];liysiqiie  ou 
de  mécanique  qui  sont  jugées  nécessaires,  dans  chaque  cours,  par  les 
professeurs. 

Les  éîèves  de  a*  et  3^  années  d'éiud^es  sont  appelés  successivement  dans 
les  laboratoires  de  recberclies  cliiminnes. 

Les  élèves  de  2'  année  passent  i5  jours  de  suite  dans  les  laboratoires 
quelle  que  soft  leur  spécialité. 

Les  éièves  <ie  la  3*  année  d'études  y  paswnt  i5  jours  s'ils  appartiennent 
aux  spécialités,  mécanique  on  conslnictions  publiques ,  et  i-.n  mois  s'ils 
appartiennent  aux  spécialités  chimie  industrielle .  ou  métallurgie.  Cl>3cun 
d'eux  est  appelé  trois  fois  aux  lalwraloires ,  en  sorte  que  les  premiers  y 
passent  ^5  jours  ,  et  les  seconds  trois  mois  peudant  cette  di?rnière  année. 

i4°.  Enfin  ,  on  met  à  la  disposition  des  élèves  tous  les  matériaux  néces- 
saires à  la  construction  de  quelques  appareils  d'art.  Ils  les  établissent  eu\- 
mêmes,  d'après  les  dessins  qui  leur  sont  donnés  ou  d'après  les  projets 
qu'ils  ont  étudies. 

i5'^.  Pour  rer.dic  complet  le  système  denseignenrient ,  on  a  joint  aux 
élémens  précédens  des  proWèmes  à  résoudre  pendant  la  première  an- 
née. A  partir  do  ia  seconde,  on  met  au  concours  des  projets  de  plus 
en  ^>Ius  compliqués  qui  famiiiariscnt  Id-»  éîèves,  d'abord  avec  les  délails 
des  coiîstructioas  industrielles,  et  plus  tard  avec  les  dispositions  d'en- 
semble qui  sont  les  }>!us  convenables  dans  cbaque  claf«e  ei'uslues. 

lô**.  Intiépetidamtnent  des  interrogations  faites  pendant  îa  durée  des 
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cours,  les  élèves  subissent  à  la  Cn  de  cliaque  anneRcblaireces  examens 
généraux  sur  toutes  les  Lrancîieà  tle  l'enseignement. 

Les  résultats  de  ces  examens,  combinés  avec  ceux  des  examens  qui  ont 
lieu  dans  le  cours  de  l'année,  et  en  outre  avec  les  notes  prises  pendant 
les  manipulations  et  \ps  expériences,  celles  qui  sont  jointes  à  chaque 
dessin  exécuté  par  l'élève,  celles  qui  accompaj^neiit  les  pièces  du  concours , 
et  enliu  celles  qui  se  l'apportent  à  la  conduite  de  l'élève,  formait  un  en- 
semb'e  d'après  lequel  le  conseil  des  études  prononce  sur  le  pas.-aj^e  des 
élèves  à  une  division  supérieure,  et  sur  leur  aptitude  à  recevoir  des  di- 
plômes de  capacité. 

1"^°.  Les  élèves  de  2®  et  3^  années  d'études  ont  à  leur  disposition  une 
bibliothèque  composée  des  ouvrages  industriels  les  plus  importans.  ils 
s'y  rendent  à  des  heures  désignées  pour  y  faire  les  recherches  nécessaires 
à  l'exécLition  des  projets  qui  leur  sont  donnés  pendant  l'année. 

18^.  Les  études  durent  trois  ans.  La  p;  emière  année  ne  comprend  que 
leséludes générales,  également  obligatoires  pour  tous  les  élèves.  Pendaut 
cette  espèce  d'éducation  préparatoire ,  qui  sert  déjà  de  première  inilialion 
à  la  science  industrielle,  chaque  élève  a  pu  examiner  la  spécialité  (jui  con- 
vient le  mieux  à  ses  goûis,  à  sa  capacité  ou  à  sa  position  sociale,  et  con- 
sulter ses  pareus  en  leur  donnant  les  bases  d'une  décision  si  importante. 
Chacun  d'eux  déclare,  en  conséquence,  au  commencement  de  la  seconde 
année,celleàlaquelle  il  se  destine, et  l'Ecolesediviseainsi  en  groupes.  Tous 
les  cours  sont  encore  suivis  par  tous  les  élèves",  maisles  dessins  etlesnianipu- 
Intionsse  portag,ent  en  deux  séries,  l'une  généraleetTautrespéciale.  Tousles 
élèves  exécutent  les  manipulations  généraleset  les  dessins  généraux;  chacun 
dans  sa  spécialilé  s'occupe  des  autres.  On  a  pu  parvenir  de  cette  manière  à 
combiner  les  études  générales  nécessaires  à  tous,  et  les  études  nnprolondics 
nécessaires  à  chaque  élèvedanssadirection  particulière.  Cette  organisation 
a  permis  d'introduire dansl'enseignemeul  de  l'Ecoleun  plusgrand  nombre 
de  cours  ,et  de  développer  davantage  ceux  qui  en  font  la  base. 

D'après  cette  organisation,  les  élèves  sont  partagés  en  ti'ois  divisions, 
et  chacune  des  2  pi  emières  divisions  en  4  sections.  Les  élèves  nouvellement 
admis  forment  la  troisième  division  ;  la  deuxième  se  compose  des  élèves 
qui  ont  suivi  les  cours  d'étudesdela  première  année,  et  satisfait  s.ux  condi- 
tions d'examen  qui  la  terminent;  enfin,  ]a première  division  se  compose 
des  élèves  qui  ont  suivi  les  cours  et  subi  les  examens  de  la  deuxième. 

19".  Tout  élève  doit  déclarer,  au  commencement  de  la  seconde  année, 
la  section  dans  la(juelle  il  veut  entrer. 

Première  section.  CO^NSTRUCTIOIV  DES  .MACHINES ,  ARTS  MÉ- 
CANIQUES. 
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Deuxième  section.  CONSTRUCTIONS ,  ARTS  PJiYSTQUES  :  travaux 
publics,  archilecture  civile  et  industrielle  ;  chauffage,  éclairage,  saiubrilé 
des  villes  et  des  grands  établissemens. 

Troisième  section.  CHliVJlE.  Chimie  minérale  :  poteries,  porcelaine, 
verrerie,  minium;  produits  chimiques  en  général,  acide  sulfurique, 
acide  hydrochlorique,  soude,  chlorure  de  chaux,  aluns,  sulfates  fie  fer  el 
de  cuivre,  chromâtes,  salpêtre;  art  de  l'essayeur;  afllnage  des  métaux  pré- 
cieux, etc. ,  etc.  Chimie  organique,  Arts  agricoles  :  teinture,  couleurs, 
vernis,  acide  pyroligneux,  vinaigre,  acétates,  céruse  ,  crèmes  de  tarlrt, 
acide  tartrique,  sucre  de  cannes  et  de  betteraves,  amidon,  toiles  peintes  et 
papiers  peints,  distilleries,  brasseries,  huiles,  graisses,  cire,  savons,  tan- 
nerie, charbon  animal,  bleu  de  Prusse,  gélatine,  etc.,  etc. 

Quatrième  section.  EXPLOITATION  DES  MINES,  METALTX'RGIE. 
§  IV.  Diplômes  et  certificats  de  capacité.  —  répétiteurs. 
Diplômes  et  certificats  de  capacité'. 

20**.  Le  diplôme  d'ingénieur  civil  est  accordé  aux  élèves  qui  ont  satisfait 
à  toutes  les  épreuves  du  concours.  Le  certiQcat  de  capacité  est  accordé  à 
ceux  qui  n'ont  satisfait  qu'à  certaines  de  ces  e'preuves. 

21°.  Les  élèves  de  3*  année  ne  sont  admis  au  concours  qu'après  avoir 
rempli  les  conditions  fixées  par  le  conseil  des  études  deux  mois  à  l'avance. 

22".  Les  élèves  entrent  en  concours  le  i5  juin  et  subissent  leurs  exa- 
mens à  partir  du  i**"  août. 

23°.  Les  élèves  sont  divisés  en  4  sections ,  mécaniciens,  constructeurs , 
chimistes,  métallurgistes. 

24°.  Le  programme  d'un  projet  est  rédigé  pour  chaque  section.  Une 
journée  est  donnée  aux  élèves  pour  en  établir  les  bases  dans  un  pre^ 
mier  travail  qui  est  déposé  à  la  direction  des  études.  Ils  ont  ensuite 
4©  jours  pour  exécuter  les  dessins  et  rédiger  le  mémoire  à  l'appui  de 
leur  projet ,  sans  pouvoir  toutefois  s'écarter  des  éléraens  qu'ils  ont  posés 
dans  leur  premier  travail.  EuGn,  ils  soutiennent  un  examen  oral  sur 
leur  projet  qu'ils  sont  obligés. de  développer  et  de  défendre  en  présence 
de  cinq  professeurs  au  moins. 

25°.  Les  élèves  des  différentes  divisions  assistent  au  concours.  îie  public 
peut  y  être  admis. 

26*.  Les  professeurs  se  réunissent  en  conseil  immédiatement  après  le 
concours  pour  décider  s'il  y  a  lieu  d'accorder  ou  de  refuser,  soit  le  di- 
plôme d'ingénieur,  soit  le  certificat  de  capacité. 

27°.  Tout  élève  admis  au  concours,  et  qui  a  échoué,  peut  s'y  repré- 
senter les  années  suivantes  aux  époques  fixées  par  le  conseil  d^s  études,  en 
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se  soumet  tnnt  aux  autres  règlemens  de  l'École,  et  sans  être  obligé  de  re- 
faire une  Iroisicme  anuée. 

29°.  L'Écoie  ne  reconnaît  comme  élèves  que  ceux  qui  ont  oblenu  le 
diplOnie  d'ingénieur  ou  !e  cerlifical  de  capacité.  Il  est  interdit  au  direc- 
teur do  l'Ecole  et  aux  professeurs  d'accorder  aux  autres  élèves  aucune 
espèce  de  certificat  spécial. 

3o°.  Tous  les  projets  et  mémoires  de  concours  appartiennent  à  l'Ecole 
et  sont  déposés  à  la  Ijildiolhéque  pour  servir  à  renseignement. 

3i".  Ri'jjtiilf'urs.  Quehjues  anciens  élèves  restent  attachés  à  l'Ecole  en 
quaiifé  de  répétiteurs  avec  appoinlcoiens.  Leur  nombre  varie  suivant 
les  besoins  de  l'enseignement. 

32".  Les  répéliteuis  sont  chargés  de  faire  une  partie  des  examens  ,  de 
donner  aux  élèves  les  explications  nécessaires  pour  l'intelligence  des  le- 
çon^, et  de  les  aider  dans  l'exécution  de  leurs  projets  et  dans  leurs  tra- 
vaux (le  manipulation. 

33°. Peiulanl  ladurée  de  leurs  fonctions,  les  répétiteurs  peuvent  disposer 
pour  leur  instruction  des  inslrunicns  ,  des  collections  et  des  laboratoires 
de  l'Ecole. 

§  V.  Mode  d'admission  des  ÉLÈvrs  et  programme  d'exameh. 

34".  L'École  n'adnjet  que  des  exlei  nés  âgés  de  seize  ans  au  moins. 

35"^.  Les  éiè\es  ue  sont  admis  à  l'Ecole  Cenirale  qu'après  avoir  subi  un 
examen,  d'ap; es  leijutl  le  conseil  dts  éludes  conslale  qu'ils  sont  en  état 
d'en  sui»re  ie»  tiasaux  avec  protil  (i). 

36°.  Voici  le  p;ogramme  des  counaissances  exigées  pour  l'admission 
dans  la  division  de  i"  année. 

1'.  j4iiLhméiique  et  algèbre.  Les  quatre  rJgles  d'arithmétique,  avec 
^ll^age  des  décimales;  la  connaissance  du  sjalème  des  mesures  dcci- 
mile».  —  La  réduction,  la  muilipîicalion,  la  division  des  fractions, 
leur  transformation  en  décimales. —  Les  quatre  règles  sur  les  monômes 
et  ies  poi}  nomes  algébriques.  On  insisleia  sur  la  praUque  de  la  niull.pli— 
cat  un  des  poh.  nomes,  maison  ne  demandera  ({ue  quelques  notions  de  la 
divis.on.  La  furmulc  du  binôme  pour  l'exposant  cuiier.  L'exlractiuu  des 
laciuis  cariéesel  cubiques  des  numljiesa\tc  une  certaine  ajiproxiiualion 
en  dicinitdes. —  La  résolution  de  i'équaliun  i\\i  premier  clCgié  a  une  in- 
connue Un  insislcra  sur  ia  pratique  du  caicui.  —  De  la  possibilité  de  ré- 
soudre plusieurs  é(|ualions  à  p'uMcurs  niconnucs:   appiicalious  pour  le 

(1/  L'Lcoleoc  reçoit  plus  dVludiau»  Jil>rc8< 
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premier  (lej:;ré,et  pirliculicremonl  à  la  question  des  p.irtagos  propor- 
lioniifls.  —  TliL'orie  des  proporlions  déduile  des  équallniis  qui  expri— 
mrnl  i'égalitédes  dcu\  rapports.  —  Somme  des  pro2;ression'S  par  tliQTorçnce 
et  |)ar  (|uofieiit.  Tliéorie  des  exposans  négatifs  cl  fracliomiaiics.  —  No- 
tions compii'les  des  logarithirips  considéréscomiue  ex  posans  vaiialjle>;  nsa;^e 
des  tables  les  plus  simples. —  Résolution  de  l'cqualioii  du  deuxième  drj^ré. 
2".  Gi'omclrie  clt'menlaire.  Notions  des  angles;  leur  mesure.  —  Des 
angles  entre  une  sécante  et  deux  parallèles.  —  Somme  des  anyles  d'un 
trianjiJe.  —  De  l'égalité  des  triangles  et  des  figures  rectilignes.  —  De  deux 
sécant*  s  coupées  par  des  parallèles.  —  Toutes  les  |)ropriétés  du  triangle 
rectangle.  — Construire  une  moyenne  proporlionn^=lle  entre  deux  lignes. 

—  De  la  tangenteàune  courbe;  construire  la  tangenleau  cercle. —  r^îcsure 
des  aires  planes  rectilignes.  —  Lçif  aires  des  f)olygones  send)lal>ies  sont 
comme  les  carrés  des  côtés  homologues. — Volumes  des  did'éÉ  enssolides  ter- 
minés parties  plans. —  Les  volumes  des  pol}édres  semhIaMrs  sont  connue 
les  cubes  des  celés  bomologues.  —  Tout  ce  qui  se  rattache  à  la  pf^rpondi- 
cuhiritc  et  au  parallélisme  entre  des  plans  et  entre  des  planset  des  droites. 

—  De  deux  sécantes  rounées  par  un  système  de  plans  para!!  !r.«'. 

3°.  Géom^lrie  des  ii^'nes  et  des  surfaces  courbt-s.  —  Surface  dix  cercle  j 
calcul  du  rajipoil  de  la  circonférence  au  diamètre.  Surface  du  c}l!n(!re, 
du  C(W)e,  du  cône  tronqué  et  de  la  sphère.  —  Volume  d'un  cylindre,  d'ua 
cône  et  d'une  sphère. 

Nola.  On  admettra  pour  celte  géométrie  curviligne  les  démonslrations 
Jes  plus  simjiles,  comme  celles  de  Bt-zoul. 

4".  Les  candidats  doivent  traiter  par  écrit,  en  français,  un  sujot  de 
composition  donné  Leur  écriture  doit  être  lisible,  leur  orlhogiapLo  cor- 
recte. (Ceci  n'est  de  rigueur  que  pour  les  élèves  français.  Les  éièves  étran- 
gers seront  admis  pourvu  r|u'ils  entendent  la  langue  française  de  manière 
à  pouvoir  suivre  li.'s  cours.) 

5°.  Les  candidats  di,iivent  construire,  à  uiie  échelle  donnée,  avec  la 
règleet  le  compas,  quelques  problèmes  de  géométrie  élémentaire  (i). 


(i)  On  (Icaire  qrie  les  eau  liJa;s  snclicnt  très  bien  ce  qu'on  exige  dV'ux  pr.ur  liiir  a'iniis- 
sioii  ;  <|u'it3  soient  familiarisés  avec  t'ali^èbre  et  exerces  anx  applicaiions  île  J.i  geoni»  tiie 
éieuienlaiic  à  deux  Cl  à  trois  diiiic^isiuns.  S-ms  nne  bonne  inslnic^ioii  préparatoire,  tout 
progrés  h  l'Ecole  Centrale  est  iinpossililc,  et  tes  ji;uues  gens  qni  s'y  desiineiit  doive:it  se 
con>aincre  que  pour  possc>ler  «H  fond  les  ujaiières  de  leur  examen  ,  il  faut  qii'iis  éludant 
plus  que  le  prograintui-  de  TEcoK-. 

Les  conii.iissaices  exigées  pour  l'adinissioii  à  TÉcoîe  Pi'lyieclinique  comprennent  en 
outiela  résolution  généiale  des  équations  numi-iitjues,  la  géoihéiric  an;dytique ,  les  elé- 
meu»  de  gcoujéirie descriptive,  la  statique,  le  ilcssiu  d'uue  académie  et  le    latiui 
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37°.  Les  examens  sont  faits  à  Paris,  par  les  professeurs  attachés  à 
l'École;  dans  les  déparlemeiis,  ils  peuvent  l'êlre  par  les  professeurs  de 
mathématiques  des  collèges  royaux  et  communaux;  dans  les  pays  étran- 
gers, parles  professeurs  de  malhe'maliques  des  universités. 

Les  examens  doivent  être  faits  du  i"  août  au  2  novembre  de  l'année 
d'admission. 

38°.  Les  procès-verbaux  d'examen,  étant  revêtus  de  la  signature  de 
l'examinateur,  sont  adressés  par  lui  au  directeur  de  l'École,  qui  les  sou- 
met au  conseil  des  études.  Le  conseil  statue  sur  l'admission  ou  l'ajourne- 
ment des  élèves. 

Il  doit  être  joint  au  procès-verbal  d'examen  un  certificat  du  proviseur 
ou  principal  du  collège  où  le  candidat  a  fait  ses  études ,  constatant  sa  mora- 
lité; cette  pièce  doit  être  légalisée  par  les  autorités  locales. 

39°.  Les  élèves  reçoivent  à  domicile  leur  lettre  d'admission  ;  ils  doivent 
être  rendus  à  l'École  le  3  novembre.  En  conse'quence ,  les  élèves  des  dé- 
partemens  sont  invités  à  calculer  l'époque  de  "'envoi  de  leurs  pièces,  do 
manière  qu'elles  parviennent  au  directeur  au  plus  tard  le  20  octobre. 

40°.  Tout  élève  admis  doit  se  présenter  à  l'Ecole  muni  d'un  extrait  de 
naissance. 

41°.  Les  candidats  non  admis  à  l'École  Polytechnique  qui  obtiennent 
des  examinateurs  du  gouvernement  un  certificat  d'aptitude  pour  l'Ecole 
Centrale, et  les  jeunesgens  pourvus  d'undipiôme  de  bachelier-ès-sciences, 
sont  admis,  sans  examen  ,  dans  la  division  de  i'*  année. 

42°.  Le  conseil  des  études  peut  admettre  dans  la  division  de  2"*  année 
les  jeunes  gens  qui  ont  fait,  hors  de  l'Ecole,  des  études  suffisantes,  c'est-à- 
dire  qui  ont  acquis  toutes  les  connaissances  que  possèdent  les  élèves  de 
1"  année,  jugés,  d'après  les  examens  généraux,  en  état  de  passer  dans 
celle  seconde  division.  Cesjeunes  gens  ont  quatre  examens  à  subir  à  l'Ecole, 
et  doivent  s'y  présenter  avant  le  3  novembre  (i). 

43".  Tout  élève  renvoyé,  soit  dans  le  coui's  de  l'année  à  raison  de  fautes 
graves,  soit  à  la  fin  de  la  première  ou  de  la  deuxième  année,  comme  in- 
capable de  suivre  les  travaux  de  l'Ecole,  soit  à  la  fin  de  la  troisième  année, 
comme  inhabile  à  entrer  ou  concours,  ne  pourra  être  admis  dans  l'Ecole 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures  que  par  suite  d'une  décision  spéciale  et 
motivée  du  conseil  des  études  (2). 


(i)  On  peut  40  procurer  à  l'Kcolelc  prograramc  de  ce»  examens. 

(a)  Voir,  pour  les  conditions  pccuniuinis,  la  feuille  deucbce  da  Prospectus. 


EXTRAIT  DU  PROGRAMME  DES  COURS. 


PREMIERE   AWNEE. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  Delà  li^ae  droitcet 
tlu  plan  -  Des  jilans  tan^«n^  et  di:s  normales  aux  sur- 
fai-es  fourhc^- -  S  lution  de  que^ups  problc'iie»  -  Pto- 
pri«l«  prinri|ialc>  des  seftioD^  cooi>(iie<,  des  surfaces 
de  "ec-'iid  ordre,  des  courbes  transceadantes  et  di 
f.ire»  l'nrdre  supérieur,  démonlrées  par  la  gAonictric. - 
Application  de  la  ^conlctrie  descriptive,  à  la  perspective 
linéaire  .  aux  onob.es,  au  lavis.  -  Nolious  élémeataircsl 
de  topO|frapliie. 

MÈCANl  )UE.  Notion.i  de   trigonométrie  cl  Je  péo- 
mélrie  analytique  nécessaires  a  I  iatelligvncc  du  cours, 


-Stitlqno.-  Dynamique-   lly Irostatiquc   et   hydro- 
dynamique. ' 

PUY.SIQL'E  GENERALE.   Propriaés  généralrs  de» 
corps  soliiles  liquides  et  gazeux. -Ctaleur.-Ëlectricilc. 

-  Magnétisme.  -  Lumière. 

CHIMIE  GÉNÉRALE     Théorie  stomiqu*  -  Élude 
[des    cor;  s  sioaples.  -  Chimie   minérale.  -  (ihimie  orga- 

ni'jue. -L.s   élèves   réo-^ent   toute-  les  cxpérlroci-s  et 
I  toutes  les  préparations  importantes  dans  uue  manipu.- 

Ution  qui  a  lien    ciiaque   semaine.    Us   soat   en  outre 
■  exercés  au  souffla  c^u  verre. 
I     Coursde  LANGUE  ANGLAISE. 


DEUXIEME  ANNEE. 

APPLICATION  DE   LA  GÉOMÉTRIE   DESCRIP-; précieux   -  Essais  des différens  minerais 

trique   et  chlorDmétnque.  -  E 


TIVE  -Coupe  des  pierres.  -  Charpente.  -  Tracé  d 
eujrenagcs  et  des  courbes  p.ircouru"S  par  des  poinl- 
mobilesd.ms  les  machines.-  Tracé  des  cadrans  solaires. 
-  Pendant  les  quatre  derniers  mois  de  cette  année  d'é- 
tudes, il  y  a  chaque  semaine  une  uiaaipuLatioa  de 
coupe  de  pierres  et  tie  tracé  de  charpente. 

'HEDKIE  DE-»  MACHINES.  Étude  des  m.ichines 
élémentaires  -  Résistance  des  pièi-es  des  machines.  - 
-Moteurs  animés.  -  Moteurs  hydrauliques.-  Machines 
hvilraul:que>  -  Machines  mues  i  ar  l'air  ou  servant  à  le 


Essais  alcali- 
retatifs  aux  ma- 
tières-organiques. -  Pendant  ce  cours,  les  é  èv.--  sont 
exercés  dans  le»  laboratoires  à  répéter  ces  dilférens 
genres  dV-sais. 

CONSTRUCTIONS  ET  TRAVAUX  PUBLICS  Ar- 
cliitccturc.  -  Examens  dcJ  divi-rs  cdi'.ics  -Maisons 
pariic'.tl  ères.  -  Construi  t  ou  -Maçonnerie.-  Appareils 
dans  les  coqstr'ictions  antiques  et  modernes  -  Char- 
pente. -  Menuiserie  -  Serrur'rie  -Couvertures.  -  F«Tn- 
lation  des  édifices.  -  Mode  d'évaluation  des  ouviascs.  - 


déplacer.  -  P  ndant   ce  cours,  les  élevés  sont  exerce^  à  ;  Devis    -Les  élèves    viiiicnt  ks  travaux  en  exécution. 


faire  des  élemensdc  projets 

t.O  STRUCTION  DES  .VIACHIVES.  Examen  des 
matériaux  employés  dans  la  construction  i!es  ciacl.incs. 
-  Examen  des  l'urmes  et  des  assemblages  qui  entrent  dans 
la  cumposilion  îles  marliiucs. 

PH'VSIQUE  iNDUSlf.IELLE.  Théorie  delà  résis- 
tance lies  matériaux.  -Construction  des  appareils  des- 
tinés !«  mesurer  les  po  ris.-  Etablissement  des  oara  on- 
nerres  -  Chau^ag^.  -Conihustible.  -  Théorie  et  cons- 
truction des  cheminées.  -  'vaporisation.  -  Chaudières.  - 
Construction  des  fourneaux.  -  Les  élèves  ont  a  Caire  des 

Srojcls  Qu'ils  construisent  ensuite  eux-mêmes  au  quart 
'exécution 
CHIMIE  ANALYTIQUE.  Bot  et  moyens  âc  l'ana- 
lyse -  Analyse  des  corps  miuér.ux.  -  Analyse  de.,  rorps 
organiques.  -Essais  commerciaux.  -  Essais  des  métaux 


e  ercent  à  la  levée  des  plans  et  à  l'exécution  des  ui- 
vellemens. 

MINERALOGIE  ET  GEOLOGIE.  Ce  cours  com- 
prend ;  i'>  la  Géo;;raphic  physique,  qui  traite  de  la  forme 
extérieuie  du  globe  et  d  s  inodiGcatior.s  qu'elle  subit 
oar  l'action  des  agens  physiques  et  chimiques  ;  2  la 
Minéralogie  ou  étitue  d<fs  minéraux  qui  composent 
léo  rce  du  globe  ;  i^  la  Ccjlngie  ou  étude  du  gisement 
des  niinéi.aux. 

HYGIENE  ET  HISTOIRE  NATURflLLE  APPLI- 
QUEE A  LINDUSTKIE.  Pr.nci  es  de  physiolo  ie  et 
d'hygiène.  -  Histoire  lies  êtres  organisés  qui  par  eux- 
mêmes  ou  par  les  substances  qu'ils  produiseut  sont  em- 
ployés dans  les  arts  indnslriels. 

Cours  de  LANGUE  ANGLAISE.  Suite. 


TR0ISIE5IE  ^INNEE. 


THÉORIE  DES  "ilACHINES.  Pendant  cetteannée, 
ce  cours  ne  consiste  qu'en  conférences  relatives  à  d.  s 
projets  faits  p.ir  des  élevés. 

MACHINES  A  VAPEUR.  Théorie  des  machines  à 
valeur  des  diflérens  sy&Lcmes.  -  Machines  a  vapeur 
pour  les  manufactures  et  pour  élever  l'eau.  -  Idempruir 
la  navigation.  -Machines  à  vapeur  ou  à  gaz  peu  em- 
plovées 

Construction  des  3iAcniNES.  Construction 

elpose  des  machines. 

PHYSIQUE  INDUSTRIELLE  Distillation  simple  a 
feu  nu  ,  ilans  le  vide  ,  etc.  -  Evaporation  spontanée  a 
courant  d'air  forcé  par  le  feu.  -  Par  l'air  chaud  ,  la  va- 
peur, etc. -Séchage  a  l'air  libre.- Par  l  air  chaud.  - 
l£chauU'i-mcut  dcsgaz.  -  Vemil.ition  et  cLauU'age  des 
habitations.  -  Kelroidissement  des  corps  -  Glacières. 
-Eclairage.  -  Par  les  matières  solides  cl  liqu.des  - 
KcUirage  par  te  ga'.:.  -  Appareils  déclines  a  modiïier  la 
lumière.-  Phares,  elc.  -  Pendant  les  quatre  dernier.- 
rnol»  de  l'année,  les  élève»  ont  deux  conférences  par 
semaine  pendant  lesquelles  ils  sont  exercés  a  (aire  .les 
projets  qu':U  exécutent  ensuite  a  une  échelle  de  un 
(juart. 

ARTS  CHIMIQUES.  Noiious  générales.  -  Dissolu- 
tion. -  Cristillisaiion  ,  efc.  -  Chimie  inorgauique. - 
Eaux  minérales  naturelles  et  art  licielles.  -  Extraction 
et  puriticati.-n  du  soufre.  -  Fabrication  de  l'acide  sul- 
furique.  -  De  la  -oude  artilicielle..-  Des  acides  hydro- 
rhlorique  et  nitrique.  -  Des  aLins  -  Des  sulla.es  - 
Salpêtre. — Matières  à  cimeiitir,  telles  que  plâtre, 
cbaux,  poterie,  verrerie.  -  i'/eia//urgie.  -  Extraction 
des  métaux.  -  Alliage.  -  Affinage  des  métaux  précieux 
-  Chimie  organiijue.  -  Fabrication  du  papier.  -  Extrac- 


tion de  la  féenle.  -  Vabricati  53  du  sucre  de  betteiavas. 

-  Extraction  des  matières  ;;ra.*ses.  -  Préparation  du  vin, 
de  la  bièri-  ,  de  l'alcool.-  Produits  de  l  distillation  .lu 
bois.  -  Produit  de  la  distillation  des  :nali  -ns  .1  ni  ma  les. 

-  Charbon  animal  -  Sel  ammoniac.  -  Fabrication  di*  la 
col.c  ,  tannage  -Couleurs,  vernis.  -  Teinture  sur  laine, 
soie,  coton,  etc.,  etc.  -t'.'.c  jiart  e  de  ce  cours  ,  qui  se 
compose  île  ^ï  leçons,  e.-t  laite  dans  la  sccon.le  année 
d'étu.les.  Pendant  cette  année  ,  chaque  élève  pa;:.e  trois 
mois  dans  les  laboratoire.-  >ie  recherchis. 

CONSTRUCTIONS  PUBLIQUES.    Routes.- Ponts. 

-  Ponts  en  pierre.  -  Ponts  i.n  bois.  -  Ponts  en  f^r.  - 
Ponts  sjspcudus.  -  Ponts  moi.iles.  -  Nafi^alion.  - 
N.iturelle  ou  Uuviale  -  Art.iic.elle.  -  Réversoirs.  -  Dé» 
versoirs.  -  Prises  liVau. 

EXPLOITATION  DES  MINES.  Considérations  gé- 
nérales -  Richesses  minéral,  s  des  dillé.-rDs  états  -Dis- 
tribution nés  combustibles  et  des  minerais  eu  France  , 
en  Angl.  terre,  en  Belgique,  etc.-Afureni  d'exctwaUon. 
-Sondage,  elc-  -  Fuils  artésiens.  -Exploitation  a  ciel 
ouvert,  souterraine.  -  Mcyens  dr  transports  daus  les 
mines.  -  Le<;ons  spéciales  sur  les  chem.nsic  fer.  (Ces 
Uço:is  comprennent  tout  ce  qui  a  rapport  .1  I  élab'issc- 
.-uenl  des  chemins  de  fer.-  Préparation  inecanif/ue  Uer 
iniierais.  -  Métallurgie  ci  travail  du  plomb,  du  cuivre, 
du  zinc  et  de   l'é  ain. 

METALLURGIE  DU  FER.  Traitement  d>-s  min-- 
rais  pour  01. tenir  la  fonte.-  Des  fonderies.-Fabricalion 
du  fer  et  de  l'acier. 

Langue  aiif^laise.  -  Suite  du  cours. 

Des  dessins  lithographies,  relatifs  à  cb.^que  cours , 
sont  di^t^ibllés  aux  élevés. 


(    22    ) 

Ponr  offrir  nne  U\éo  nette  «les  dc^oiv  )ics  ne  rÉcole  Centrale ,  nons  flnnnms  iiiiP  liste 
snrcin' te  His  professions  (k-  qnelqiîes-v.ns  (i>se)cvis  sortis  depuis  trois  ans,  sur  li:5({Uils 
nous  ;iv(ins[)U  nons  piocurcr  dis  n-nscignimcns  icrtains. 

IVIM. 
Aboila^rd  (diplôme) Enipinyc  par  M.  Ccalicr,  inge'nicnr  des  ponts-ct-chanssi-e*, 

h  Pa.is. 
Al-GlN  (Id.) Ingénieur  mc'crriiriei)  ;  dirige  un  atelier  de  eonstriieti'n  de 

iiiiicliines  de  (ii.iiure  et  lie  roues  liyilraulit|ucs,  à  Louviers. 

Crt  atelier  est  de  iio  onvrieis. 

Ane  A  WD  {  certificat  ) Pmtcss-  ur  fie  physique  et  de  cliimie,h  Gmcvc. 

Baijoot    iHi>lôine) Re£;is»<  ur  des  forces  de  lîazi'illes  fAniennis). 

BouDsuT  (A/j Il;gl^iellr^•i^  iih  BcMincou  :  a  fi.it  divers  iiavaos  d'-commnne. 

BELLKChoix    ccrûjicat). . .   A  eie'  e.'iqd.iye,  en  Beijiifjiie,  disns  nne  furge  dont  Jeb   tra- 

v.-iux  sont  raonieni;ini  ment  suspendus. 
Bemst ; .  .   Direeteur  des  utine*  de  Giivevnee,  pi  es  de  Lii-jre  :  forge  an- 

{^laise,  l;)niirioir  h  lôli:,  consiruciio!)  de  niaehiins  Ji  vajiciir, 

h  lU-foumeau  à  coke. 

CiGAULT  DE  GrANDKDT  (di- 

phjiiie) Infîinicnr  cnnsirurteur  i\  Cliaiimont. 

BiNFAU  {certificat  ) PruT  ssfur  lie  eliirnie  .  à  P.  ris. 

BuCUK.oLTz  [diptonte] Dirige  la  pose  d'uue  macliiue  h  vapeur  pour  nne  Louillcrc, 

prè>  de  Tiêves. 

BoisTEL  [Id] In;;enienr  civil;  re;  elileur  h  l'École  Cenlrnle. 

Gallon  {Id) lnï;<nienr  civil  à  I*ar.s.ae!ahii  plusii  nr»  nicnlins, scieries, pa- 
peteries,etc., mnsjîar  loucî-  tiyiliau!i(jnesei  i:Uties  moteurs. 

Ckiavszz  [certijicat) Wannlat  lurier,  à  G.encllc,  |  lès  de  Paris,  ehez  AlRl.  P.'.yen 

et  Biiian. 

Carpektier  (dip/o/ue). ...  Ex-diiectcur  de  l'Éi-ole  d'Arts  et  Métiers,  londe'e  par  le 
piiiue  de  Cliimay,  5  MeDais  ;  employé  d:ius  TAnjnn. 

Catrol  [cerlijical) A  été  eni|dove  ù  la  fal.iicjue  de  MiM.  Jal.dierl  et  Liiennp, 

à  la  Guilloiière:  n  diri;4t  une  f;diriqnede  produit^  «iiinu- 
que.s  à  Turin;  aciniîlenient  empluyé  dans  la  mannfiM  turc 
de  lapis  etdrufs  pour  njeuLles,  de  31.  Caion  Landois,  à 
Beauvais. 

Chevasdier  {diplôme). . ,  lup-nieur  civil  à  la  manufacture  de  glaces  de  Cirey,  près 
Bl;.mof)l  (Meurlhe). 

CoLiKET  {Id) Enill.iye  par  M. Gli;dey,ineeniein  civil,  conslrucieiirdu  pont 

de  Fribouig,  à  la  construction  de    pouls  suspendu*  eu 

SuisbC. 

Df.smet  (Knnf-nc((y<tf/(5we).  I  ,,,       ,  ,  .  •       i        -i  •    .  o  i  • 

-,  ,..,     ,         ,,        ''>  Chez  leur  père,  manufacturier  de  loues  pcuues>en  Belgiqne, 

DESMET((JiaileSl  (//).,.,.  <  ' 

De  î.ATHi'iLER  I E  {dip/tjiiie).  Régisseur  des  fori;es  de  Beij,  psès  de  Luxembourg. 

DcFf.LHNEL  [Id] M.dtrede  forges  h  Gray  Hiiute-Saôi^c). 

Ddpan  {Id) Employé  p;«r  M.  Si'fiuin  ;i  la  construction   de  ponts  sn^- 

pendiis  et  de  ciiemiiis  de  Itr. 

Dotal  {certificat) A  ete'  professeur  (U  physique  et  de  chimie  à  Coctho  ;  em- 

pl  .<yc  niainienanipar  ISl.  Eugène  Flueliui,  inpen-eur civil, 
à  lacouïiruciiiji:  d'u^iuc»,  cLumios  de  ù.f,  «lucks,   clc. 
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MM. 

Èvrar:»  (diplôme) Professeur (k-  cliimie  indnsiricllo,  ix  Valencicnnes. 

l'AORE  {lil) Extii  iKf  i!.  s  travaux  sous  la  dirsclion  Je  M.  Ferry,  in''e'nicnr 

du  (loiiiiiine  pri-c-  du  Koi. 

F ONTEîfAT  (  Ici) Dirccuur  de  la  verrerie  de  la  plaine  de  Vakcli,  près  Je  Sffi- 

rcbruck  ;Meiirdic,'. 

FREHER(/i/) Eui|)l.ye  pa-  M.  Eugène  Flachat  à  la  construction  de  cire' 

njins  .lu  fer,  usines  à  fer,  dock»  ,  etc. 

FvRiA.(Id) Ingénieur  ci  vd  5  Paiis:  a  établi  une  scierie  ponr  le  bois  d'a- 
cajou, une  roue  hydraulique  et  des  séchoirs  dans  uneiua- 
nol'acdiredu  loili's  peintes,  etc. 

Gast  (Id) Employé  par  M  M.  Seguin  h  la  construction  de  ponts  sus- 

pi-n  lus  et  de  cliciuins  d.e  fer. 

Gr^is  {certificat) Ciic/^son  père,  inauufactnmr,  i  Wesserling. 

GtJÉPi5  {diplôme) luj;enicur  civil  h  Saint-Brienc  ;  a  exc':ute,  dans  le  départe- 
ment dcsCôtes-(!u  INord  ,  rlis  coiisirii  lions  divcrit-s. 

Guéris  {Id) Employc  à  la  direction  gtncralc  des  ponis-et-cliausaetset  des 

minL-s. 

Havew Employé  dans  une  manufacture  de  toiles  peintes  aux  É:at*- 

Diiis  (rAmeri(|ue. 

Jeakrex  {Id) Employé  par  M.  Polonccau  :  a  travaille  à  la  consirnciion 

du  pont  (lu  Carrousel  et  au  trace  du  ciieiuin  de  fer  do  Pa- 
ris à  Oileans. 

Jeaskeset  (/ti) Empli. ye  par  M.  Eugène  Flachat  :  a  diri!;é  la  pose  d'une 

niacliiue  k  vapeur  île  3o  chevaux,  et  la  consir-icliou  d'un 
pont  su$[)endu,  en  Cliampaf;iie,  etc. 

Lamulonière  {diplôme). ..   Einplnyé  jjar  M.  Hubert,  lugeiiieurcivil,  à  Paris. 

Lasslro»  {id} Injicnieur  civil:  a  coustiuil  «les  moulins  à  vent  dans  le  dé- 

p.iriemeut  dts  Deux-5évres. 

Laoreiïs  (/(/) iMUetiieur  civil;  répétiteur  à  i'fîoole  Centrale. 

Lecerk  \ld) Essayeur. 

Loosi  AC  \ld) lieni.Nseur  des  forges  de  Muucoart ,  près  de  Stenay. 

Mamet  •^/t/; Directeur  ailjoiui  de  la  forge  de  traïuout,  près  ijcliirmcck. 

(Vi.s^es). 

Martih  {Id) lujjeiiieur  ciïil  à  Besançon  :  a  fait  divers  travaux  de  com- 
mune. 

Matuias  {M) 1  racaille  avec  M.  Degrand  à  rétablissement  des  appareils- 

jjegiuud,  pour  cuire  les  sirujis. 

Metz  {Id) Inguneui-ciiimiste,  à  Luxeiubourg  :  charge  de  la  direction 

t!e  plusieiiis  euireprisis. 

McHiAL  {Id) Cliezs.in  peie,  piopiietaire  des  mines  et  usines  tle  Palières, 

près  irAuiluse  ^Gariij. 

MoRLorr  [Id) Employé  au  canal  ilu  {Nivernais. 

I\i»3i...T  {Id  ) Che^  sou  père,  mauufuciuri.r  <le  toiles  peintes,  à  Hericourt. 

Peks\C  {Id) Euipli)yu  au  service  municip.d  des  e.iux  de  Pans. 

PtTiEf  {td) , .    A  exécute  divers  travaux  aux  forges  de  Lucayie-Mâle;  a  e'to 

employé  par  M  Paulin  Talabot,  ingénieur  des  ponts-et- 
cli..ua:sceâ  à  Aimes,  à  la  couleciiuii  dts  prop.ts  (iu  clicmia 
de  ler  J  Aluis  à  licitucaiie^  à  l'exeeutiou  de  diver»  travaux 
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de  dcsscdiement,  etc.,  et  est  maintenant  employé'  par 
M.  Eupcne  Flacltîii,  ingénieur  civil,  pendant  nn  congé 
qu'il  a  obtenu  de  M.  Talabol. 

Prisse  [diplôme  ) tmi.ldye  j  ar  31 .  Sanlnit r,  fabricant  de  machines  à  voptnr 

et  mécanicien  de  la  Monnaie. 

REtîàRE  (  certificat) Condiutenr  des  ponis-et-chaussées  (Corrè/.e). 

RoBiîi  {td) Employé  à  l'usine  de  Decazeville  (Avrjron). 

RoTET  (diplôme) CbinuMe  à  U  manufaclurede  toiles  peintes  de  MM.  Blech  , 

h.  Mu  bouse. 

Thomas  (  Id) Inçiénieur  civil  ;  rcpétiicnr  à  l'École  Centrale.  MM .  Thomas 

et  Laurens  ont  établi  deux  machines  h  vapeur  et  une  souf- 
flerie <lans  la  Haute-Saône;  ont  ci.nstruil  des  bainbj  étr- 
blisbent  une  fabrique  île  sucrerie  betteraves ,  etc. 

VasqUEZ Professeur  de  physique   b   l'uni» rrsilé  dç  Valladolid,    et 

charge  par  le  giiuverncment  espagnol  d'une  mission  indus- 
trielle .^'étranger. 

Vassebot  {diplôme) En^ployc  chez  M.  Ualletle,  fabricant  de  machines  à  vapeur, 

à  Arras. 

Vehet  (^Id) Associé  de  M.  Colladon  pour  la  ccnstriiction  de  bateaux  à 

vapeur. 


Le  prospectus  de  l'Ecole  Centrale,  contenant ,  en  outre  de  ce  qui  pré-, 
cède,  le  prograinine  des  Cours  de  l'Ecole  et  ses  condilious  pécuniaires, 
se  dislribue  à  l'Établissement,  rue  des  Coutures-Saint-Gervais,  n"  i,  et 
chez  Bachelier,  libraire  de  l'École,  quai  des  Augustins,n°  55.  Il  s'envoie 
franc  de  port  à  toutes  les  persounes  qui  en  fout  la  demande  par  lettre 
afiVanchie;  il  est  déposé  dans  toutes  les  Mairies  et  dans  toutes  les  Biblio- 
iLèquLS  publiques  dts  chefs-lie'ux  de  département,  d'arrondissement  et 
de  canton,  aux  arcliives  des  principales  Sociétés  savantes  de  France,  chez 
tous  les  professeurs  de  sciences  exactes  des  collèges,  et  chez  tous  les 
proviseurs  et  principaux. 

On  peut  s'adresser  ,  pour  avoir  des  renselgnemens  sur  l'Ecole  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures  ou  pour  visilercel  étabiisscnicnt,  àM.  La- 
TALLÉE,  directeur,  lous  les  lundis,  les  mardis,  ks  jeudis,  les  -vendredis 
de  9  licures  à  a  heures.  Les  personnes  qui  ne  demeurent  pas  à  Paris 
son\.  invilces  à  lui  écrire.  On  est  prie  d'aifranchir  les  lettres  et  paquets. 


IMPBlMtRirj    DE    BACHELIER, 

rue  du  Jardinet,  n"  12, 
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